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GESAMMELTE 

MATHEMATISCHE  WERKE 
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Vorrede  zur  ersten  Auflage. 

Das  Werk,  welches  hiermit  in  die  Oeffentlichkeifc  tritt,  ist  die 
endliche  Ausführung  eines  seit  lange  geplanten  Unternehmens.  Bei 
der  Bedeutung,  welche  die  grossen  Sehöpfangen  Rieniann's  für  die 
Entwicklung  der  neueren  Mathematik  haben,  gehören  die  meisten  der 
Riemann'schen  Abhandlungen  zu  den  unentbehrlichsten  Hülfsmitteln 
des  Mathematikers,  und  eine  Sammlung  seiner  Werke  dürfte  daher 
einem  allgemein  gehegten  Wunsehe  um  so  mehr  entgegen  kommen, 
als  die  meisten  derselben  im  Buchhandel  nicht  oder  nur  schwer  zu 
erhalten  sind.  Es  kommt  dazu  die  dringende  Pflicht  gegen  die  Wissen- 
schaft, die  im  bandschriftlichen  Nachlass  noch  verborgenen  Unter- 
suchungen und  Gedanken  der  Oeffentlichkeit  nicht  länger  vorzuenthalten. 

Schon  im  Frühjahr  1872  war  daher  unter  mehreren  Freunden 
Uiemann's  der  Plan  zu  einer  solchen  Sammlung  entstanden  und  Clöb  seh 
hatte  mit  seiner  ganzen  Thatkraft  die  Leitung  des  Unternehmens  in 
die  Hand  genommen  und  sich  mit  Dedekind  vereinigt,  in  dessen 
Besitz  nach  Riemann's  Wunsch  der  handschriftliche  Nachlass  nach 
des  Verfassers  Tod  gekommen  war,  und  der  bereits  mehrere  Abhand- 
lungen aus  demselben  herausgegeben  hatte. 

Durch  den  beklagenswerthen  und  unerwarteten  Tod  von  Clebsch 
gerieth  leider  das  Vorhaben  ins  Stocken  und  blieb  längere  Zeit  gänz- 
lich liegen.  Als  mir  im  November  1874  Dedekind  im  Namen  der 
Frau  Professorin  itiemann  den  Vorschlag  machte,  die  Leitung  der 
Herausgabe  zu  übernehmen^  hin  ich  nicht  ohne  schwere  Bedenken 
darauf  eingegangen.  Denn  obwohl  ich  von  dem  Umfang  der  damit 
verbundenen  Arbeit  damals  noch  keine  richtige  Vorstellung  hatte,  war 
ich  mir  der  zu  übernehmenden  Verantwortung  wohl  bewusst.  Kur 
die  Erwägung,  dass  im  Falle  meiner  Weigerung  die  Ausführung  aber- 
mals auf  lange  Zeit  hinausgeschoben  zu  werden,  wenn  nicht  gänzlich 
zu  scheitern  drohte,  half  mir  meine  Bedenken  überwinden,  und  so  ent- 
schloss  ich  mich,  was  au  mir  läge,  zu  thun,  um  das  Unternehmen  zu 
einem  befriedigenden  Abschluss  zu  bringen,  da  Dedekind  mir  die 
Versicherung  gab,  mich  bei  der  Arbeit  nach  Kräften  zu  unterstützen, 
ein  Versprechen,  welches  er  treulich  gehalten  bat. 
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IV  Vorrede. 

Die  von  Riemaüii  selbst  oder  nach  seinem  Tode  bereits  veröffeni^ 
lichten  Arbeiten  wurden  revidirt,  hin  und  wieder  durch  einen  im  Nacli- 
lass  aufgefundenen  Zusatz  bereichert,  und  in  kleinen  Üngenauigkeiteu 
verbessert,  sonst  aber  in  unveränderter  Form  aufgenommen.  Nur  die 
Abhandlung  über  die  Flächen  vom  kleinsten  Inhalt  hat  in  Folge  einer 
von  K.  Hattendorff  auf  meinen  Wunsch  ausgeführten  Ueb  er  arbeitung 
einige  wesentlichere  Aenderungen  erfahren. 

Von  den  im  Nachlass  enthaltenen  Entwürfen  fanden  sich  einige 
in  fast  druckfertiger  Form  vor,  andere  aber  in  einem  so  fragmentari- 
schen Zustande,  dass  die  Verknüpfung  und  Darstellung  erhebliche 
Schwierigkeiten  machte.  Von  der  grossen  Menge  nur  Formeln  ohne 
Text  enthaltender  Papiere  war  wenig  für  den  Druck  zu  verwerthen. 
Besonders  hervorzuheben  ist  unter  den  ersteren  die  Arbeit  über  den 
Eückstand  in  der  Leidener  Flasche,  welche  Riemann  schon  im  An- 
schluss  an  die  Mittheilung  in  der  Göttinger  Naturforscher- Versammlung 
Kur  Puhlication  vorbereitet  hatte,  ferner  die  in  lateinischer  Sprache 
geschriebene  Beantwortung  einer  Preisfrage  der  Pariser  Akademie  über 
isotherme  Curven,  welche  besonders  deshalb  von  hohem  Interesse  ist, 
weil  darin  Itiemann's  Untersuchungen  über  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  mehrfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  in  den  Grund- 
zügen niedergelegt  sind  und  eine  merkwürdige  Verwendung  finden. 
Die  Darstellung  in  dieser  Abhandlung  ist  eine  äusserst  knappe,  und 
die  Wege,  auf  denen  die  endlichen  Resultate  erhalten  wurden,  finden 
sich  darin  nur  im  Allgemeinen  angedeiitet.  Von  der  Ausführung  einer 
beabsichtigten  zweiten  eingehenderen  Darstellung  des  Gegenstandes 
wurde  Riemann  durch  seinen  Gesundheitszustand  abgehalten,  Dass  ich 
im  Stande  bin,  diese  schöne  Untersuchung  in  der  letzten  von  Riemann 
herrührenden  Redaction  zum  Abdruck  zu  bringen,  verdanke  ich  der 
Güte  des  beständigen  Secretärs  der  Pariser  Akademie,  Herrn  Dumas, 
welcher  auf  ein  Namens  der  Gottinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
von  Herrn  Wöhter  an  ihn  gerichtetes  Ansuchen  mit  der  dankens- 
werthesten  Bereitwilligkeit  mir  das  Originalmanuscript  zur  Verfügung 
stellte. 

VonRiemann'sUntersuchungen  über  lineare  Differentialgleichungen 
mit  algebraischen  Coefficienten  liegt  der  erste  Theil  in  ziemlich  druek- 
fertiger  Form  von  Riemann's  Hand  vor  und  war  vermuthlich  zu  der 
Puhlication  bestimmt,  die  in  der  Abhandlung  über  Abel'sche  Functionen 
angekündigt  ist,  aber  nicht  zur  Ausführung  kam.  Ein  zweiter  Theii, 
der  die  wahre  Verallgemeinerung  der  Theorie  der  hypergeometrischen 
Reihen  enthält,  fand  sich  nur  im  ersten  Entwürfe  vor,  jedoch  so,  dass 
der  Gedankengang  vollständig  hergestellt  werden  konnte. 


y  Google 


Ferner  ist  hier  noch  der  in  italienischer  Sprache  geschriebene  An- 
fang zu  einer  Untersuchung  über  die  Darstcilbarkeit  des  Quotienten 
iDweier  hypergeometrischer  Reihen  durch  eiuen  Ketteiibruch  zu  erwähnen, 
deren  Bearbeitimg  H.  A.  Schwarz  in  Göttingen  übernommen  hat, 
dem  ich  hierfür  sowie  für  manchen  Rath  an  anderen  Stellen  hier 
meinen  Dank  ausspreche. 

Obwohl  die  Vorlesungen  Rie  m  ann'  s  dem  ursprünglichen  Plane  nach 
von  dieser  Sammlung  ausgeschlossen  sind,  so  habe  ich  mich  doch  zur  Auf- 
nahme zweier  kleinerer,  in  sich  abgeschlossener  Untersuehungeu  über  die 
Oonvergenz  der  p-i&ch  unendlichen  Theta-Reihe  und  über  die 
Abel'achen  Functionen  für  den  Fall|>  =  3  entschlossen,  bei  deren 
Bearbeitung  ein  von  G.  Roch  geführtes  Voilesungsheft  zu  Giunde  ge- 
legt werden  konnte,  theüs  wegen  des  groisen  Interesses,  welches  die 
Gegenstände  haben,  theiU  weil  eine  zusammenhangende  Veröffentlichung 
dieser  Vorlesungen,  wie  es  scheint,  vorlaufig  nicht  m  Aussicht  steht. 

Ich  erwähne  hier  noch  die  den  Anhang  bildenden  naturphilo- 
sophisehen  Fragmente,  welche  wenigstens  eint,  ungetihre  Vorstellung 
von  dem  Inhalt  der  Speculationen  geben  können,  denen  Riemann 
einen  grossen  Theil  seiner  Gedankenarbeit  widmete  und  die  ihn  viele 
Jahre  seines  Lebens  hindurch  begleitet  haben.  Diese  Bruchstücke 
durften  trotz  ihrer  Lückenhaftigkeit  und  Unvollständigkeit  geeignet 
sein,  auch  in  weitereu  Kreisen  Aufmerksamkeit  zu  erregen,  wenn  sie 
auch  nicht  viel  mehr  als  die  Anfänge  und  die  allgemeinsten  Grundzüge 
einer  eigen thümlichen  und  tiefsinnigen  Weltanschauung  enthalten. 

Eine  willkommene  Beigabe  für  die  Freunde  und  Verehrer  Rie- 
mann's  wird  endlich  die  biographische  Skizze  sein,  welche  Dedekind 
auf  meinen  Wunsch  auf  der  Grundlage  von  Briefen  und  anderen  Mit- 
theilungen der  Eiamann'sehen  Familie,  unterstützt  durch  seine  eigenen 
Erinnerungen  verfasst  hat. 

Was  die  Anordnung  des  Stoffes  betrifft,  so  ist  in  den  beiden 
ersten  Abtheilungen  die  chronologische  Reihenfolge  streng  inne  ge- 
halten worden;  in  der  dritten  Abtheilung,  welche  den  Nachlass  enthält, 
konnte  diese  Anordnung  nicht  ganz  consequent  durchgeführt  werden, 
theils  weil  sich  die  Entsfcehungszeit  hier  nicht  immer  vollständig  fest- 
stellen liesa,  theüs  weil  die  mehr  ausgeführten  Untersuchungen  dem 
Fragmentarischen  vorangestellt  werden  sollten. 

Königsberg,   im  März  1876. 

H.  Weber. 
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Vorrede  zur  zweiten  Auflage. 

Seclizehii  Jahre  sind  seit  dem  Erscheinen  der  ersten  Auflage  der 
Gesammtausgabe  von  Riemann'a  Werken  verstrieben.  Der  Ent- 
wicklungsgangj  den  in  diesem  Zeitraum  die  mathematische  Wissen- 
schaft genommen  hat,  las  st  vielfach  und  deutlich  die  Spuren  von 
Biemann's  Wirken  erkennen;  wir  brauchen  nur  an  den  Ausbau  der 
Theorie  der  Abel'schen  Functionen  und  der  linearen  Differential- 
gleichungen, an  die  Lehre  von  den  mehrfach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeiten und  die  nicht-euklidische  Geometrie  zu  erinnern,  die  mit 
Allem,  was  damit  zusammenhängt,  jetzt  im  Vordergrund  des  wissen- 
schaftlichen Interesses  stehen.  Nicht  nur  Riemann's  ausgeführte 
Arbeiten,  sondern  auch  manche  der  im  Naeblass  vorgefundenen,  in 
den  geaammten  Werken  mitgetheilten  Andeutungen  und  Fragmente 
haben  den  Anstoas  zu  weitergehenden  Forschungen  gegeben. 

Die  Form  und  Art  der  Ausgabe  der  Gesammtwerke  hat  die  Zu- 
stimmung der  Mathematiker  gefunden.  Bedenken  und  Einwendungen, 
die  hier  und  da  in  der  Literatur  hervorgetreten  sind,  und  sich  meist 
auf  die  von  den  Herausgebern  zugefügten  Noten  beziehen,  sind  in  der 
neuen  Auflage  nach  Möglichkeit  berücksichtigt,  und  erledigen  sieh 
wohl  durch  eine  etwas  ausführlichere  Darstellung. 

Der  handschriftliche  Nachlass  wurde  im  Laufe  der  Jahre  mehr- 
fach und  besonders  bei  der  Vorbereitung  der  neuen  Ausgabe  einer 
Durchsicht  unterworfen.  Die  Ausbeute  war  zwar  nicht  sehr  gross, 
lieferte  aber  doch  manchen  schätzbaren  Zusatz,  der  unter  die  An- 
merkungen aufgenommen  werden  konnte.  Neu  hinzugefügt  ist  das 
kleine  Fragment  SXV  über  die  Bewegung  der  Wärme  im  Ellipsoid, 
ferner  ein  Zusatz  zu  Nr.  XXX  (jetzt  XSXI)  über  die  quadratischen 
Relationen,  die  zwischen  den  Functionen  <p  der  Theorie  der  Abel'schen 
Functionen  bestehen.  Dem  XXV.  (jetzt  XXVI)  Fragment  wurde  ein 
Zusatz  im  Tite!  gegeben,  wodurch  deutlicher  auf  seine  grosse  allgemeine 
Bedeutung  hingewiesen  werden  sollte. 

Sorgfältig  durchgearbeitet  und  erweitert  sind  die  Anmerkungen, 
wodurch  wir  hoffen,  ihre  Brauchbarkeit  zu  erhöhen.    Die  Erläuterungen 


y  Google 


Vorrede.  VII 

von  Dedekind  zu  dem  Fiagment  über  die  Grenzfälle  der  elliptischen 
Modulfunetionen  sind  gaiiz  neu  redigirt  und  erleichtem  in  dieser  Form 
noch  mehr  den  Zugang  zu  den  Formeln  Riemann's. 

Auch  die  Erläuterungen  zu  Nr.  XXII  „Commentatio  mathematica  etc." 
sind  etwas  austuhilicher  gestaltet  worden,  da  die  Darstellung  in  der 
ersten  Auflage  das  Veiständniss  noch  nicht  hinlänglich  zu  fördeni 
schien.  Der  Herausgeber  hat  es  dagegen  nicht  unternommen,  die  An- 
wendung auf  die  Preisaufgabe  der  Pariser  Akademie  weiter  zu  ver- 
folgen; auch  ist  ihm  kein  Versuch  bekannt  geworden,  diese.  Frage 
weiter  zu  fördern,  so  dass  das  Problem  immer  noch  nicht  als  voll- 
ständig gelöst  betrachtet  werden  kann.  Vielleicht  ermuthigen  diese 
Zeilen  jüngere  Fachgenossen,  die  vor  mühseligen  Rechnungen  nicht 
aurtickschreekeu,  das  Problem  aufs  Neue  in  Angriff  zu  nehmen,  das 
nicht  nur  durch  sich  selbst,  sondern  besonders  auch  durch  die  tiefen  und 
eigenartigen  Hülfsmittel,  die  Eiemann  zu  seiner  Lösung  geschaffen 
hat,  von  hohem  wissenschaftlichem  Werthe  ist. 

Marburg,  im  Juli  1892. 
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I. 

Grunillageu  iür  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer 
veriliiderliclicn  complesen  Grösse. 

(Iiiinigvirakliisaertiitioi],  Göttiogoii,  1851;  zweiter  unverüuJci'tor  Abdruck, 
Göttiügeii  1867.) 

1. 

Delikt  man  sich  unter  s  eine  verimder liehe  Grö>se,  welche  uacli 
und  nach  alle  möglichen  reellen  Werthe  ajinehmeii  kann,  so  wird, 
wenn  jedem  ihrer  Werthe  ein  einziger  Werth  der  unbestimmten  Grösse 
w  entspiicht,  w  eine  Function  von  s  genannt,  und  wenn,  während  e 
alle  zwischen  zwei  festen  Werthen  gelegenen  Werthe  stetig  durch- 
lauft, w  ebenfalls  stetig  sich  ändert,  so  heisst  diese  Function  inner- 
halb dieses  Intervalls  stetig  oder  coutinuirlich.  (^) 

Diese  Definition  setzt  offenbar  zwischen  den  einzelnen  Werthen 
der  Function  durchaus  kein  Gesetz  fest,  indem,  wenn  über  diese 
Function  für  ein  bestimmtes  Intervall  verfügt  ist,  die  Art  ihrer  Fort- 
setzung ausserhalb  desselben  ganz  der  Willkür  iiberlaaaen  bleibt. 

Die  Abhängigkeit  der  Grösse  w  von  s  kann  durch  ein  mathe- 
matisches Gesetz  gegeben  sein,  so  dass  durch  bestimmte  Grössen- 
operationen  zu  jedem  Werthe  von  2  das  ihm  entsprechende  w  gefunden 
wird.  Die  Fähigkeit,  für  alle  innerhalb  eines  gegebenen  Intervalls 
liegenden  Werthe  von  z  durch  dasselbe  Abhängigkeitsgesetz  bestimmt 
zu  werden,  sehrieb  mau  früher  nur  einer  gewissen  Gattung  von 
Functionen  zu  (funetioues  continuae  nach  Euler's  Sprachgebrauch); 
neuere  Untersuchungen  haben  indess  gezeigt,  dass  es  analytische  Aus- 
drücke giebt,  durch  welche  eine  jede  stetige  Function  für  ein  ge- 
gebenes Iniervall  dargestellt  werden  kann.  Es  ist  daher  einerlei,  ob 
man  die  Abhängigkeit  der  Grösse  tv  von  der  Grosse  z  als  eine  will- 
kürlich gegebene   oder  als    eine   durch   bestimmte   Grössenopcrationen 
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i  1.    Grimdliigcn  ffiv  eii)c  iiUgcmeine  Theorie 

bedingte  definirt.  Beide  Begrilü'e  sind  in  Folge  der  erwähnten  Theoreme 
cODgruent. 

Anders  verhält  es  sich  aber,  wenn  die  Veränderlichkeit  der  Grösse 
^  nicht  auf  reelle  Werthe  beschränkt  wird,  sondern  auch  complexe 
von  der  Form  x  -\-  yi  (wo  i  =  ]/ —  l)  zugelassen  werden. 

Es  seien  x  -}-  yi  und  x  -{-  yi  -{-  dx  -{-  dyi  zwei  unendlich  wenig 
verschiedene  Werthe  der  Grosse  s,  welchen  die  Werthe  u  -\-  vi  und 
u  -\-  vi  -\-  du  -]-  dvi  der  Grösse  w  entsprechen.  Alsdann  wird,  wenn 
die  Abhüngigkeit  der  Grösse  w  von  s   eine  willkürlich   angenommene 

ist,  das  Verhältniss   —^  ~X  sich  mit   den  Werthen  von  dx  und  dv. 
dx  -{-  dyi  ■" 

allgemein  zu  reden,  ändern,  indem,  wenn  man  dx  +  dyi  =  sif"  setzt, 

du  +  di'i 
dx-\-  dyi 


-H 


dy    '    \8x  "•"  Hy!  J  dx  +  dyi 


■i(i+U)+i(fe 


dyf    '    *  \dx        dyi 

wird.  Auf  welche  Art  aber  auch  w  als  Function  von  s  durch  Ver- 
bindung der  einfachen  Grössenoperationen  bestimmt  werden  möge, 
immer  wird  der  Werth  des  Diiferentialquotionteu  -j—  von  dem  beson- 
dern Werthe  des  Differentials  ds  unabhängig  sein*).  Offenbar  kann 
also  auf  diesem  Wege  nicht  jede  beliebige  Abhängigkeit  der  complexen 
Grösse  w  von  der  complexen  Grösse  z  ausgedrückt  werden. 

Das  eben  hervorgehobene  Merkmal  aller  irgendwie  durch  Grössen- 
operationen bestimmbaren  Functionen  werden  wir  für  die  folgende 
U  t         1  w  1  1     F      t  nabhängig  von  ihrem  Aus- 

dtbthttwl  1!         r        II  gen,  indem  wir,  ohne  jetzt 

1  All     m  It    k    t        1/11   Ikeit   für    den   Begriff  einer 

1      h   C  P      t  IIb  Abhängigkeit   zu   beweisen, 

f  lg     d      D  fi    t  j,  h 

D        Bhpt{,tffb  II      F  lien  gerechtfertigt,  wo  sich  aus 

1  \      \  d      b      m  tt  1  t  d     E      In  der  Diffwentiatiou  ein  Aos- 

d      k  ^  d      1        fl   d       1      t      h         t  llgemeine  Gültigkeit  bleibt  für 
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der  ruiicliontn  eiiitc  veranderlicliea  coinplexen  Grösse,  5 

Eine  veränderliche  eomplese  Grösse  w  Leisst  eine  Function  einer 
andern  veräüderlicliea  comploxen  Grösse  z,  wenn  sie  mit  ihr  sich  so 

ändert,  dass  der  Werth  des  Differentialquotienten  -j—  unabhängig  von 
dem  Werthe  des  Differentials  dz  ist, 

2. 

öowohl  die  Grösse  z,  als  die  Grösse  iv  werden  als  veränderliche 
Grössen  betrachtet,  die  jeden  complexen  Werth  annehmen  können. 
Die  Auffassung  einer  solchen  Veränderlichkeit,  welche  sich  auf  ein 
zusammenhängendes  Gebiet  von  zwei  Dimensionen  erstreckt,  wird 
wesentlich  erleichtert  durch  eine  Anknüpfung  an  räumliche  An- 
schauungen. 

Man  denke  sich  jeden  Werth  x  -\-  yi  der  Grösse  0  repräsentirt 
durch  einen  Punkt  0  der  Ebene  Ä^  dessen  rechtwinklige  Coordinaten 
^t  Vi  jeden  Werth  ti  -\-  vi  der  Grösse  w  durch  einen  Punkt  Q  der 
Ebene  B,  dea&en  rechtwinklige  Coordinaten  u,  v  sind.  Eine  jede  Ab- 
hängigkeit der  Grösse  y>  von  z  wird  sich  dann  darstellen  als  eine 
Abhtngigkeit  der  Lage  des  Punktes  Q  von  der  des  Punktes  0.  Ent- 
spricht jedem  Werthe  von  z  ein  bestimmter  mit  0  stetig  sich  ändern- 
der y\  erth  von  w,  mit  andern  Worten,  sind  u  und  v  stetige  Functionen 
von  x^  y,  so  wird  jedem  Punkte  der  Ebene  A  ein  Punkt  der  Ebene  li, 
jeder  Linie,  allgemein  zu  reden,  eine  Linie,  jedem  zusammenhängenden 
Flächenstücke  ein  zusammenhängendes  Fläehenstöck  entsprechen.  Man 
wird  sich  also  diese  Abhängigkeit  der  Grösse  w  von  ^  vorstellen  können 
als  eine  Abbildung  der  Ebene  A  auf  der  Ebene  B. 


Es  soll  nun  untersucht  werden,  welche  Eigenschaft  diese  Abbil- 
dung erhält,  wenn  tv  eine  Function  der  complexen  Gröt^se  z,  d.  b. 
wenn  ^  von  dz  unabhängig  ist. 

Wir  bezeichnen  durch  0  einen  unbestimmten  Punkt  der  Ebene  A 
in  der  Nähe  von  0,  sein  Bild  in  der  Ebene  B  durch  q,  ferner  durch 
X  -^^  y'i  -^  äx  -\-  ilyi  und  u  +  vi  -\-  du  ~\-  dvi  die  Werthe  der 
Grössen  s  und  w  in  diesen  Punkten.  Es  können  dann  dx,  dy  und 
du,  dv  als  rechtwinklige  Coordinaten  der  Punkte  o  und  g  in  Bezug 
auf  die  Punkte  0  und  Q  als  Anfangspunkte  angesehen  werden,  und 
wenn  man  dx  +  dyi  =  se'i''  und  du -\- dvi  =  ■r\e''"  setzt,  so  werden 
die  Grössen   e,  (p,  ij,  ip  Polarcoordinaten   dieser  Punkle  für   dieselben 
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Anfangspunkte  sein.  Sind  nun  il  und  o'  irgend  zwei  bestimmte 
Lagen  des  Punktes  o  in  unendlicher  Nähe  von  0,  und  drückt  man  die 
von  ihnen  abhängigen  Bedeutungen  der  übrigen  Zeichen  durch  ent- 
sprechende Indicea  aus,  so  giebt  die  Voraussetzung 

du  -^Ay'i  il\^''\-Av"i 

ilx  -\-  dy  i        dx' -Y  dy" i 


und  folglich 


dw-\-dvj   _l'  ^(^'_^'|,.  ^   da:  +  dy  i 
du"  +  dv" i        i/'  dx"  -\-  dy"i 


den    Dreiecken 
gleich    und   die 


woraus  „  =  „  und  li/  —  ip"  =  rp  —  tp",  d.  h. 
o'Oo"  UQ(I  qQq  sind  die  Winkel  o'Oo"  und  (}' 
aie  einsehiiessenden  Seiten  einander  proportional. 

Es  findet  also  zwischen  zwei  einander  entsprechenden  nnendlieb 
kleineu  Dreiecken  und  folglich  allgemein  zwischen  den  kleinsten 
Theilen  der  Ebene  A  und  ihres  Bildes  anf  der  Ebene  B  Aehnlichkeit 
Statt.  Eine  Ausnahme  von  diesem  Satze  tritt  nur  in  den  besonderen 
Füllen  ein,  wenn  die  einander  entsprechenden  Äenderungen  der  Grössen 
s  Uüd  w  nicht  in  einem  endlichen  Verhültoiase  zu  einander  stehen, 
was  bei  Herleituug  desselben  stillscliweigend  vorausgesetzt  ist*). 


dx  -f.  dyi 


t  den  Differentialquotienten  ^ 

(du    .    do  \  ,      ,    (dv        du  \  , 


dx  -\-  dyi  ' 

so   erhellt,   daas   er  und   zwar  nur  dann  für  je   zwei  Wertbe   von  (J-x 

und  äy  denselben  Werth  haben  wird,  wenn 

3«       dv  ,     So  du 

3—  ^  T^     und     s     =  —  3— 
ex        oy  dx  dy 

ist.  Diese  Bedingungen  sind  also  hinreichend  und  uothwendig,  damit 
w  =  u-\-vi  eine  Function  von  s  =  x-\'yi  sei.  Pur  <lie  einzelnen 
Glieder  dieser  Function  fliessen  aus  ihnen  die  folgenden; 

*)  Ueber  diesen  Gegenstand  sehe  man: 

„Allgemeine  ÄnflBsung  der  Aufgabe;  Die  Theile  einer  gegebenen  Fläche  ao 
abzubilden,  dasB  die  Abbildung  dem  Abgebildeten  in  den  kleiiiBt«ii  Tbeilen  illmlicli 
wird,  von  C.  V.  Gauss.  (Ala  Beantwortung  der  von  dev  königlichen  Societät  der 
Wissens  oh  aften  in  Copeuh^en  für  1822  aufgegebenen  Pruisfrage,  abgi'dmckt  in: 
„Aetronomische  Abhandlangen,  heran^gfgeben  von  Schumacher.  Diittes  Heft. 
Altnna.    1825.")    (Gauss  Werke  ßil.  TV,  i>.  189.) 
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^!ifj.^l?  =  0        ^-1-^  =  0 
8x'  ~  dy''  '     dx'  ^^  Sy'  ' 

welche  für  die  Untersuchung  der  Eigenschaften,  die  Einem  Güede 
einer  solchen  Function  einzeln  betrachtet  zukommen,  die  Grundlajje 
bilden.  Wir  werden  den  Beweis  für  die  wichtigsten  dieser  Eigen- 
schaften einer  eingehenderen  Betrachtung  der  voilatändigen  Function 
Yoraufgehen  lassen,  zuvor  aber  noch  einige  Punkte,  welche  allgemei- 
neren Gebieten  angehören,  erörtern  und  festlegen,  um  uns  den  Boden 
fi'tr  jene  Untersuchungen  zu  ebenen. 


Für  die  folgenden  Betrachtungen  beschrilnkcn  ivir  die  Veränder- 
lichkeit der  Grössen  w,  y  auf  ein  endliches  Gebiet,  indem  wir  als  Ort 
des  Punktes  0  nicht  mehr  die  Ebene  A  selbst,  sondern  eine  über 
dieselbe  ausgebreitete  Fläche  1'  betrachten.  Wir  wählen  diese  Ein- 
kleidung, bei  der  es  unanstössig  sein  wird,  von  auf  einander  liegenden 
Flächen  zu  reden,  um  die  Möglichkeit  offen  zu  lassen,  dass  der  Ort 
des  Punktes  0  über  denselben  Theil  der  Ebene  sich  mehrfach  er- 
strecke,'setzen 'jedoch  für  einen  solchen  Fall  voraus,  dass  die  auf 
einander  liegenden  FlSchentheile  nicht  längs  einer  Linie  zusammen- 
hängen, so  dass  eine  Umfaltung  der  Fläche,  oder  eine  Spaltung  in  auf 
einander  liegende  Theile  nicht  vorkommt. 

Die  Anzahl  der  in  jedem  Theile  der  Ebene  auf  einander  liegen- 
den Flüchentheile  ist  alsdann  vollkommen  bestimmt,  wenn  die  Begren- 
zung der  Lage  und  dem  Sinne  nach  (d,  h.  ihre  innere  und  äussere 
Seite)   gegeben   ist;   ihr  Verlauf  kann   sich   jedoch    noch    verschieden 


In  der  That,  ziehen  wir  durch  den  von  der  Fläche  bedeckten 
Theil  der  Ebene  eine  beliebige  Linie  l,  so  ändert  sich  die  Anaahl  der 
Ober  einander  liegenden  Fiäehentheile  nur  beim  üeberschreiten  der 
Begrenzung,  und  zwar  beim  Uebertritt  von  Aussen  nach  Innen  um 
-j-  1,  im  entgegengesetzten  Falle  um  —  1,  und  ist  also  überall  be- 
stimmt. Längs  des  Ufers  dieser  Linie  setzt  sich  nun  jeder  angrenzende 
Flächentheil  auf  gauz  bestimmte  Art  fort,  so  lange  die  Linie  die  Be- 
grenzung nicht  trifft,  da  eine  Unbestimmtheit  jedenfalls  nur  in  einem 
einzelnen  Punkte  und  also  entweder  in  einem  Punkte  der  Linie  selbst 
oder  in  einer  endlichen  Entfernung  von  derselben  Statt  hat;  wir 
können  daher,  wenn  wir  unsere  Betrachtung  auf  einen  im  Innern  de)' 
Fläche  verlaufenden  Theil  der  Linie  ;  und  zu  beiden  Seiten  nuf  einen 
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hinreidiend  klemeu  Flächen  streifen  beschränkeu,  von  bestimmten 
angrenzenden  Fläehentli eilen  reden,  deren  Anzahl  auf  jeder  Seite  gleich 
ist,  und  die  wir,  indem  wir  der  Linie  eine  bestimmte  Richtung  bei- 
legen, auf  der  Linken  mit  a^a^, ...«,,  auf  der  Rechten  mit  a,,  «3 , . . .  «C. 
bezeichnen.  Jeder  Fläehentheil  a  wird  sich  dann  in  einen  der  Fläehen- 
theile  a'  fortsetzen;  dieser  wird  zwar  im  Allgemeinen  für  den  ganzen 
Lauf  der  Linie  l  derselbe  sein,  kann  sich  jedoch  für  besondere  Lagen 
von  l  in  einem  ihrer  Punkte  ändern.  Nehmen  wir  an,  dass  oberhalb 
eines  solchen  Punktes  ß  (d.  h,  längs  des  vorhergehenden  Theiis  von  l) 
mit  den  Fläehentheiien  ai,  ai,  . . .  a'^  der  Reihe  nach  die  Flächen- 
theile  ßj ,  a^,  ■  •  ■  <ia  verbunden  seien ,  unterhalb  desselben  aber  die 
Fläehentheile  a«, ,  «o, ,  -  ■ .  «a  ,  wo  «j ,  a^ ,  . . .  k„  nur  in  der  Anordnung 
von  1,  2,  ...  M  verschieden  sind,  ao  wird  ein  oberhalb  6  von  a^  in  a[ 
eintretender  Punkt,  wenn  er  unterhalb  ff  auf  die  linke  Seite  zurück- 
tritt, in  den  Fläehentheil  Oa,  gelangen,  und  wenn  er  den  Punkt  6  von 
der  Linken  zur  Rechten  (^)  umkreiset,  wird  der  Index  des  Flächentheils, 
in  welchem  er  sich  befindet,  der  fleihe  nach  die  Zahlen 

durchlaufen.  In  dieser  Reihe  sind,  so  lange  das  Glied  1  nicht  wieder- 
kehrt, notliwendig  alle  Glieder  von  einander  verschieden,  weil  einem 
beliebigen  mittlem  Gliede  «^  nothwendig  (i  und  nach  einander  alle 
früheren  Glieder  bis  1  in  unmittelbarer  Folge  vorhergehen;  wenn  aber 
nach  einer  Anzahl  von  Gliedern,  die  offenbar  kleiner  als  n  sein  muss 
und  =  m  sei,  das  Glied  1  wiederkehrt,  so  müssen  die  übrigen  Glieder 
in  derselben  Ordnung  folgen.  Der  um  6  sieh  bewegende  Punkt  kommt 
alsdann  nach  je  m  Umläufen  'in  denselben  Flächentheil  ziu-ück  und 
ist  auf  m  der  auf  einander  liegenden  Fläehentheile  eingeschränkt, 
welche  sich  über  0  zu  einem  einzigen  Punkte  vereinigen.  Wir  nennen 
diesen  Punkt  einen  Windungspunkt  (m  —  l)ter  Ordnung  der  Fläche  T. 
Durch  Anwendung  desselben  Verfahrens  auf  die  übrigen  n  —  m  Fläehen- 
theile werden  diese,  wenn  sie  nicht  gesondert  verlaufen,  in  Systeme 
von  wii,  »»2,  . . .  Fläehentheiien  zeifallen,  in  welchem  Falle  auch  noch 
Windungspunkte  (Wj  —  l)ter,  (m^  —  l)ter . . ,  Ordnung  in  dem  Punkte  6 
liegen. 

Wenn  die  Lage  und  der  Sinn  der  Begrenzung  von  T  und  die 
Lage  ihrer  Winduugspnnkte  gegeben  ist,  so  ist  T  entweder  vollkom- 
men bestimmt  oder  doch  auf  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Ge- 
stalten beschränkt;  Letzteres,  in  so  fern  sich  diese  Bestimmungs stücke 
auf  verschiedene  der  auf  einander  liegeuden  Fläehentheile  beziehen 
können. 
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Eine  veränderliche  Grösse,  die  für  jeden  Punkt  0  der  Fläche  T, 
iillgemein  zu  reden,  d.  h.  ohne  eine  Ausnahme  in  einzelnen  Linien  und 
Puniiten*)  ausBuschliessen,  Einen  bestiinniteD  mit  der  Lage  desselben 
stetig  sich  ändernden  Werth  annimmt,  kann  offenbar  als  eine  Function 
von  X,  y  angesehen  werden,  und  überall,  wo  in  der  Folge  von  FLinctionen 
von  X,  y  die  Rede  sein  wird,  werden  wir  den  Begriff  derselben  auf 
diese  Art  festlegen. 

Ehe  wir  uns  jedoch  zur  Betrachtung  solcher  Functionen  wenden, 
schalten  wir  noch  einige  Erörterungen  über  den  Zusammenhang  einer 
Fläche  ein.  Wir  beschränken  uns  dabei  auf  solche  Flächen,  die  sich 
nicht  längs  einer  Linie  spalten. 

0. 

Wir  betrachten  zwei  Flächentheile  als  zusammenhängend  oder 
Einem  Stücke  angehörig,  wenn  sich  von  einem  Punkte  des  einen  durch 
das  Innere  der  Fläche  eine  Linie  nach  einem  Punkte  des  andern  ziehen 
lässt,  als  getrennt,  wenn  diese  Möglichkeit  nicht  Statt  findet. 

Die  Untersuchung  des  Zusammenhangs  einer  Fläche  beruht  auf 
ihrer  Zerlegung  durch  Querschnitte,  d.  h.  Linien,  welche  von  einem 
Begrenzungspunkte  das  Innere  einfach  —  keinen  Punkt  mehrfach  — 
bis  zu  einem  Begren zun  gs punkte  durchschneiden.  Letzterer  kann  auch 
in  dem  zur  Begrenzung  hinzugekommenen  Theile,  also  in  einem  frühem 
Punkte  des  Querschnitts,  liegen. 

Eine  zusammenhängende  Fläche  heisst,  wenn  sie  durch  jeden 
Querschnitt  in  Stücke  zerfällt,  eine  einfach  zusammeuhängende,  andern- 
falls eine  mehrfach  zusammenhängende. 

Lehrsatz  I.  Eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  A  zerfällt 
durch  jeden  Qu  r=!chnitt  ah  m  zwei  emfauh  zusammenhingen  k  Stucke 

Gesetzt  eins  dieser  Stncke  würde  durch  einen  Querschnitt  cd 
nicht  zerstiickt  so  erhielte  man  oflenbai  je  n-ichdem  keiner  seiner 
Endpunkte  oder  der  Endpunkt  c  oder  beide  Endpunkte  m  ab  fielen 
durch  Heiatellung  dei  Verbindung  längs  der  ganzen  L  nie  ab  odei 
längs    des   Theila   cö    oder   des   Theil<!    cT,    derselben   eine   zisammen 

*)  Diesf  Beachtunkung  ist  zwar  nicht  du  ch  den  Begnff  eiuei  Function  an 
sich  geboten  abei  um  Inflniteeimalreclinung  auf  eie  anwenden  zu  können  erfoi 
derlich:  eine  Ftinction  die  m  allen  Pinkttn  einer  Fl  <..Le  mstetig  ist  wie  z  B 
eine  f  nnction  die  f  r  ein  commena  iral  lea  a.  und  ein  commenBar.ibles  y  den 
Werth  1,  sonst  aber  len  We  tb  2  hat  Innn  vedei  einer  Dilierentiatioi  noch 
einer  Integration  also  (inmittellai)  lei  Inbuite^tnal  ecbnui  ^  berba  pt  nebt 
unterworfen  werden  Die  fm  die  Fliehe  2  h  e  willk  rlul  gen  achte  B  hraoku  " 
wird  sich  spitei  (Art   15)  lechtftrtig  n 
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hängende  Fläche,    welche   durch    einen  Querschnitt   aus  Ä   entstände, 


Lehrsatz  IL  Wenn  eine  Fläche  T  durch  «,*)  Querschnitte  g'i  in 
ein  System  T^  von  m^  einfach  zusammenhängenden  Flächenstücken 
und  durch  n^  Querschnitte  q^  in  ein  System  T^  voii  m^  Fläclien stücken 
zerfällt,  so  tann  n^  —  m^  nicht  >  Wj  —  m^  sein. 

Jede  Linie  q^  bildet,  wenn  sie  nicht  ganz  in  das  Querschnitt- 
system  gj  fallt,  zugleich  einen  oder  mehrere  Querschnitte  q^  der 
Fläche  2\.     Als  Endpunkte  der  Querschnitte  ga  sind  anzusehen: 

1)  die  2n^  Endpunkte  der  Querschnitte  q^,  ausgenommen,  wenn  ihre 
Enden  mit  einem  Theil  des  Linienaystems  q^  zusammenfallen, 

2)  jeder  mittlere  Punkt  eines  Querschnitts  gg,  iu  welchem  er  m 
einen  mittlem  Punkt  einer  Linie  q^  eintritt,  ausgenommen,  wenn 
er  sich  schon  in  einer  andern  Linie  q^  befindet,  d.  h,  wenn  ein 
Ende  eines  Querschnitts  q^  mit  ihm  zusammenfällt. 

Bezeichnet  nun  n,  wie  oft  Linien  beider  Systeme  während  ihres 
Laufes  zusammentrelfen  oder  auseinandergehen  (wo  also  ein  einzelner 
gemeinsamer  Punkt  doppelt  ku  rechnen  ist),  v^ ,  wie  oft  ein  Endstück 
der  5,  mit  einem  mittlem  Stücke  der  q^,  v^,  wie  oft  ein  Endstück 
der  q^  mit  einem  mittlem  Stücke  der  q^ ,  endlich  v^ ,  wie  oft  ein  End- 
stück der  äi  mit  einem  Endstücke  der  q^  zusammenrälit,  so  liefert 
Nr.  1  2n2  —  v^  —  v^,  Nr.  2  ft  —  v^  Endpunkte  der  Querschnitte  ja ; 
beide  Fälle  zusammengenommen  aber  umfassen  sämmtliche  Endpunkte 
und  jeden  nur   einmal,  und   die  Anzahl   dieser  Querschnitte  ist  daher 

2  =  %  +  S. 
Durch    ganz    ähnliche    Schlüsse    ergiebt  sich    die    Anzahl    der    Quer- 
schnitte qi  der  Fläche  T^ ,  welche  durch  die  Linien  q^  gebildet  werden, 

=  .         _—  ,,  .._  ^ 

also  ^  «I  +  s.  Die  Fläche  T^  wird  nun  offenbar  durch  die  n^  -{-  s 
Querschnitte  q^  in  dieselbe  Fläche  verwandelt,  in  welche  1\  durch  die 
n,  4-  ■'  Querschnitte  jj  zerfällt  wird.  Es  besteht  aber  2\  aus  «i,  ein- 
fach zusammenhängenden  Stücken  und  zerfällt  daher  nach  Satz  I 
durch  «2  +  s  Querschnitte  in  mj  +  «g  +  s  Pläehenstücke ;  folglich 
müsste,  wäre  m^  <  «»j  +  %  —  "^u  ^^^  Zahl  der  Flächenstücke  T^ 
durch  «,  +  S  Querschnitte  um  mehr  als  Wj  -|-  s  vermehrt  werden,  was 
ungereimt  ist. 

*)  Unter  einer  Zerlegung-  liuroh  mehrere  Querschnitte  ist  stets  ei 
Kl!  verstehen,   d.  h,  eine  solche,    wo   die   durch    einen  Querschnitt  entstand 
Flüche  durch  einen  neuen  Qucreclinitt  weiter  zerlegt  wird. 
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Zufolge  dieses  Lehrsatzes  ist,  wenn  die  Anzah!  der  Querschnitte 
unbestimmt  durcli  H,  die  Anzahl  der  Stücke  durch  m  bezeichnet  wird, 
n  —  1»  für  alle  Zerlegungen  einer  Fläche  in  einfach  zusammenhängende 
Stücke  conatant;  denn  betrachten  wir  irgend  zwei  bestimmte  Zer- 
legungen durch  «1  Querschnitte  in  m^,  Stücke  und  durch  n^  Quer- 
schnitte in  »»2  Stücke,  so  muss,  wenn  erstere  einfach  zusammenhängend 
sind,  %  —  Wg<;«^  —  mj ,  und  wenn  letztere  einfach  zusammenhän- 
gend sind,  w^ — «Ji<;%  —  m.^,  also  wenn  Beides  zutriiTt,  %  —  wi^ 
=  Wj  —  jfi,  sein. 

Diese  Zahl  kann  füglich  mit  dem  Namen  „Ordnung  des  Zusam- 
menhangs" einer  Fläche  belegt  werden;  sie  wird 

durch  jeden  Querschnitt  um  1  erniedrigt  —  nach  der  Definition  — , 

durch  eine  von  einem  innern  Punkte  das  Innere  einfach  bis  zu 
einem  Begreuzungspunkte  oder  einem  frühem  Schnittpunkte  durch- 
schneidende Linie  nicht  geändert  und 

durch  einen  iouern  allenthalben  einfachen  in  zwei  Tunkten  endenden 
Schnitt  um  1  erhöht, 

weil  erstere  durch  Einen,  letztere  aber  durch  zwei  Querschnitte  hi 
Einen  Querschnitt  verwandelt  werden  kanti. 

Endlich  wird  die  Ordnung  des  Zusammenhangs  einer  aus  mehreren 
fetucken  bestehenden  Fläche  erhalten,  wenn  man  die  Ordnungen  des 
Zusammenhangs  dieser  Stücke  zu  einander  addirt. 

Wir  werden  uns  indess  in  der  Folge  meistens  auf  eine  aus  Einem 
btücke  bestehende  Flache  beschränken,  und  uns  für  ihren  Zusammen- 
hang der  kunstloseitn  Bezeichnung  eines  einfachen,  zweifachen  etc. 
bedienen,  mdem  wii  unter  einer  wfach  zusammenhängendeu  Fläche 
eine  solche  verstehen,  die  durch  n  —  1  Querschnitte  in  eine  einfach 
zusammenhangende  zerlegbar  ist. 

In  Bezug  auf  die  Abhängigkeit  des  Zusammenhangs  der  Begren- 
zung von  dem  Zusammenhang  einer  Fläche  erhellt  leicht: 

1)  Die  Begienzung  einer  einfach  zusammenhängenden  Fläche  bc- 
sttht  notbwendig  aus  Einer  in  sich  zurücklaufenden  Linie. 

Be'itinde  die  Begrenzung  aus  getrennten  Stücken,  so  würde  ein 
Querschnitt  j,  der  einen  Punkt  eines  Stücks  a  mit  einem  Punkte  eines 
andern  h  verbände,  nur  zusammenhängende  Flächentheiie  von  einander 
scheiden,  da  sich  im  Innern  der  Fläche  längs  a  eine  Linie  von  der 
einen  Seite  des  Querschnitts  q  an  die  entgegengesetzte  führen  Hesse;  und 
folglich  würde  q  die  Fläche  nicht  zerstücken,  gegen  die  Voraussetzung. 

2)  Durch  jeden  Querschnitt  wird  die  Anzahl  der  BegrenzungsstUcke 
entweder  um  1  vermindert  oder  um   1  vermehrt. 

Ein  Querschnitt  q  verbindet  entweder  einen  Funkt  eines  Begrcn- 
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ziingsstücks  a  mit  einem  Punkte  eines  andern  b,  —  in  diesem  Falle 
bilden  alle  diese  Linien  zusammengenommen  in  der  Folge  ffl,  q,  b,  q 
ein  einziges  in  sich  zurücklaufendes  Stück  der  Begrenzung  — 

oder  er  verbindet  zwei  Punkte  eines  Stücks  der  Begrenzung,  — 
in  diesem  Falle  zerfallt  dieses  durch  seine  beiden  Endpunkte  in  zwei 
Stücke,  deren  jedes  mit  dem  Querschnitte  zusammengenommen  ein  in 
sich  zurücklaufendes  BegrenzungastÜck  bildet  — 

oder  endlich,  er  endet  in  einem  seiner  früheren  Punkte  und  kinn 
betrachtet  werden  als  zusammengesetzt  aus  einer  in  sich  zurücklaufen 
den  Liöie  o  und  einer  andern  l,  welche  einen  Punkt  von  o  mit  einem 
Punkte  eines  Begrenzungsstüeka  a  verbindet,  —  in  welchem  Falle  o 
eines  Tbeils,  und  a,  l,  o,  l  andern  Theils  je  ein  in  sich  zurücklaufen- 
des Begrenzungsstück  bilden. 

Es  treten  also  entweder  —  im  erstem  Falle  —  an  die  Steile 
zweier  Ein,  oder  —  in  den  beiden  letzteren  Fällen  —  an  die  Slelle 
Eines  zwei  Begrenzungsstüeke,  woraus  unser  Satz  folgt. 

Die  Anzahl  der  Stücke,  aus  welchen  die  Begrenzung  eines  wfach 
zusammenhängenden  Flächenstücks  besteht,  ist  daher  entweder  =  n 
oder  um  eine  gerade  Zahl  kleiner. 

Hieraus  ziehen  wir  noch  das  Corollar: 

Wenn  die  Anzahl  der  Begrenzungsstüeke  einer  «fach  zusammen- 
hängenden Fläche  =«  ist,  so  zerfällt  diese  durch  jeden  überall  einfacheu 
im  Innern   in  sich  zurücklaufenden  Schnitt  in  zwei  getrennte  Stücke. 

Denn  die  Ordnung  des  Zusammenhangs  wird  dadurch  nicht  ge- 
ändert, die  Anzahl  der  Begrenzungsstüeke  um  2  vermehrt;  die  Fläche 
würde  also,  wenn  sie  eine  zusammenhängende  wäre,  einen  «fachen 
Zusammenhang  und  n-{-  2  Begrenzungsstücke  haben,  was  unmöglich  ist. 

7. 
Sind  X  und   Y  zwei  in  allen  Punkten  der  über  A  ausgebreiteten 
Fläche  J'  stetige  Functionen  von  x,  y,  so  ist  das  Über  alle  Elemente 
äT  dieser  Fläche  ausgedehnte  Integral 

/(ll  +  ^).''^-  -/(^'»'^  +  y  coa,)rf», 
wenn  in  jedem  Punkte  der  Begrenzung  die  Neigung  einer  auf  sie  nach 
Innen  gezogenen  Normale  gegen  die  a:-Axe  durch  |,   gegen  die  y-Ane 
durch  rj  bezeichnet  wird,   und   sich   diese  Integration  auf  sämmtliehe 
Elemente  äs  der  Begrenzungsiinie  erstreckt. 

transforniiren,   zerlegen    wir    den 


>,/ll« 
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von  der  Fläche  T  bedeckten  Theil  iler  Ebene  A  durch  ein  System  der 
a:-Axe  paralleler  Linien  in  Elementarstreifen,  und  zwar  so,  dass  jeder 
Windungspunkt  der  Fläche  T  in  eine  dieser  Linien  fällt.  Unter  dieser 
Voraussetzung  besteht  der  auf  jeden  derselben  fallende  Theil  von  T 
aus  einem  oder  mehreren  abgesondert  verlaufenden  trapezförmigen 
Stücken.  Der  Beitrag  eines  unbestimmten  dieser  Flächen  streifen, 
welcher  aus  der  j/-Axe   das  Element  dy  ausscheidet,   zu   dem  Werthe 

von  /  -f.—  dT  wird  dann  offenbar  =  dy  f  ^5—  dx,  wenn  diese  Inte- 
gration  durch  diejenige  oder  diejenigen  der  Fläche  T  angehörigen 
geraden  Linien  ausgedehnt  wird,  welche  auf  eine  durch  einen  Punkt 
von  dy  gehende  Normale  fallen.  Sind  nun  die  unteren  Endpunkte 
derselben  (d.  h.  welchen  die  kleinsten  Werthe  von  x  entsprecheu) 
0^,  0,^,  0_,,,  . . .,  die  oberen  0',  0",  (/",  . .  ■  und  bezeichnen  wir  mit 
X,,  X^,,  ,  . . .  X',  X",  ....  die  Werthe  von  X  in  diesen  Punkten, 
mit  ds^ ,  ds^^ ,  .  . , .  ds',  db",  ....  die  entsprechenden  von  dem  Ptäehen- 
streifen  aus  der  Begrenzung  ausgeschiedenen  Elemente,  mit  §,,  |^^, .... 
§',  i",  ....  die  Werthe  von  |  an  diesen  Elementen,  so  wird 

/~<;x  =  — X,-  X„— X,, ..-. 
+  X'+X-+X'".... 

Die  Winkel  |  werden  offenbar  spitz  an  den  unteren,  stumpf  an  den 
oberen  Endpunkten,  und  es  wird  daher 

dy  =       cos  |/7s^  =       cos  |„rfs,,  -  ■  ■  ■ 
=  —  cos  ^ds  =  —  cos  |"f7ö"  .... 
Uurcii  Substitution  dieser  Werthe  ergiebt  sich 


''',/& 


dx=^  ~  SX  cos  |rfs. 


wü  sich  die  Summation  auf  alle  Begrenznngselemente  bezieht,  welche 
in  der  j/-Axe  dy  zur  Projeelion  haben. 

Durch  Integration  über  sämmtlicbe  in  Betracht  kommende  dy 
werden  oifenbar  sämmtliche  Elemente  der  Fläche  T  und  sämmtlicbe 
Elemente  der  Begrenzung  erschöpft,  und  mün  erhält  daher,  in  diesem 
Umfange  £ 


J  ^^dT^—j  Xcos  l,ds. 
Durch  ganz  ähnliehe  Schlüsse  findet  man 

j  ij^  dT^  ~  j  Ycoarjds 


yGoosle 


I.    Giundlagen  für  ejuo  allgomoine  Theor 


,/  SJ  +  if)  '^^  =  -j'(^  cos  I  +  r  cos  7})  ds,    W.  Z.  b,  - 


8. 
Bezeichnen  wir  in  der  BogrenzuDgalinie,  von  einem  festen  Anfange- 
punkte aus  in  einer  bestimmten  später  festzusetzenden  Ricbtuug  ge- 
rechnet, die  Länge  derselben  bis  zu  einem  unbestimmten  Punkte  0„ 
durch  s,  und  in  der  in  diesem  Punkte  Og  errichteten  Normalen  die 
Entfernung  eines  unbestimmten  Punktes  0  von  demselben  und  zwar 
nach  Innen  zu  als  positiv  betrachtet  durch  p,  so  können  offenbar  die 
Werthe  von  x  und  y  im  Punkte  0  als  Functionen  von  s  und  p  an- 
gesehen werden,  und  es  werden  dann  in  den  Punkten  der  Begrenzungs- 
iinie  die  partiellen  Differeutialquotienten 

8x  ■,       Su  da:  ,  8ii        —         > 

g^  =  cos|,     g|  =  co3)?,    g^=  +  C03ij,    -g-^  =  +  eosg, 

wo  die  oberen  Zeichen  gelten,  wenn  die  Richtung,  in  welcher  die 
Grösse  s  als  wachsend  betrachtet  wird,  mit  p  einen  gleichen  Winkel 
ein schli esst,  wie  die  a;-Axe  mit  der  y-Ase,  wenn  einen  entgegen- 
gesetzten, die  unteren.  Wir  werden  diese  Richtung  in  allen  Theileu 
der  Begrenzung  so  annehmen,  dass 

ist,  was  die  Allgemeinheit  unserer  Resultate  im  Wesentüchen  nicht 
beeinträchtigt. 

Offenbar  können  wir  diese  Bestimmungen  auch  auf  Linien  im 
Innern  von  1'  ausdehnen;  nur  haben  wir  hier  zur  Bestimmung  der 
Vorzeichen  von  dp  und  ds,  wenn  deren  gegenseitige  Abhängigkeit  wie 
dort  festgesetzt  wird,  noch  eine  Angabe  hinzuzufügen,  welche  entweder 
das  Vorzeichen  von  dp  oder  von  ds  festsetzt;  und  zwar  werden  wir 
bei  einer  in  sich  zurücklaufenden  Linie  angeben,  von  welchem  der 
durch  sie  geschiedenen  Flächentheile  sie  als  Begrenzung  gelten  solle, 
wodurch  das  Vorzeichen  von  dp  bestimmt  wird,  bei  einer  nicht  in 
sich  zurücklaufenden  aber  ihren  Anfangspunkt,  d.  h.  den  Endpunkt, 
wo  S  den  kleinsten  Werth  annimmt. 

Die  Einführung  der  für  cos  |  und  cos  ij  erhaltenen  Werthe  in  die 
im  vorigen  Art.  bewiesene  Gleichung  giebt,  in  demselben  Umfange  wie 
dort  genommen, 

/"(»/  +  ?J)dT- -  f{xp  +  yP) .u-i'ix'if--  yK ,is. 

J    \dx    '     oyl  J    \     dp    '        cp/  J    \      CS  ÖS/ 
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Duveli  Anwendung   des  Satzes   am  Schlüsse  t!es  vorigen  Art.  auf 
deu  Fall,  wo  in  allen  Theilen  der  Fläehe 

'dx  '^'dy  ~^ 
ist,  orlialten  wir  folgende  Sätaer 

I.    Sind  X   und   Y  awei    in    allen   l'uukteu   von  T  endliche    und 
stetige  und  der  Gleichung 

cx    '    dy 
genügende  Functionen,  so  ist,  durch  die  ganze  Begrenaung  von  T  aus- 
gedehnt, 


/(^ 


J\- 


Us 


Denkt  man  sich  eine  beliebige  über  A  ausgestreckte  Flache  T,  iii 
xwei  Stucke  T.^  und  T^  auf  beliebige  Art  zerfallt,  so  kann  das  Integral 

in  Bezug  auf  die  Begrenzung  von  T^  betrachtet  werden  als  die  Differenz 
der  Integrale  in  Bezug  auf  die  Begrenzung  von  T^  und  in  Bezug  auf 
die  Begrenzung  von  f^,  indem,  wo  T^  sich  bis  zur  Begrenzung  von 
2\  erstreckt,  beide  Integrale  sieh  aufheben,  alle  übrigen  Elemente  aber 
einem  Elemente  der  Begrenzung  von  T^  entsprechen. 

Mittelst  dieser  Umformung  ergiebt  sich  aus  J.: 

II.    Der  Werth  des  Integrals 


/(■ 


xii- 


durch  die  ganze  Begrenzung  einer  über  Ä  ausgebreiteten  Fläche  er- 
streckt, bleibt  bei  beliebiger  Erweiterung  oder  Verengerung  derselben 
constant,  wenn  nur  dadurch  keine  Flächentbeile  ein-  oder  austreten, 
innerhalb  welcher  die  Voraussetzungen  des  Satzes  1.  nicht  erfüllt  sind. 
Wenn  die  Functionen  X.,  Y  zwar  in  jedem  Theile  der  Fläche  T 
der  vorgeschriebenen  Differentialgleichung  genügen,  aber  in  einzelnen 
Linien  oder  Punkten  mit  einer  ünstetigkeit  behaftet  sind,  so  kann  man 
jede  solche  Linie  und  jeden  solchen  Punkt  mit  einem  beliebig  kleinen 
Flächentheil  als  Hülle  umgeben  und  erhält  dann  durch  Anwendung 
des  Satzes  11.: 
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III.    Dhs  Integral 


J 


in  Bezug  auf  die  ganze  Begrenzung  \ 
Integrale 


i(- 


^g)* 


in  Bezug  iiuf  diu  Umgrenzungen  aller  ünatetigkeits stellen,  und  zwar 
behält  in  Bezug  auf  jede  einzelne  dieser  Stellen  das  Integral  denselben 
Werth,  in  wie  enge  Grenzen  man  sie  auch  einachliessen  möge. 

Dieser  Werth  ist  für  einen  blossen  ünstetigfeeitspunkt  nothwendig 
gleich  Null,  wenn  mit  der  Entfernung  p  des  Punktes  0  von  demselben 
zugleich  pX  und  qY  unendlich  klein  werden;  denn  führt  man  in  Be- 
zug auf  einen  solchen  Punkt  als  Anfangspunkt  und  eine  beliebige  An- 
fangsrichtnng  Polarcoordinaten  p,  (p  ein  und  wählt  zur  Umgrenzung 
einen  um  denselben  mit  dem  Radius  p  beschriebenen  Kreis,  so  wird 
das  auf  ihn  bezügliche  Integral  durch 


fi^l^  +  ^WoO'P 


ausgedrückt  und  kann  folglich  nicht  einen  vdu  Null  vorschiodenon 
Werth  X  haben,  weil,  was  auch  x  sei,  q  immer  so  klein  angenommen 
werden  kann,  dass  abgesehen  vom  Zeichen  \^^  +  ^  ^}  ^  ^'^^  jeden 
Werth  von  cp  kleiner  als   —  und  folglich 


einfach  zusammenhänge 
Flächentheil  das  durch  i 


wird. 

IV.  Ist  in  einer  einfach  zusammenhängenden  über  A  ausgebrei- 
teten Fläche  für  jeden  Flächentheil  das  durch  dessen  ganze  Begrenzung 
erstreckte  Integral 


oder 


so  erhält  liir  irgend  zwei  feste  Punkte  (X  und  0  dies  Integral  in 
Bezug  auf  alle  von  0^,  in  derselben  nach  0  gehende  Liuien  denselben 
Werth. 
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der  Functionen  einer  veränderlichen  complexen  Grösse.  1? 

Je  zwei  die  Punkte  0„  und  0  verbimlende  Linien  s^  und  s^  bilden 
zusammengenommen  eine  in  sich  zurücklaufende  Linie  s^.  Diese  Linie 
besitzt  entweder  selbst  die  Eigenschaft,  keinen  Punkt  mehrfach  zu 
durch  schnei  de  n ,  oder  man  kann  sie  in  mehrere  allenthalben  einfache 
in  sich  zurücklaufende  Linien  zerlegen,  indem  man  von  einem  belie- 
bigen Punkte  aus  dieselbe  durchlaufend  jedesmal,  wenn  man  zu  einem 
frühem  Punkte  zurückgelangt,  den  inzwischen  durchlaufenen  Theil 
ausscheidet  und  den  folgenden  als  unmittelbare  Fortsetzung  des  vor- 
hergehenden betrachtet.  Jede  solche  Linie  aber  zerlegt  die  Fläche  in 
eine  einfach  und  eine  zweifach  zusammenhängende;  sie  bildet  daher 
flütbwendjg  von  Einem  dieser  Stücke  die  ganze  Begrenzung,  und  das 
durch  sie  erstreckte  Integral 


n^i?- 


wird  also  der  Voraussetzung  nach  =  0.  Dasselbe  gilt  folglich  auch 
von  dem  durch  die  ganze  Linie  s^  erstreckten  Integrale,  wenn  die 
Grösse  s  Oberall  in  derselben  Richtung  als  wachsend  betrachtet  wird; 
es  müssen  daher  die  durch  die  Linien  Sj  und  S2  erstreckten  Integrale, 
wenn  diese  Richtung  ungeändert  bleibt,  d.  b.  in  einer  derselben  von 
0„  nach  0  und  in  der  andern  von  0  nach  0^  geht,  einander  auilieben, 
also,  wenn  sie  in  letzterer  geändert  wird,  gleich  werden. 

Hat  man  nun  irgend  eine  beliebige  Fläche  T,  in  welcher,  allgemein 
zu  reden, 

ist,  so  sehliesse  man  zunächst,  wenn  nÖthig,  die  ünstetigkeitsstellen  aas, 
so  dass  im  übrigen  Flächenstüeke  für  jeden  Flaehentheil 
,8rt 


/( 


r»":-X|-»    Äs-0 


ist,  und  zerlege  dieses  durch  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  T*.  Für  jede  im  Innern  von  T*  von  einem  Punkte 
Oo  nach  einem  andern  0  gehende  Linie  hat  dann  unser  Integral  den- 
selben Werth;  dieser  Werth,  für  den  zur  Abkürzung  die  Bezeichnung 


/( 


Y^-X'^)ds 


gestattet  sein  möge,  ist  daher,  Oa  als  fest,  0  als  beweglieh  gedacht, 
für  jede  Lage  von  0,  abgesehen  vom  Laufe  der  Verbindungslinie  ein 
bestimmter,  und  kann  folglich  als  Function  von  x,  y  betrachtet  werden. 
Die  Aenderung  dieser  Function  wird  für  eine  Verrückung  von  0  liings 
eines  beliebigen  Linien elements  ds  durch 
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ausgedrückt,  ist  in  T*  überali  stetig  und  längs  eines  Qucrselinitts  von 
T  7.a  beiden  Seiten  gleich; 
V.   das  Integral 


-/(^ 


zW* 


bildet  daher,  0^  als  fest  gedacht,  eine  Function  von  x,  y,  welche  in  T* 
überall  sich  stetig,  beim  Ueb erschreiten  der  Querschnitte  von  T  aber 
um  eine  längs  derselben  von  einem  Zweigpuiikte  zum  andern  constante 
Grösse  ändert,  und  von  welcher  der  partielle  Differentialquotient 

dx  '     dy 

ist. 

Die  Aenderungcn  beim  Ueb  er  schreiten  der  Querschnitte  sind  von 
einer  der  Zahl  der  Querschnitte  gleichen  Anzahl  von  einander  unab- 
hängiger Grössen  abhängig;  denn  wenn  man  das  Querschnittsystem 
rückwärts  —  die  späteren  Theile  zuerst  —  durchläuft,  so  ist  diese 
Aenderung  überall  bestimmt,  wenn  ihr  Werth  beim  Beginn  jedes 
Querschnitts  gegeben  wird;  letztere  Werthe  aber  sind  von  einander 
unabhängig.  (') 

10. 
Selzt  man  für  die  bisher  durch  X.  bezeichnete  Function 


für   y,  so  wird 

dx  ^  dy  \dx'  ^  dyV  \dx'  ^  SyV' 

wenn  also  die  Functionen  tt  und  «'  den  Gleichungen 

dx'    '    dy  '      ex'     '    cy' 

genügen,  so  wird 

Ix  T   g,j         ", 
und  es  fiuiJeii  iiuf  den  Ausdruck 


./■(- 
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J   V  op  ' 


wird,  die  Sätze  des  vorigen  Art.  Anwenduug, 

Machen  wir  nun  in  Bezug  auf  die  Function  u  die  Voraussetzung, 
dass  sie  nebst  ihren  ersten  Differentialquotienten  etwaige  ünstetig- 
keiteii  jedenfalls  nicht  längs  einer  Linie  erleidet,  und  für  jeden  Un- 
stetigkeitspunkt  zugleich  mit  der  Entfernung  p  des  Punktes  0  von 
demselben  p  =—  und  o  ^—  unendlich  klein  werden,  so  können  die  ün- 
Stetigkeiten  von  w  in  Folge  der  Bemerkung  zu  III.  des  vorigen  Art. 
ganz  unberücksichtigt  bleiben. 

Denn  alsdann  kann  man  in  jeder  von  einem  Unstetigkeits punkte 
ausgehenden  geraden  Linie  einen  Werth  R  von  q  so  aimehmen^   dass 


dx    .       dit  dy 


unterhalb  desselben  immer  endlich  bleibt,  und  bezeichnet  U  den  Werth 

von  II  für  Q  =  jRj  M  abgesehen  vom  Zeichen  den  gröasten  Werth  der 

Function  p  ^    in  jenem  Intervall,    so   wird,   in   derselben  Bedeutung 

genommen,  stets  u  —  U  <,M  (log  q  —  log  ü)  sein,  folglich  p  (m  —  ü) 

und   also   auch   qu  mit  p    zugleich   unendlich    klein   werden;    dasselbe 

gilt   aber   der  Voraussetzuns  nach   von  o  5—   und   o  tt-  und   folglich, 
&  o  ^  See  ^  cy  Ol 

wenn  )('  keiner  Unstetigkeit  unterliegt,  auch  von 


^  -^  —  w'  ^)   und 


/    du 


'  37/ 


der  im  vorigen  Art.  erörterte  »Fall  tritt  hier  also  ein. 

Wir  nehmen   nun    ferner   an,    dass    die    den   Ort   des   Punktes  0 
bildende  Fläche  T  allenthalben  einfach   Über  A  ausgebreitet  sei,  und  1 
denken  uns  in  derselben  einen  beliebigen  festen  Punkt  0„,  wo  «,«,»/ 
die  Werthe  «„,  x^,  i/o  erhalten.     Die  Grösse 

'i  —  tfof)  =  log)-, 

Schaft,  dass 


i  iog  {{x  -  x^f 
als  Function  von  x,  y  betrachtet,  hat  alsdann  die  Eig 
0=  log  r    ,    e 


gj/' 


wird,  und  ist  nur  für  x  =  Xo,  y  =  y<i,   also   in  unserni  Falle  nur  ffir 
Einen  Punkt  der  Fläche  T  mit  einer  Unstetigkeit  behaftet. 

Es  wird  daher  nach  Art.  9,  III.,  wenn  wir  log  r  für  li  setzen. 


\osrr  ._,-  ]  d 
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20  I-    Umndlagea  für  eine  allgemeine  Theoriu 

in  Bezug  auf  die  ganae  Begrenzung  von  T  gleich  diesem  Integrale  in 
Bezug  auf  eine  beliebige  Umgrenzung  des  Punktes  Og  und  also,  wenn 
wir  dazu  die  Peripherie  eines  Kreises,  wo  r  einen  coustanten  Wertli 
hat,  wählen  und  von  einem  ihrer  Punkte  in  einer  beliebigen  festen 
Richtung  den  Bogen  bis  0  in  Theilen  des  Halbmessers  durch  <p  be- 
zeichnen, gleich 


oder  da  (^) 


/'    ülo^r      ,  .  /'Sit  , 


welcher  Werth,   wenn   u   im  Punkte  0^   stetig  ist,   für   ein  unendlich 
kleines  r  in  —  H(,2?t  übergeht. 

Unter  den  in  Bezug  auf  h  und  T  gemachten  Voraussetzungen 
haben  wir  daher  für  einen  beliebigen  Punkt  0„  im  Inaern  der  Flache, 
in  welchem  n  stetig  ist, 


=Äyo°s' 


dp  dp    I 


in  Bezug  auf  tiio  ganze  Begrenzung  derselben  und 


—    /  uätp 


in  Bezug  auf  einen  um  0»  beschriebenen  Kreis.    Aus  dem  ersten  dieser 
Ausdrücke  ziehen  wir  folgenden 

Lehrsatz.  Wenn  eine  Function  u  innerhalb  einer  die  Ebene 
A  allenthalben  einfach  bedeckenden  Fläche  T,  allgemein  zu  reden,  der 
Differentialgleichung 

genügt  und  zwar  so,  dass 

1)  die  Punkte,  in  welchen  diese  Differentialgleichung  nicht  erfüllt 
ist,  keinen  Flächentbeil, 

2)  die  Punkte,  iu  welchen  u,  .--,  5--  unstetig  werden,  keine  Linie 
stetig  erfüllen, 

3)  für  jeden  Unstetigkeitspunkt  zugleich  mit  der  Entfernung  p 
des  Punktes  0  von  demselben  die  Grössen  Qj-,  p  07  uneml- 
lich  klein  werden  und 
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4)  Ijei    u    eine    durch    Abänderung    ihres    Werthes    in    einzehjen 
Punkten  hebbare  Unstetiglteit  ausgeschlossen  ist, 
so  ist  sie  nothwendig  nebst  allen  ihren  Differential  quotienten  für  alle 
Punkte  im  Innern  dieser  Fläche  endlich  und  stetig. 

In   der  Thafc,    befrachten   wir    den  Punkt   0^   als    beweglich,    ao 
ändern  sich  in  dem  Ausdrucke 


/(' 


"     dp  dp 


nur  die  Werthe  log»-,  ^  "  ,  ~ij"  Diese  Grössen  aber  sind  für  jedes 
Element  der  Begrenzung,  so  lange  Oo  im  Innern  Ton  T  bleibt,  nebst 
allen  ihren  Differential quotienten  endliche  und  stetige  Functionen  von 
Xo,  y„,  da  die  Differentialquotienten  durch  gebrochene  rationale 
Functionen  dieser  Grossen  ausgedrückt  werden,  die  nur  Potenzen  von 
r  im  Nenner  enthalten.  Dasselbe  gilt  daher  auch  für  den  WeHh 
unsrea  Integrals  und  folglich  für  die  Function  Mo-  Denn  diese  könnte 
unter  den  früheren  Voraussetzungen  nur  in  eini:elnen  Punkten,  indem 
sie  unstetig  würde,  einen  davon  verschiedenen  Werth  haben,  welche 
Möglichkeit  durch  die  Voraussetzung  4)  unsera  Lehrsatzes  wegfällt, 

11. 

Unter  denselben  Voraussetzungen  in  Bezug  auf  u  und  T,  wie  am 
Schlüsse  des  vorigen  Art.,  haben  wir  folgende  Sätze: 

I,  Wenn  längs  einer  Linie  m  =  0  und  ^  ==  0  ist,  ao  ist  u 
überall  =  0. 

Wir  beweisen  zunächst,  dass  eine  Linie  X,  wo  «  =  0  und  s~  ^  0 
ist,  nicht  die  Begrenzung  eines  Flächentheils  a,  wo  )(  positiv  ist, 
bilden  könne. 

Gesetzt,  dies  fände  statt,  so  scheide  man  aus  a  ein  Stück  aus, 
welches  eines  Theils  durch  l,  andern  Theila  durch  eine  Kreishnie  be- 
grenzt wird  und  den  Mittelpunkt  0„  dieses  Kreises  nicht  enthält,  welche 
Consfruction  allemal  möglich  ist.  Man  hat  dann,  wenn  man  die  Polar- 
coordinaten  von  0  in  Bezug  auf  Og  durch  r,  ip  bezeichnet,  durch  die 
ganze  Begrenzung  dieses  Stücks  ausgedehnt 


l\  8"j  i'    c 

I  loa  r  r.-  as  —  I  u  - 

r  Annahme    auch    fü 
j'«ä.p+l«.rfi;ä,-0, 


also    in  Folge    der  Annahme    auch    für    den  ganzen   ihr  angehörigeii 
Kreisbogen 
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ist, 


/■ 


'.dqi  = 


was  mit  der  Voraussetzung,  dass  u  im  Innern  von  a  positiv  sei,  un- 
verträglich ist. 

Auf  ähnlithf  Art  wird  bewiesen,  dass  die  Gleichungen  M  ^  0  und 
_  =  0  nicht  in  i'iuem  Begrenzungstheile  eines  Fiächenstücks  b,  wo  u 
negativ  ist,  stattfinden  können. 

Wenn  nun  in  der  Eläehe  T  in  einer  Linie  M  =  0  und  ■.-.-  =  0  ist 
und  in  irgend  einem  Theile  derselben  u  von  Null  verschieden  wäre, 
so  uiüsste  ein  solcher  Fläehentheil  offenbar  entweder  durch  diese  Linie 
selbst  oder  durch  einen  Flächentheil,  wo  m  =  0  wäre,  also  jedenfalls 
durch  eine  Linie  wo  u  und  ;^  ^  0  wäre,  begrenzt  werden,  was  noth- 
wendig  auf  eine  der  vorhin  widerlegten  Annahmen  führt. 

II.  Wenn  der  Werth  von  u  und  ^  längs  einer  Linie  gegeben 
ist,  so  ist  ti  dadurch  in  allen  Theilen  von  T  bestimmt. 

Sind  Mj  und  Mg  irgend  zwei  bestimmte  Functionen,  welche  den  der 
Function  m  auferlegten  "Bedingungen  genügen,  so  gilt  dies  auch,  wie 
sich  durch  Substitution  in  diese  Bedingungen  sofort  ergiebt,  für  ihre 
Differenz  Uj  —  Mg.  Stimmten  nun  m,  und  «^  längs  einer  Linie  nebst 
ihren  ersten  Differentialquotienten  nach  p  überein,  in  einem  andern 
Flächentheile  aber  nicht,   so  würden   längs   dieser  Linie  !(,  —  %  ^  0 

und        '  - — ~  =  0    sein ,    ohne    überall    =  0   zu    sein ,    dem    Satze   I. 

ep  ' 

zuwider. 

III.  Die  Punkte  im  Innern  von  T,  wo  u  einen  constanten  Werth 
hat,  bilden,  wenn  u  nicht  überall  constant  ist,  nothwendig  Linien, 
welche  Flächentheile,  wo  u  grösser  ist,  von  Flächentheilen,  wo  u  kleiner 
ist,  scheiden. 

Dieser  Satz  ist  aus  folgenden  zusammengesetzt: 

M  kann  nicht  in  einem  Punkte  im  Innern  von  T  ein  Minimum  oder 
ein  Maximum  haben; 

u  kanu  nicht  nur  in  einem  Theile  der  Fläche  constant  sein; 

die  Linien,  in  denen  ii  =  a  ist,  können  nicht  beiderseits  Flächen- 
theile begrenzen,  wo  u  —  a  dasselbe  Zeichen  hat: 
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öätze,  deren  Gegeutlieil,  wie  leicht  zii  sehen,  jiUema!  eine  Verletzung 
ler  im  vorigen  Art  bewiesenen  Gleichung 


'-'kJ'"^'P 


oder 

J  («  ~  „,)  d,f  -  0 
herbeifülireu  müsste  uiiJ  folglich  unmöglich  ist. 

12. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zurück  zur  Betraclitung  einer  veränderlichen 
complexen  Grosse  tv  =  u  -{-  vi,  welche,  allgemein  zu  reden  (d.  h.  ohne 
eine  Ausnahme  in  einzelnen  Linien  und  Punkten  auszuschliessen),  für 
jeden  Punkt  0  der  Fläche  T  Einen  bestimmten  mit  der  Lage  desselben 
stetig  und  den  Gleichungen 

du 8v_      du  d_v_ 

Sx        dy '    dy  dx 

gemäss  sich  ändernden  Werth  hat,  und  bezeichnen  diese  Eigenschaft 
von  w  nach  dem  früher  Fesl^es teilten  dadurch,  dass  wir  w  eine 
Function  von  s  =  x  -\-  yi  nennen.  Zur  Vereiufacliung  des  Folgenden 
setzen  wir  dabei  im  Voraus  fest,  dass  bei  einer  Panction  von  s  eine 
durch  Abänderung  ihres  Werfches  in  einem  einzelnen  Punkte  hebbare 
Unstetigkeit  nicht  vorkommen  solle. 

Der  Fläche  T  wird  vorerst  ein  einfacher  Zusammenhang  und  eine 
allenthalben  einfache  Ausbreitung  über  die  Ebene  A  beigelegt. 

Lehrsatz.  Wenn  eine  Function  w  von  z  eine  Unterbrechung  der 
Stetigkeit  jedenfalls  nicht  längs  einer  Linie  erleidet  und  ferner  für 
jeden  beliebigen  Punkt  0'  der  Fläche,  wo  s  "=  s  sei,  w(s  —  s')  mit 
unendlicher  Annäherung  des  Punktes  0  unendlich  klein  wird,  so  ist 
sie  nothwendig  nebst  allen  ihren  Differential  quo  tieaten  in  allen  Punkten 
ira  Innern  der  Fläche  endlich  und  stetig. 

Die  über  die  Veränderungen  der  Grösse  w  gemachten  Voraus- 
setzungen zerfallen,  wenn  s  —  s'  =^  pc''"  gesetzt  wird,  für  u  und  v  in 
die  folgenden; 

1)     |^-|--  =  0 
'      Ox        öy 

und 

21     l"  +  1^  =  0 
-'     oy    '    dx 

für  jeden  Theii  der  Fläche  T; 
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3)  die  Functionen  w  und  v  sind  nicht  längs  einer  Linie  unstetig; 

4)  für  jeden  Pnnkt  0'  werden  mit  der  Entfernung  q  des  Punktes 
0  von  demselben  qu  und  qv  unendlich  klein; 

5)  für  die  Functionen  u  und  v  sind  Unatetigkeiten,  die  durch 
Abänderung  ihres  Werthes  in  einzelnen  Punkten  gehoben 
werden  könnten,  ausgeschlossen. 

In  Eolge  der  Voraussetzungen  2),  3),  4)  ist   für  jeden  Theil   der 
Flüche  T  das  Über  dessen  ganze  Begrenzung  ausgedehnte  Integral 

'  S)  * 

nach   Art.  9,  III.  ^  0  und  das  Integral 


/(» 


J  r  gs     ^  dun^ 


erhält  daher  (nach  Art.  9,  IV.)  durch  jede  von  Og  nach  0  gehende 
Linie  erstreckt  denselben  Werth  und  bildet,  0„  als  fest  gedacht,  eine 
bis  auf  einzelne  Punkte  iiothwendig  stetige  Function  TJ  von  x,  y,  von 
welcher  (und  zwar  nach  5)  in  jedem  Punkte)  der  Differentialquotient 
K—  ^  11  und  TT—  =  —  «  ist.  Durch  Substitution  dieser  Werthe  für  u 
und  V  aber  gehen  die  Voraussetzungen  1),  3),  4),  in  die  Bedingungen 
des  Lehrsatzes  am  Schlüsse  des  Art.  10  über.  Die  Function  U  ist 
daher  nebst  allen  ihren  Differentialquotieuten  in  allen  Punkten  von  T 
endlich  und  stetig  und  dasselbe  gilt  folglich  auch  von  der  coraplexen 
Function  iv  ^  ir-  —  -. —  i  und  ihren  nach  z  genommenen  Differential- 
(ßiotieuten. 

13. 

Es  soll  jetzt  untersucht  werden,  was  eintritt,  wenn  wir  unter 
Beibehaltung  der  sonstigen  Voraussetzungen  des  Art.  IS  annehmen, 
dass  für  einen  bestimmten  Punkt  0'  im  Innern  der  Fläche  {s  —  /)w 
^  pc'''  w  bei  unendlicher  Annäherung  des  Punktes  0  nicht  mehr 
unendlich  klein  wird.  In  diesem  Falie  wird  also  tv  bei  unendlicher 
Annäherung  des  Punktes  0  an  0'  unendlich  gross,  und  wir  nehmen 
.  an,  dass,  wenn  die  Grösse  w  nicht  mit  —  von  gleicher  Ordnung  bleibt, 
d.  h.  der  Quotient  beider  sich  einer  endlichen  Grenze  nähert,  wenig- 
stens die  Ordnungen  beider  Grossen  in  einem  endlichen  Verhältnisse 
zu  einander  stehen,  so  dass  sich  eine  Potenz  von  q  angeben  lässt, 
deren   Product  in   tv  für   ein   unendlich  kleines   p   entweder  unendlich 
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klein  wird  oder  endlich  bleibt.  Ist  ;*  der  Exponent  einer  solchen 
Potenz  und  n  die  nächst  grössere  ganze  Zahl,  so  wird  die  Grösse 
(s  —  /yw  =  p"  e"*"  w    mit    p    unendlich    klein,    und    es    ist    daher 

(s  —  Z)""^  w  eine  Function  von  3  (da  -- — j—~ —  von  dß  unabhängig 
ist),  welche  in  diesem  Theile  der  Fläche  den  Voraussetzungen  des  Art.  12 
genügt  und  folglich  im  Punkte  0'  endlich  und  stetig  ist.  Bezeichnen 
wir  ihren  Werth  im  Punkte  (7  mit  ct„_i,  so  ist  (s  —  Z)"-^  w  —  a„_i 
Punkte  stetig  und  =  0  ist  und  folglich 
vird,  woraus  man  nach  Artikel  12  schliesst,  dass 
eine  im  Punkte  0'  stetige  Function  ist.  Durch 
Fortsetzung  dieses  Verfahrens  wird  offenbar  w  mittelst  Subtraction 
eines  Ausdruckes  von  der  Form 


eine  Function,  die  in  di 
mit  p  unendlich  klein 
(^  —  s')"~^  w ^ 


,  -1 ^-^  +  . 


(3  -  /)"- 


in  eine  Function  verwandelt,  welche  im  Punkte  0'  endlich  und  stetig 
bleibt. 

Wenn  daher  unter  den  Voraussetzungen  des  Art,  12  die  Äenderung 
eintritt,  dass  bei  unendlicher  Annäherung  von  0  an  einen  Punkt  0' 
im  Innern  der  Fläche  T  die  Function  w  unendlich  gross  wird,  so  ist 
die  Ordnung  dieses  unendlich  Grossen  (eine  im  verkehrten  Verhältnisse 
der  Entfernung  wachsende  Grosse  als  ein  unendlich  Grosses  erster 
Ordnung  betrachtet)  wenn  sie  endlich  ist,  nothwendig  eine  ganze  Zahl; 
und  ist  diese  Zah!  =  m,  so  kann  die  Function  w  durch  Hinzufügang 
einer  Function,  welche  2m  willküriiche  Constanten  enthält,  in  eine  in 
diesem  Puukte  0'  stetige  verwandelt  werden. 

Anm.  Wir  betrachten  eine  Function  als  Eine  willkürliche  Constante  ent- 
lialtend,  wenn  diu  möglichen  Avteii,  aio  zu  bestimmen,  ein  stetiges  Gebiet  von 
Einer  Dimension  umfassen. 

14 

Die  im  Art.  12  und  13  in  Bezug  auf  die  Fläche  T  gemachten 
Beschränkungen  sind  für  die  Gültigkeit  der  gewonnenen  Resultate  nicht 
■wesentlich.  Offenbar  kann  man  jeden  Punkt  im  Innern  einer  beliebigen 
Fläche  mit  einem  Stücke  derselben  umgeben,  -welches  die  dort  voraus- 
gesetzten Eigenschaften  besitzt,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles, 
wo  dieser  Punkt  ein  Windungspunkt  der  Fläche  ist. 

Um  diesen  Fall  zu  untersuchen,  denken  wir  uns  die  Fläche  T  oder 
ein  beliebiges  Stück  derselben,  welches  einen  Windungspunkt  (n  —  l)ter 
Ordnung  0',  wo  s  =  s' ^  x' -\- y'i  sei,   enthält,   mittelst  der  Function 
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^  =^  (s  —  s')"  auf  einer  andern  Ebene  A  abgebildetj  d.  h.  wir  denken 
uns  den  VVerth  der  Function  £  =  |  +  ^*  im  Punkte  0  durch  einen 
Punkt  @,  dessen  rechtwinklige  Goordiiiaten  g,  "q  sind,  in  dieser  Ebene 
vertreten,  und  betrachten  &  als  Bild  des  Punktes  0.  Auf  diesem  Wege 
erhält  man  als  Abbildung  dieses  Theils  der  Fläche  T  eine  zusammen- 
hängende über  A  ausgebreitete  fläche,  die  im  Punkte  &',  dem  Bilde 
des  Punktes  0',  keinen  Windungspunkt  hat,  wie  sogleich  gezeigt  wer- 
den soll. 

Zur  Fixirung  der  Vorstellungen  denke  man  sich  um  den  Punkt  0 
iii  der  Ebene  A  mit  dem  Halbmesser  S,  einen  Kreis  beschrieben  und 
parallel  mit  der  a:-Axe  einen  Durchmesser  gezogen,  wo  also  s  —  s 
reelle  Werthe  annehmen  wird.  Das  durch  diesen  Kreis  ausgeschiedene 
den  Windungspunkt  umgebende  Stück  der  Fläche  T  wird  dann  zu 
beiden  Seiten  des  Durchmessers  in  n,  wenn  R  hinreichend  klein  ge- 
wählt wird,  abgesondert  verlaufende  halbkreisförmige  Flächen stilc^e 
zerfallen.  Wir  bezeichnen  auf  derjenigen  Seite  des  Durchmessers,  wo 
y  —  y  positiv  ist,  diese  Flächenstücke  durch  a^,  a^  . . , .  «„ ,  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  durch  a{,  a^  .  .  .  .  a^,  und  nehmen  an,  dass 
für  negative  Werthe  von  s  ~  d  a, ,  »^  . . . .  a,  der  Reihe  nach  mit 
«;,  «ä  ■  ■  ■  •  ««,  für  positive  dagegen  mit  a'^,  a\  .  .  .  .  «J^i  ver- 
bunden seien,  so  dass  ein  dun  Punkt  O  (im  erforderlichen  Sinne)  um- 
kreisender Punkt  der  Reihe  nach  die  Flächen  a,,  «i,  Og,  fla  . . .  -  a«,  «I. 
durchläuft  und  durch  a„  wieder  in  %  zurückgelangt,  welche  Annahme 
offenbar  gestattet  ist.  Fähren  wir  nun  für  beide  Ebenen  Polareoordi- 
uaten  ein,  indem  wir  s~  z  =  pe''')  £='  öß  setzen,  und  wählen  zur 
Abbildung  des  Flächenstücks  a^  denjenigen  Werth  von 

{3  —  s*)"  ^  0"  c"  ,  welchen  letzterer  Ausdruck  unter  der  Annahme 
0  <  g;  <  JT  erhält,  so  wird  für  alle  Punkte  von  %  G^H"  und 
0  <;  'I'  ^  — ;  die  Bilder  derselben  in  der  Ebene  A  fallen  also  sämmtlich 
in  einen  von  ^  =  0  bis  ^  =  --  sieb  erstreckenden  Sector  eines  um  0' 

mit  dem  Radius  B"  beschriebenen  Kreises,  und  zwar  entspricht  jedem 
Punkte  von  a^  Ein  zugleich  mit  demselben  stetig  fortrückender  Punkt 
dieses  Sectors  und  umgekehrt,  woraus  folgt,  dass  die  Abbildung  der 
Fläche  «j  eine  zusammenhängende  einfach  über  diesen  Sector  aus- 
gebreitete Fiäeho  ist.  Auf  ähnliche  Art  erhält  man  für  die  Fläche  a\  als 
Abbildung  einen  von  1^  =  -"  bis  1^  =  — ,  für  «^  einen  von  ^P  =   „   bis 
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^  =  —  ^  endlich  fHr  «',  einen  von  i/t  =  -  -  —  ti  bis  ijj  ^  2a  sich 
erstreckenden  Sector,  wenn  man  9  für  jeden  Punkt  dieser  Flächen  der 
lieihe  nach  zwischen  a  und  2x,  2rt  nnd  3«  . . . .  (2«  —  1)m  und  2wä 
wählt,  was  immer  und  nur  auf  eine  Wiise  moghcli  ist.  Diese  Sectoren 
schliessen  sich  aber  in  derselben  Folge  an  einander,  wie  die  Flächen 
a  und  a,  und  zwar  so,  dass  den  liier  zusammenstossenden  Punkten 
auch  dort  zasammenstossende  Punkte  entsprechen,  sie  können  daher 
zu  einer  zosammonhängenden  Abbildung  eiufs  dtn  Punkt  0'  ein- 
schliessenden  Stückes  der  Fläche  T  zusammengefügt  werden,  und  diese 
Abbildung  ist  offenbar  eine  über  die  Ebene  A  einfach  ausgebreitete 
Fläche. 

Eine  veränderliche  Grösse,  die  für  jeden  Punkt  0  einen  bestimmten 
Werth  hat,  hat  dies  auch  für  jeden  Punkt  0  und  umgekehrt,  da  jedem 
0  nur  ein  @  und  jedem  @  nur  ein  0  entspricht;  ist  sie  femer  eine 
Function  von  s,  so  ist  sie  dies  auch  vou  l,  indem,  wenn  -j—  von  <h, 
auch  -TjT  von  dg  unabhängig  ist,  und  umgekehrt.  Es  ergiebt  sieh 
hieraus,  dass  auf  alle  Functionen  tv  von  s  auch  im  Wind ungsp unkte 
0'  die  Sätze  der   Art.  12    und   13   angewandt  werden   können,    wenn 

man  sie  als  Functionen  von  (s  —  s')"  betrachtet.  Dies  liefert  folgen- 
den Satz: 

Wenn  eine  Function  tv  von  s  bei  unendlicher  Annäherung  von  0 
an  einen  Windungspunkt  (n  —  l)ter  Ordnung  0'  unendlich  wird,  so  ist 
dieses  unendlich  Grosse  nothwendig  von  gleicher  Ordnung  mit  einer 
Potenz  der  Entfernung,  deren  Exponent  ein  Vielfaches  von  —  ist,  und 
kann,  wenn  dieser  Exponent  =  —  -  ist,  durch  Hitizufiigiing  eines 
Ausdrucks  von  der  Form 

wo  ff, ,  ög  .  .  ,  .  Om  willkürliehe  complexe  Grössen  sind,  in  eine  im 
Punkte  0'  stetige  verwandelt  werden. 

Dieser  Satz  enthält  als  Corollar,  dass  die  Function  w  im  Punkte 

(Y  stetig  ist,  wenn  (s  —  s')"  w  bei  unendlicher  Annäherung  des  Punktes 
0  an  0'  unendlich  klein  wird. 
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15. 
Denken  wir  uns  jet/.t  eine  Fuiictiou  von  B,  welche  für  jeden  Punkt 
0  der  beliebig  über  A  ansgebreifceten  Fläche  T  einen  bestimmten  Wcrth 
bat  und  nicht  überall  constant  ist,  geometrisch  dargestellt,  so  dass  ihr 
Werth  w  ^=u  -\-  vi  im  Punkte  0  durch  einen  Punkt  Q  der  Ebene  B 
vertreten  wird,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  u,  v  sind,  so  ergiebt 
sieh  Folgendes: 

I,  Die  Gesammtheit  der  Punkte  Q  kann  betrachtet  werden  als 
eine  Fläche  S  bildend,  in  welcher  jedem  Punkte  Ein  bestimmter  mit 
ihm  stetig  in  T  fortrückender  Punkt  0  entspricht. 

um  dieses  zu  beweisen,  ist  offenbar  nur  der  Nachweis  erforderlich, 
dass  die  Lage  des  Punktes  Q  mit  der  des  Punktes  0  sich  allemal  (und 
zwar,  aJlgemein  zu  reden,  stetig)  ändert.  Dieser  ist  in  dem  Satze  ent- 
halten: 

Eine  Function  u  =«-(-;/  von  s  kann  nicht  längs  einer  Linie 
constant  sein,  wenn  sie  nicht  ubeiaH  constant  ist. 

Beweis:  Hätte  w  längs  einer  Linie  einen  constanten  Wcrth  «-]-&( 
so  wären  u  —  a  und  -=-j ,    welches  =  ~~  ^,   für  diese  Linie  und 

überall  =0;   es  mü.sste  also  nach  Art.  11,  1.  n  —  a  und  folglich,  da 

^  =  ^     9w gw 

Sx        f'ii '    dij  dx' 

auch  V  —  /)  überall  =  0  sein,  gegen  die  Voraussetzung. 

II.  In  Folge  der  in  I.  gemachten  Voraussetzung  kann  zwischen 
den  Theilen  von  S  nicht  em  Zusammenhang  Statt  finden  ohne  einen 
Zusammenhang  der  entsprechenden  Theile  von  T;  umgekehrt  kami 
überall,  wo  in  T  Zusammenhang  Statt  findet  und  w  stetig  ist,  der 
Fläche  I?  ein  entsprechender  Zusammenhang  beigelegt  werden. 

Dieses  vorausgesetzt  entspricht  die  Begrenzung  von  S  eiiiestheils 
der  Begrenzung  von  T,  anderntheils  den  ünstetigkeitsstellen ;  ihre  inneren 
Theile  aber  sind,  einzelne  Punkte  ausgenommen,  überall  schlicht  über 
B  ausgebreitet,  d.  h.  es  findet  nirgends  eine  Spaltung  in  auf  einander 
liegende  Theile  und  nirgends  eine  Umfaltung  Statt. 

Ersteres  könnte,  da  T  überall  einen  entsprechenden  Zusammen- 
hang besitzt,  offenbar  nur  eintreten,  wenn  in  T  eine  Spaltung  vor- 
käme —  der  Annahme  zuwider  — ;  Letzteres  soll  sogleich  bewiesen 
werden. 
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Wir  beweisen  zuvörderst,  dass  ein  Punkt  Q',  wo  '-,--  endlicli  ist, 
niclit  in  einer  Falte  der  Fläche  S  liegen  kann. 

In  der  Thit  umgeben  wir  rlen  Punkt  (/,  welcher  (^  entspricht, 
mit  einem  Stucke  dei  Flaiihe  T  Tun  beliebiger  Gestalt  und  un- 
bestimmten Dimensionen  so  niu=i^eu  (nach  Art.  3)  die  Dimensionen 
desselben  stets  so  klein  angenommen  werden  können,  dass  die  Gestalt 
deb  entsprechenden  Theils  von  S  beliebig  wenig  abweicht,  und  folg- 
lich so  klein  dass  die  Begrenzung  lesselben  aus  der  Ebene  B  ein  Q' 
einschliessendes  &tuck  ausscheidet  Dies  aber  ist  unmöglich,  wenn  Q' 
m  emei  Falte  dei  Flache  S  hegt 

Nun  kmn  ^  tls  Function  \on  Sj  nach  I.  nur  in  einzelnen 
]  inl  fcen  ^^  0  und  da  u  m  den  in  bctraeht  kommenden  Punkten  von 
T  stetig  ibt  nni  m  den  ^\  it  ilungspunkten  dieser  Fläche  unendlich 
weiden    folglich  etc   w   z    b    w 

III  Die  Fhche  S  ist  folglich  eine  Flache,  für  welche  die  im  Art.  5 
für  T  gemachten  Voraussetzungen  zutreffen;  und  in  dieser  Fläche  hat 
für  jeden  Punkt  Q  die  unbestimmte  Grösse  s  Einen  bestimmten  Werth, 
welcher  sich  mit  der  Lage  von  Q  stetig  und  so  ändert,  dass  -^  von 
der  Richtung  der  Ortsanderung  unabhängig  ist.  Es  bildet  daher  in 
dem  früher  festgelegten  Sinne  s  eine  stetige  Function  der  veränder- 
lichen complexen  Grosse  te  für  das  durch  S  dargestellte  Grössengebiet. 

Hieraus  folgt  ferner: 

Sind  0'  und  ^  zwei  entsprechende  innere  Punkte  der  Flächen  T 
und  S  und  in  denselben  0  =  0',  w  =  w,  so  nähert  sieh,  wenn  keiner 
von  ihnen  ein  Windungspunkt  ist,  bei  unendlicher  Annäherung  von 
0  an  0'  _  -  einer  endlichen  Grenze,  und  die  Abbildung  ist  daselbst 
eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche;  wenn  aber  Q'  ein  Windungs- 
punkt  (n  —  l)ter,  0'  ein  Wiiidungspuokt  («*  —  l)ter  Ordnung  ist,  so  nähert 

sich  ^^ — ■ — —j;  bei  unendlicher  Annäherung  von  0  an  0'  einer  eudliclien 

Grenze,  und  für  die  anstossenden  Flächentheiie  findet  eine  Abbildungs- 
art Statt,  die  sich  leicht  aus  Art.  14  ergiebt. 
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16.  e) 

Lehrsatz.     Sind   a   und  ß  zwei   beliebige   Fancbionen 
für  welche  das  Integral 


m 


H-^  +  H     äT 


'  dyl'^  Vöy  ' 

durch  alle  Theile  der  beliebig  über  Ä  ausgebreiteten  Fläche  T  aus- 
gedehnt einen  endlichen  Werth  hat,  ao  erhält  das  Integral  bei  Äendening 
von  a  um  stetige  oder  doch  nur  in  einzelnen  Punkten  unstetige 
Functionen,  die  am  Rande  =0  sind,  immer  für  eine  dieser  Functionen 
einen  Minimumwerth  und,  wenn  man  durch  Abänderung  in  einzelnen 
Punkten  hebbare  Uustetigkeiten  ausaehliesst,  nur  für  Eine. 

Wir  bezeichnen  durch  A  eine  unbestimmte  stetige  oder  doch  nur 
in  einzelnen  Punkten  unstetige  Function,  welche  am  Rande  =0  ist 
und  für  welche  das  Integral 


=j(m 


"+{m" 


über  die  ganze  Fläche  ausgedehnt  einen  endlichen  Werth  erhalt,  durch 
cj  eine  unbestimmte  der  Functionen  a  -{-  k,  endlieb  das  über  die  ganze 
Fläche  erstreckte  Integral 

durch  Si.  Die  Gesammtheit  der  Functionen  l  bildet  ein  zusammen- 
hängendes in  sich  abgeschlossenes  Gebiet,  indem  jede  dieser  Functionen 
stetig  in  jede  andere  übergehen,  sich  aber  nicht  einer  längs  einer 
Linie  unstetigen  unendlich  annähern  kann,  ohne  dass  L  unendlich  wird 
(Art.  17);  für  jedes  l  erhält  nun,  co  =  «  +  A  gesetzt,  ß  einen  end- 
lichen Werth,  der  mit  L  zugleich  unendlich  wird,  sieh  mit  der  Gestalt 
von  A  stetig  ändert,  aber  nie  unter  Null  herabsinken  kann;  folglich 
hat  ß  wenigstens  für  Eine  Gestalt  der  Function  m  ein  Minimum. 

Um  den  zweiten  Theil  unseres  Satzes  zu  beweisen,  sei  u  eine  der 
Functionen  o,  weiche  Ü  einen  Minimumwerth  ertheilt,  h  eine  un- 
bestimmte in  der  ganzen  Fläche  constante  Grösse,  so  dass  u  -\-  hü  den 
der  Function  oj  vorgeschriebenen  Bedingungen  genügt.  Der  Werth 
von  a  für  o  =  M  +  ÄA ,  welcher 
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muss  alsdann  für  jedes  A  (nach  dem  Begriffe  des  Minimums)  grösser 
als  M  werden,  sobald  h  nur  hinreichend  klein  genommen  ist.  Dies 
erfordert  aber,  dass  für  jedes  Z  iV=0  sei;  denn  andernfalls  würde 

negativ  werden,  wenn  h  dem  N  entgegengesetzt  und  abgesehen  vom 
ZeieJien  <  -  angenommen  würde.  Der  Werth  von  ß  für  <a  =  u-\-  X, 
in  welcher  Form  offenbar  alle  möglichen  Werthe  von  ca  enthalten  sind, 
wird  daher  =M'\-L,  und  folglieh  kann,  da  i  wesentlich  positiv 
ist,  lii  für  keine  Gestalt  der  Function  o  einen  kleinern  Werth  erhalten, 
als  für  a  =  )(. 

Findet  nun  für  eine  andere  )('  der  Functionen  o  ein  Minimum- 
werth  M'  von  ß  Statt,  so  muss  von  diesem  offenbar  dasselbe  gelten, 
man  hat  also  M' <  ilf  und  M^M',  folglich  M=M'.  Bringt  man 
aber  u  auf  die  Form  u  -j-  l',  so  erhält  man  für  M'  den  Ausdruck 
M-\~  L',  wenn  L'  den  Werth  von  L  für  Z  =  X'  bezeichnet,  und  die 
Gleichung  M  =  M'  giebt  L'  =  0.  Dies  ist  nur  möglich,  wenn  in 
allen  Fläch  entheilen 

ist,  und  es  hat  daher,  so  weit  k  stetig  ist,  diese  Function  nothwendig 
einen  conatanten  und  folglich,  da  sie  am  Rande  =  0  und  nicht  längs 
einer  Linie  unsteti,^  ist,  hoihhtenn  in  einzelnen  Punkten  einen  von 
Null  verschiedenen  M  erth  Zwei  der  Functionen  cj,  welche  fl  einen 
Minimutmwerth  ertheilen,  können  also  nur  in  einzelnen  Punkten  von 
einander  verschieden  sein,  und  wenn  in  der  Function  u  alle  durch 
Abänderung  in  einzelnen  Punkten  hebbaren  Un Stetigkeiten  beseitigt 
werden,  ist  diese  vollkommen  bestimmt. 


17. 

Es  soll  jetzt  der  Beweis  nachgeliefert  werden,  dass  X  unbeschadet 
der  Endlichkeit  von  L  sich  nicht  einer  längs  einer  Linie  unstetigen 
Function  y  unendlich  annähern  könne,  d,  h.  wird  die  Function  X  der 
Bedingung  unterworfen,  ausserhalb  eines  die  Un  Stetigkeitslinie  ein- 
schliessenden  Flächentheils  3"  mit  y  übereinzustimmen,  so  kann  T' 
stets  so  klein  angenommen  werden,  dass  L  grösser  als  eine  beliebig 
gegebene  Grosse  C  werden  muss. 

Wir  bezeichnen,  s  und  p  in  Bezug  auf  die  ünstetigkeitsÜnie  in 
der  gewohnteil  Bedeutung  genommen,  iür  ein  unbestimmtes  s  die 
Krümmung,  eine  anf  der  Seite  der  positiven  p  convexe  als  positiv  be- 
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trachtet,  durch  x,  den  Werth  von  p  an  der  Grenze  von  I"  auf  der 
positiven  Seite  durch  jp^,  auf  der  negativen  Seite  durch  p.-,  und  die  ent- 
sprechenden Werthe  von  y  durch  y^  und  y^.  Betrachten  wir  nun 
irgend  einen  stetig  gekrümmten  Theil  dieser  Linie,  so  hefert  der 
zwischen  den  Normalen  in  den  Endpunkten  enthaltene  Theil  von  T', 
wenn  er  sich  nicht  bis  zu  den  Krümuiungsmittelii unkten  erstreckt,  kii 
L  den  Beitrag 

der  kleinste  Werth  des  Ausdrucks 

—  xp)  dp 


m 


bei   den  festen  Grenzwerthen   y^  und   y^   von  i.  findet  sich   aber   nuch 
bekannten  Regeln 

=  (fi  -  y^y^ 

l0g{l— «fJj)  —   l0g(l  — KJ)i)' 

und  folglich  wird  jener  Beitr£^  nothwendigj  wie  auch  X  innerhalb  7" 
angenommen  wurden  möge, 


^Jlog(l- 


(ri  —  rJ't'is 

-  xps)  —  log  (1  —  «j)i)  ■ 


Die  Function  y  wäre  für  p  ^  0  stetig,  wenn  der  grösste  Werth,  den 
(j'i  —  J"«)^  för  3t, >  j)j > 0  und  Jt^<,p^<,0  erhalten  kann,  mit  ic^  —  n^ 
unendlich  klein  würde ;  wir  können  folghch  für  jeden  Werth  von  s  eine 
endliche  Grösse  m  so  annehmen,  dass,  wie  klein  auch  ir,  — Wg  an- 
genommen werden  möge,  stets  innerhalb  der  durch  Jti>j),  >0  uud 
%  <  J'a  <  "^  (wo  die  Gleichheiten  sich  gegenseitig  ausschliessen)  aus- 
gedrückten Grenzen  Werthe  von  p^  uud  p,^  enthalten  sind,  für  welche 
iyi — yif^^  wird.  Nehmen  wir  ferner  unter  den  früheren  Be- 
sehriuikungen  eine  Gestalt  von  2"  beliebig  an,  indem  wir  ^h  ^^'^  Pä 
bestimmte  Werthe  P,  und  P^  beilegen,  und  bezeichnen  den  Werth  des 
durch  den  in  Betracht  gezogenen  Theil  der  Unstetigkeitslinie  aus- 
gedehnten Integrals 

/' m-Ads 

Jlog(l~xA)"-"log(l-»PÖ 
durch  a,  t,o  können  wir  offenbar 


Jlogd 


,>6' 


(yi  —  Va)i»'*S 

nc.g(i-«p,)-iog(i-«p.)'' 

machen,   indem  wir  p,  und  2^  f"*'  j<^(len  Werth    von  ; 
dass  den  Ungleichheiten 
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genügt  wird.  Dies  aber  hat  zur  Folge,  dass,  wie  auch  X  innerhalb 
T'  angenommen  werden  möge,  der  aus  dem  in  Betracht  gezogenen 
Stücke  von  1"  stammende  Theil  von  L  und  folglich  um  so  mehr  L 
selbst  >  C  wird,  w,  z,  b.  w.  (*') 


Nach  Art.  16  haben  wir  für  die  dort  festgelegte  Function  u  und 
für  irgend  eine  der  Functtoneu  X 

durch  die  ganze  Fläche  T  ausgedehnt,  ^  0.  Aus  dieser  Gleichung 
sollen  jetzt  weitere  Schlüsse  gezogen  werden. 

Scheidet  man  aus  der  Fläche  T  ein  die  Unstetigkeits stellen  von 
!(,  ß,  X  eins  chlies  send  es  Stück  2"  aus,  so  findet  sich  der  ¥on  dem 
übrigen  Stücke  T"  herrührende  Theil  von  N  mit  Hülfe  der  Art.  7,  8, 
wenn  man  (= ~]  l  für  X  und  (^ — 1-  tt-)  A  für   Y  setzt. 

In  Folge  der  der  Function  X  auferlegten  Grenzhedingung  wird  der  auf 
das  mit  T  gemeinschaftliche  Begrenzungs stück  von  T"  bezügliche 
Theil  von 

gleich  0,  so  dass  li  betrachtet  werden  kann  als  zusammengesetzt  aus 
dem  Integral 


-^s 


in  Bezug  auf  T"  und 

J    \\öx        dy/  dx    '    \oy    '    oxl  dy]  '  J    ^cp    '    dsl 

in  Bezug  auf  T'. 

Offenbar  würde  nun,  wenn  15— i  +  =—5  in  irgend  einem  Theile  der 
'  dx'    '    oy^  ° 

Fläche  T  von  0  verschieden  wäre,  N  ebenfalls  einen  von  0  verschie- 
denen Werth  erhalten,  sobald  man  l,  was  frei  steht,  innerhalb  2" 
gleich  0  und   innerhalb   T"    so   wählte,    dass    ^{'^-r^  +  g-^l    überall 
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dasselbe  Zeichen  hätte.    Ist  aber  >,  "*  +  ^-^  in  allen  Theilen  von  T  =  0, 

so  verschwindet  der  von  T"  herrührende  Bestandtheil  von  N  für  jedes 

X,  vmd  die  Bedingung  N  =^  0  ergiebt  dann,  dass  die  auf  die  Ünstetig- 

keitsstellen  bezüglichen  Bestandtheile  =  0  werden. 

bai  die  Functionen  , ^     ^ 1~  ^  haben  wir  daher,  wenn  wir 

ox       oy     01J       ex  ' 

erstere  =  X  und  letztere  =  Y  setzen,  nicht  bloss  allgemein  zu  reden 

die  Gleichung 

dx  ^  dy       '-'' 
sondern  es  wird  auch  durch  die  ganne  Begrenzung  irgeud  eines  Theils 
von  T  erstreckt 


/(- 


-  +  Y% 


in  so  fern  dieser  Ausdruck  überhaupt  einen  bestimmten  Werth  hat. 

Zerlegen  wir  also  (nach  Art.  9,  V)  die  Fläche  T,  wenn  sie  einen 
mehrfachen  Zusammenhang  besitzt,  durch  Querschnitte  in  eine  einfach 
zusammenhäugeiide  T*,  so  hat  das  Integral 


-/c 


^1 


ds 


für  jede  im  Innern  von  T*  von  0^  nach  0  gehende  Linie  denselben 
Werth  und  bildet,  Oo  als  fest  gedacht,  eine  Function  von  x,  y,  welche 
in  T*  überall  eine  stetige  und  längs  eines  Querschnitts  beiderseits 
eine  gleiche  Äenderung  erleidet.  Diese  Function  j-  zu  |3  hinzugefügt, 
liefert  uns  eine  Function  v  =  ß-{-v,  von  welcher  der  Differeiitialquotient 
dv  Bu       j    8v        du  .  , 

77—  ^  TT-    und     7^  ^  ;--    ist. 

ox  oy  cy        dx 

Wir  haben  daher  folgenden 

Lehrsatz.  Ist  in  einer  zusammenhängenden,  durch  Querschnitte 
in  eine  einfach  zusammenhängende  T*  zerlegten  Fläche  T  eine  coni- 
plexe  Function  a  -\-  ßi  von  x,  y  gegeben,  für  welche 

durch  die  ganze  Fläche  ausgedehnt  einen  endlichen  Werth  hat,  so 
kann  sie  immer  und  nur  auf  Eine  Art  in  eine  Function  von  is  ver- 
wandelt werden  durch  Hinzufügung  einer  Function  (i,  -\-  vi  von  x,  y, 
welche  folgenden  Bedingungen  genügt: 

1)  ft   ist    am   Rande  =  0    oder   doch   nur   in   einzelnen   Punkten 
davon  verschieden,  v  in  einem  Punkte  beliebig  gegeben, 
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2)  tlie  Aendemngen  von  jt  sind  in  T,  von  v  in   T*  nur  in   ein- 
zelnen Punkten  und  nur  so  unatetig,  dass 

durch  die  ganze  Fläche  erstreckt  endlich  bleiben,  und  letztere 

längs  der  Querschnitte  beiderseits  gleich. 
Die  Zulänglichkeit  der  Bedingungen  zur  Bestimmung  von  ^  -[-  vi 
folgt  daraus,  dass  ft,  durch  welches  v  bis  auf  eine  additive  Constante 
hestimmt  ist,  stets  zugleich  ein  Minimum  des  Integrals  ß  liefert,  da, 
M  =  K  -(-  ji  gesetzt,  offenbar  für  jedes  A  JV=  0  wird;  eine  Eigenschaft, 
die  nach  Art.  16  nur  Einer  Function  zukommen  kann. 


19. 

Die  Principien,  welche  dem  Lehrsatze  am  Schlüsse  des  vorigen 
Art.  zu  Grunde  liegen,  eröffnen  den  Weg,  bestimmte  Functionen 
einer  veränderliehen  complexen  Grösse  (unabhängig  von  einem  Aus- 
drucke für  dieselben)  zu  untersuchen. 

Zur  Orientirung  auf  diesem  Felde  wird  ein  Ueberschlag  über  den 
Umfang  der  zur  Bestimmung  einer  solchen  Function  innerhalb  eines 
gegebenen  Grössen  geh  iets  er  for  der  liehen  Bedingungen  dienen. 

Halten  wir  uns  zunächt  an  einen  bestimmten  Fall,  so  kann,  wenn 
die  über  A  ausgebreitete  Fläche,  durch  welche  dies  Grössengebiet  dar- 
gestellt wird,  eine  einfach  zusammenhängende  ist,  die  Function 
w  =  u  -\-  vi  von   s  folgenden  Bedingungen   gemäss  bestimmt  werden: 

1)  für  u  ist  in  allen  Begrenzungspunkten  ein  Werth  gegeben, 
der  sich  für  eine  unendlich  kleine  Ortsänderung  um  eine  un- 
endlich kleine  Grosse  von  derselben  Ordnung,  übrigens  aber 
beliebig  ändert*); 

2)  der  Werth  von  v  ist  in  irgend  einem  Punkte  beliebig  ge- 
geben; 

3)  die  Function  soll  in  allen  Punkten  endlich  und  stetig  sein. 
Durch  diese  Bedingungen  aber  ist  sie  vollkommen  bestimmt. 

In  der  That  folgt  dies  ans  dem  Lehrsatze  des  vorigen  Art.,  wenn 
man,  was  immer  möglich  sein  wird,  o,  -f  ßi  so  bestimmt,  dass  a  am 
Kande  dem  gegebenen  Werth  gleich  und  in  der  ganzen  Fläche  für 
jede  unendlich  kleine  Ortsänderung  die  Äenderung  von  a  -\-  ^i  unend- 
lich klein  von  derselben  Ordnung  ist. 


*)  An  sich  sind  die  Äendecnngen  dieses  Werthea  nur  der  Beschränkung  unter- 
worfen, nicht  längB  eines  Theils  der  Begrenzung  unstetig  »u  sein;  eine  weitere 
Bcaohrän kling  ist  nnr  gemaeht,  uiQ  hier  nnnüthigp  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden. 
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Ea  feami  also,  allgemein  za  reden,  u  am  Rande  als  eine  ganz 
willkürliche  Function  von  s  gegeben  werden,  und  dadurch  ist  v  überall 
mit  bestimmt;  umgebehrt  bann  aber  auch  v  in  jedem  Begrenzunge- 
punbte  beliebig  angenommen  werden,  woraus  dann  der  Werth  Yon  M 
folgt.  Der  Spielraum  fiir  die  Wahl  der  WertKe  von  m?  am  Itande  um- 
fasst  daher  eine  Mannigfaltigkeit  von  Einer  Dimension  für  jeden  Be- 
grenzungspunkt, und  die  vollständige  Bestimmung  derselben  erfordert 
für  jeden  Eegrenzungspuubt  Eine  Gleichung,  wobei  es  indess  nicht 
wesentlich  sein  wird,  dass  jede  dieser  Gleichungen  sich  auf  den  Werth 
Eines  Gliedes  in  Einem  Begrenzungspunkte  allein  bezieht.  iTs  wird 
diese  Bestinimung  auch  so  geschehen  können,  dass  für  jeden  Begren- 
zungspunkt Eine  mit  der  Lage  dieses  Punktes  ihre  Form  stetig 
ändernde,  beide  Glieder  enthaltende  Gleichung  gegeben  ist,  oder  für 
mehrere  Theile  der  Begrenzung  gleichzeitig  so,  dass  jedem  Punkte 
eines  dieser  Theile  n  —  1  bestimmte  Punkte,  aus  jedem  der  übrigen 
Theile  einer,  zugesellt  und  für  je  n  solcher  Punkte  gemeinschaftlich  « 
mit  ihrer  Lage  stetig  Teränderliche  Gleichungen  gegeben  sind.  Diese 
Bedingungen,  deren  Gesammtheit  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  bildet 
und  welche  durch  Gleichungen  zwischen  willkürlichen  Functionen  aus- 
gedrückt werden,  werden  aber,  um  für  die  Bestimmung  einer  im  Innern 
des  Gros  sengebiet  3  überall  stetigen  Function  zulässig  und  hinreichend 
zu  sein,  allgemein  zu  reden,  noch  einer  Beschränkung  oder  Ergänzung 
durch  einzelne  Bedingungsgleichungen  —  Gleichungen  für  willkürliche 
Constanten  —  bedürfen,  indem  bis  auf  diese  sich  die  Genauigbeit 
unserer  Schätzung  offenbar  nicht  erstreckt. 

Für  den  Fall,  wo  das  Gebiet  der  Veränderlichkeit  der  Grösse  s 
durch  eine  mehrfach  zusammenhängende  Fläche  dargestellt  wird,  er- 
leiden diese  Betrachtungen  keine  wesentliche  Abänderung,  mdem  die 
Anwendung  des  Lehrsatzes  in  Art.  18  eine  bis  auf  die  Äenderungen 
beim  ü  eberschreiten  der  Querschnitte  ebenso  wie  vorhin  beschaffene 
Function  liefert  —  Äenderungen,  welche  =  0  gemacht  werden  können, 
wenn  die  Grenzbedingungen  eine  der  Anzahl  der  Querschnitte  gleiche 
Anzahl  verfügbarer  Constanten  enthalten. 

Der  Fall,  wo  im  Innern  längs  einer  Linie  auf  Stetigkeit  ver- 
zichtet wird,  ordnet  sich  dem  vorigen  unter,  wenn  man  diese  Linie 
als  einen  Schnitt  der  Fläche  betrachtet. 

Wenn  endlich  in  einem  einzelnen  Punkte  eine  Verletzung  der 
Stetigkeit,  also  nach  Art.  T2  ein  Unendlich  werden  der  Function,  zu- 
gelassen wird,  so  kann  unter  Beibehaltung  der  sonstigen  in  unserm 
Anfangsfalle  gemachten  Voraussetzungen  für  diesen  Punkt  eine  Function 
von  s.   nach   deren   Subtraction   die  zu   bestimmende   Function    stetig 
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werden  soll,  beliebig  gegeben  werden;  dadurch  aber  ist  sie  völlig  be- 
stimmt. Denn  aimrat  man  die  Grösse  «  -f"  i^*  iii  eioem  beliebig 
kleinen  um  den  Ünstetigbeitspunkt  beschriebenen  Kreise  gleich  dieser 
gegebenen  Function,  übrigens  aber  den  früheren  Vorschriften  gemäss 
an,  so  wird  das  Integral 


m-w+<^+m 


dT 


über  diesen  Kreis  erstreckt  ^  0,  über  den  übrigen  Theil  erstreckt 
einer  endlichen  Grösse  gleich,  und  man  kann  also  den  Lehrsatz  des 
vorigen  Art.  anwenden,  wodurch  man  eine  Function  mit  den  ver- 
langten Eigenschaften  erhält.  Hieraus  kann  man  mit  Hülfe  des  Leb 
Satzes  im  Art.  13  folgern,  dasa  im  Allgemeinen,  wenn  in  einem  ein- 
zelnen Un  Stetigkeitspunkte  die  Function  unendlich  gross  von  der  Ord- 
nung M  werden  darf,  eine  Anzahl  von  2w  Constanten  verfügbar  wird, 
Geometrisch  dargestellt  liefert  (nach  Art.  15)  eine  Function  w 
einer  innerhalb  eines  gegebenen  Grösaengebiets  von  zwei  Dimensionen 
veränderlichen  complexen  Grösse  z  von  einer  gegebenen  A  bedecken- 
den Fläche  T  ein  ihr  in  den  kleinsten  Theilen,  einzelne  Punkte  aus- 
genommen, ähnliches,  H  bedeckendes  Abbild  S.  Die  Bedingungen, 
welche  so  eben  zur  Bestimmung  der  Function  hinreichend  und  noth- 
wendig  befunden  worden  sind,  beziehen  sich  auf  ihren  Werth  entweder 
in  Begrenzungs-  oder  in  ünstetigkeitspunkten ;  sie  erscheinen  also 
(Art.  15)  sämmtlich  als  Bedingungen  für  die  Lage  der  Begrenzung 
von  Sy  und  zwar  geben  sie  für  jeden  Begrenzungspunkt  Eine  Be- 
dingungsgleichung. Bezieht  aicli  jede  derselben  nur  auf  Einen  Begren- 
zungapunkt,  so  werden  sie  durch  eine  Schaar  von  Curven  repräsentirt, 
von  denen  für  jeden  Begrenzungspunkt  Eine  den  geometrischen  Ort 
bildet  \\  erden  zwei  mit  einander  stetig  fortrückende  Begrenzungs- 
punkte gemein '5 chaftlich  zwei  Bedingungsgleichungen  unterworfen,  so 
entsteht  daduich  zwischen  zwei  Begrenzungsth eilen  eine  solche  Ab- 
hängigkeit, daas,  wenn  die  Lage  des  einen  willkürlich  angenommen 
wild,  die  Lage  des  andern  daraus  folgt.  Aehnlicher  Weise  ergiebt 
■•leli  iui  andeie  Formen  der  Bedingungsgleichungen  eine  geometrische 
Bedeutung,  wa^  wir  indess  nicht  weiter  verfolgen  wollen. 

20. 
Die  Einführung  der  complexen  Grössen   in  die  Mathematik  hat 
ihren  Ursprung  und  nächsten  Zweck  in  der  Theorie  einfacher*)  durch 

*)  Wir  betrachten  liier  als  Elementaroperationen  Addition  and  Subtraction, 
Multiplication  und  Division,  Integration  und  Differentiation,  und  ein  Abhangigkeits- 
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CirÜEsenoperationen  aus  gedrückter  Abhilngigkeitagesetiie  zwischen  ver- 
änderlichen Grössen.  Wendet  man  nämlich  diese  Äbh an gigkeitsge setze 
in  eiueui  erweiterten  Umfange  an,  indem  man  den  veränderlichen 
Grössen,  auf  welche  sie  sich  beziehen,  complexe  Werthe  giebt,  so  tritt 
eiue  sonst  versteckt  bleibende  Harmonie  und  Regelmässigkeit  hervor. 
Die  Fälle,  in  denen  dies  geschehen  ist,  umfassen  zwar  bis  jetzt  erst 
ein  kleines  Gebiet  —  sie  lassen  sich  fast  sämratlich  auf  diejeuigeu 
AbhängigkeJtege setze  zwischen  zwei  veräiiderliclien  Grössen  zurück- 
führen, wo  die  eine  entweder  eine  algebraische*)  Function  der  andern 
ist  oder  eine  solche  Function,  deren  Differential quotient  eine  alge- 
braische Function  ist  — ,  aber  beinahe  jeder  Schritt,  der  hier  gethan 
ist,  bat  nicht  bloss  den  ohne  Hülfe  der  complexen  Grössen  ge- 
wonnenen Resultaten  eine  einfachere,  geschlossenere  Gestalt  gegeben, 
sondern  auch  zu  neuen  Entdeckungen  die  Bahn  gebrochen,  wozu  die 
Geschichte  der  Untersuchungen  über  algebraische  Functionen,  Kreis- 
oder Exponentialfunctionen,  elliptische  und  Abel'sche  Functionen  den 
Beleg  liefert. 

Es  soll  kurz  angedeutet  werden,  was  durch  unsere  Untersuchunc 
für  die  Theorie  solcher  Functionen  gewonnen  ist. 

Die  bisherigen  Methoden,  diese  Functionen  zu  behandeln,  legten 
stets  als  Definition  eineu  Ausdruck  der  Function  zu  Grunde,  wodurch 
ihr  Werth  für  jeden  Werth  ihres  Arguments  gegeben  wurde;  durch 
unsere  Untersuchung  ist  gezeigt,  dasa,  in  Folge  des  allgemeinen 
Charakters  einer  Function  einer  veränderlichen  complexen  Grösse,  in 
einer  Definition  dieser  Art  ein  Theil  der  Bestimmungs stücke  eine  Folge 
der  übrigen  ist,  und  zwar  ist  der  Umfang  der  Bestimmungsstücke  auf 
die  zur  Bestimmung  nothwendigen  zurückgeführt  worden.  Dies  ver- 
einfacht die  Behandlung  derselben  wesentlich.  Um  z.  B,  die  Gleichheit 
zweier  Ausdrücke  derselben  Function  zu  beweisen,  musste  man  sonst 
den  einen  in  den  andern  transformiren,  d.  h.  zeigen,  dass  beide  für 
jeden  Werth  der  veränderlichen  Grösse  übereinstimmten;  jetzt  genügt 
der  Nachweis  ihrer  Üebereinstimmung  in  einem  weit  geringern  Umfange. 

Eine  Theorie  dieser  Functionen  auf  den  hier  gelieferten  Grund- 
lagen würde  die  Gestaltung  der  Function  (d,  h.  ihren  Werth  für  jeden 
Werth  ihres  Arguments)  unabhängig  von  einer  Bestiramungsweise  der- 
selben durch  Grössenope ratio nen  festlegen,  indem  zu  dem  allgemeinen 
Begriffe  einer  Function  einer  veränderlichen  complexen  Grösse  nur  die 

gesetz  ab   desto   einfacher,   durch  je  weniger  Elementar  Operationen   die  Ab- 
hängigkeit bedingt   wird.     In   der   That   lassen   sicli   durch   eine   endliche   Anzahl 
dieser  Operationen  alle  bis  jetut  in  der  Analysis  benutzten  Functionen  deflniren. 
*)  D.  h.  wo  zwischea  beiden  eine  algebraische  Gleichung  Statt  findet. 
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zur  Bestimmung  der  Fimction  110 th wendigen  Merkmale  hinzugefügt 
würden,  und  dann  erst  zu  den  verschiedenen  Ausdrücken  deren  die 
Function  fähig  ist  übergehen.  Der  gemeinsame  Charakter  einer  Gat- 
tung von  Functionen,  welche  auf  ähnliehe  Art  durch  Grossenoperationen 
ausgedrückt  werden,  stellt  sich  dann  dar  in  der  Form  der  ihnen  auf- 
erlegten Grenz-  und  Unstetigkeitsbediogungen.  Wird  z.  B.  das  Gebiet 
der  Veiüuderlichkeit  der  Grösse  s  über  die  ganze  unendliche  Ebene  A 
einfach  oder  mehrfach  erstreckt,  und  innerhalb  derselben  der  Function 
nur  in  einzelnen  Punkten  eine  ünstetigkeifc,  und  zwar  nur  ein  Unend- 
licliwerden,  dessen  Ordnung  endlich  ist,  gestattet  (wobei  für  ein  un- 
endliches 8  diese  Grösse  selbst,  für  jeden  endlichen  Wcrth  /  ders'elben 
aber  ,   als  ein  unendlich  Grosses  erster  Ordnung  gilt),  so  ist  die 

Function  nothweadig  algebraisch,  und  umgekehrt  erfüllt  diese  Be- 
dingung jede  algebraische  Function, 

Die  Ausführung  dieser  Theorie,  welche,  wie  bemerkt,  einfache 
durch  Grössenoperationen  bedingte  Abhängigkeitsgesetze  ins  Licht  zu 
setzen  bestimmt  ist,  unterlassen  wir  indess  jetzt,  da  wir  die  Betrach- 
tung des  Ausdruckes  einer  Function  gegenwärtig  aussehliessen. 

Aus  demselben  Grunde  befassen  wir  uns  hier  auch  nicht  damit, 
die  Brauchbarkeit  unserer  Sätze  als  Giiindlagen  einer  allgemeinen 
Theorie  dieser  Abhängigkeitsgesetze  darzuthun,  wozu  der  Beweis  er- 
fordert wird,  dass  der  hier  zu  Grunde  gelegte  Begriff  einer  Function 
einer  veränderlichen  complexen  Grösse  mit  dem  einer  durch  Grössen- 
operationen ausdrüekbaren  Abhängigkeit*)  völlig  zusammenfällt.  (') 

21. 

Es  wird  jedoch  zur  Erläuterung  unserer  allgemeinen  Sätze  ein 
ausgeführtes  Beispiel  ihrer  Anwendung  von  Nutzen  sein. 

Die  im  vorigen  Artikel  bezeichnete  Anwendung  derselben  ist,  ob- 
wohl die  bei  ihrer  Aufstellung  zunächst  beabsichtigte,  doch  nur  eine 
apecielie.  Denn  wenn  die  Abhängigkeit  durch  eine  endliche  Anzahl 
der  dort  als  Elementar  Operationen  betrachteten  Grössenoperationen  be- 
dingt ist,  so  enthält  die  Function  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Para- 
metern, was  für  dio  Form  eines  Systems  von  einander  unabhängiger 
Grenz-   und  Unatetigkeitsbedingungen,  die  zu  ihrer  Bestimmung   hin- 

*)  Es  wird  darunter  jede  durch  eiae  endliche  oder  unendliche  ÄQzahl  der 
vier  einfachsten  Eechnnngsoperationen ,  Addition  und  Suhtraotion,  Multip lieation 
und  Division,  ansdtückhare  Abhängigkeit  begriffen.  Der  Ansdruck  Gröseenopera- 
tionen  soll  (im.  Gegensätze  zu  Zahlenuperationen)  solche  Rechnungsoperationen 
andeuten,  bei  denen  die  Conimensurabilitvlt  der  Grössen  nicht  in  Betracht  kommt. 
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reicheD,  den  Erfolg  hat,  dass  unter  ihnen  längs  einer  Linie  in  jedem 
Punkte  willkürlich  zu  bestimmende  Bedingungen  gar  nicht  vorkommen 
können.  Für  unsern  jetzigen  Zweck  schien  es  daher  geeigneter,  nicht 
ein  dortlier  entnommenes  Beispiel  zu  wählen,  sondern  vielmehr  ein 
solches,  wo  die  Function  der  complesen  Veränderlichen  von  einer  will- 
kürlichen Function  abhängt. 


Zur  Veranschaul   li 
selben  die  am  Soliln        d 

1  b  q    m          P 
A  t   fi)       1         hl 

g  b       w      dem- 
tn    h    E  nklei- 

düng.     Es  erscheint  d          1 
von  einer  gegebenen  Fl    I 
Theilen   ähnliohes  Abbld 
also    in  obiger  Form        g  1 

ü  t         1 
ni     h 
1  f  m    1          r 
Lt   fl   j  d      Bt 

b 
d 
l  lt 

d     M     1    hkeit, 

d      kl   nsten 

b          t,   wo 

1     kt  d  s  Ab- 

bildes   eine   Orlscur             d 
(Art.  5)  der  Sinn  d      B 
gegeben  sind.     Wir  1      h 
in  dem  Falle,  wo  j   1  m  P 

w       f         11      1 

1    h     Wm 
1                   f    1      L 
kl     1                 Fl    1 

11                  dm    aber 

1     i,  p     U     d    selben 

un     d          A  fgabe 

E      P    lt  der 

andern  entsprechen       11 
sind,  für  wichen  F  11 

1    1      Fl    1            t 
11       d  m  L  1       t 

h 

is  mm    h  ngend 
th  lt         t 

Zwei  gegebene        f    1 
stets  so  auf  einander  bezog 

mm    h          d 
:en  werden,   dass  jei 

b 
lern 

11    h      können 
Punkte   der  einen 

Ein  mit  ihm  stetig  fortrückender  Punkt  der  andern  entspricht  und 
ihre  entsprechenden  kleinsten  Theile  ähnlich  sind;  und  zwar  kaim  zu 
Einem  innern  Punkte  und  zu  Einem  Begrenzungs punkte  der  ent- 
sprechende beliebig  gegeben  werden;  dadurch  aber  ist  für  alle  Punkte 
die  Beziehung  bestimmt. 

Wenn  zwei  Flächen  T  und  R  auf  eine  dritte  S  so  bezogen  siud, 
daas  zwischen  den  entsprechenden  kleinsten  Theilen  Aehnlichkeit  Statt 
findet,  so  ergiebt  sich  daraus  eine  Beziehung  zwischen  den  Flächen  T 
und  R,  von  welcher  offenbar  dasselbe  gilt.  Die  Aufgabe,  zwei  be- 
liebige Flächen  auf  einander  so  zu  beziehen,  dass  Aehnlichkeit  in  den 
kleinsten  Theilen  Statt  findet,  ist  dadurch  auf  die  zurückgeführt,  jede 
beliebige  Fläche  durch  Eine  bestimmte  in  den  kleinsten  Theilen  ähn- 
lich abzubilden.  Wir  haben  hiernach,  wenn  wir  in  der  Ebene  Ji  um 
den  Punkt,  wo  w  =  0  ist,  mit  dem  Radius  1  einen  Kreis  K  be- 
schreiben, um  unsern  Lehrsatz  darzuthun,  nur  nÖthig  zu  beweisen: 
Eine  beliebige  einfach  zusammenhängende  A  bedeckende  Fläche  T 
kann  durch  den  Kreis  K  stets  zusammenhängend  und  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnlich  abgebildet  werden  und  zwar  nur  auf  Eine  Art  so,  dass 
dem  Mittelpunkte  ein  beliebig  gegebener  imierer  Punkt  Og  und  einem 
beliebig  gegebenen  Punkte  der  Peripherie  ein  beliebig  gegebener  Be- 
grenzungsjiunkt  0'  der  Fläche  T  entspricht. 
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Wir  bezeichnen  die  bestimmteu  Bedeutungen  von  g,  Q  für  die 
Punkte  Og,  0'  durcli  entsprechende  Indices  und  beschreiben  in  T  um 
Od  als  Mittelpunkt  einen  beliebigen  Kreis  @,  welcher  sich  nicht  bis 
zur  Begrenzung  von  T  erstreckt  und  keinen  Windungspunkt  enthält. 
Führen  wir  Polarcoordinaten  ein,  indem  wir  .s  —  ^o  =  »'e'"'  setzen,  so 
wird  die  Function  log  (g  —  2,,)  =  log  r  4-  9i-  Der  reelle  Werth  ändert 
sich  daher  im  ganzen  Kreise  mit  Ausnahme  des  Punktes  Og,  wo  er 
uijendlich  wird,  stetig.  Der  imaginäre  aber  erhält,  wenn  überall  unter 
den  möglichen  Werthen  von  <p  der  kleinste  positive  gewühlt  wird, 
längs  des  Radius,  wo  0  —  Sg  reelle  positive  Werthe  annimmt,  auf  der 
einen  Seite  den  Werth  0,  auf  der  andern  den  Werth  2it,  ändert  sieh 
aber  dann  in  allen  übrigen  Punkten  stetig.  Offenbar  kann  dieser 
Radius  durch  eine  ganz  beliebige  vom  Mittelpunkte  nach  der  Peripherie 
gezogene  Linie  l  ersetzt  werden,  so  dasa  die  Function  log(s —  s^) 
beim  üebertritt  des  Punktes  0  von  der  negativen  (d.  h.  wo  nach 
Art.  8  p  negativ  wird)  auf  die  positive  Seite  dieser  Linie  eine  plötz- 
liche Yermioderung  um  2ni  erleidet,  übrigens  aber  sieh  mit  dessen 
Lage  im  ganzen  Kreise  @  stetig  ändert.  Nehmen  wir  nun  die  com- 
plese  Function  k -\- ßi  von  x,  y  im  Kreise  @  =  log(s  —  Sg),  ausser- 
halb desselben  aber,  indem  wir  l  beliebig  bis  an  den  Rand  verlängern, 
so  an,  dass  sie 

1.)  an   der   Peripherie    von   &  =  log  (s  —  ^„),    am    Kande    vou  T 

bloss  imaginär  wird, 
2)  beim  üebertritt  von  der  negativen  auf  die  positive  Seite  der 

Linie  l  sich  um  —  2iti,  sonst  aber  bei  jeder  unendlich  kleinen 

Ortsänderung  um  eine  unendlich  kleine  Grösse   von  derselben 

Ordnung  ändert, 
was  immer  möglich  sein  wird,  so  erhält  das  Integral 

über  &  ausgedehnt  den  Werth  Null,  über  den  ganzen  übrigen  Theil 
erstreckt  einen  endlichen  Werth,  und  es  kann  daher  a  -\-  ßi  durch 
HiüzufQgung  einer  bis  auf  einen  bloss  imaginäreu  constanten  Rest 
bestimmten  stetigen  Function  von  x,  y,  welche  am  Rande  bloss  imaginär 
ist,  in  eine  Function  t=ni-\-ni  von  s  verwandelt  werden.  Der  reelle 
Theil  m  dieser  Function  wird  am  Rande  =  0,  im  Punkte  Oo  =  —  00 
und  ändert  sich  im  ganzen  Übrigen  T  stetig.  Für  jeden  zwischen  0 
und  —  <Xi  liegenden  Werth  a  von  m  zerfällt  daher  T  durch  eine  Linie, 
wo  «J  =  0;  ist,  in  Theiie,  wo  m<ia  ist  und  die  Oo  im  Innern  ent- 
halten, einerseits  und  andererseits  in  Theiie,  wo  m  >  a  ist  und  deren 
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Begrenzung  tbeils  durch  den  Hand  von  T,  tlieils  dureli  Linien,  wo 
m  =  a  ist,  gebildet  wird.  Die  Ordnung  des  Zusammenhangs  der 
Fläche  T  wird  durch  diese  Zerfäilung  entweder  nicht  geändert  oder 
erniedrigt,  die  Fläche  zerfiillt  daher,  da  diese  Ordnung  =  —  1  ist, 
entweder  in  zwei  Stücke  von  der  Ordnuug  des  Zusammenhangs  0  und 
—  1,  oder  in  mehr  als  zwei  Stücke.  Letzteres  aber  ist  unmöglich, 
weil  dann  wenigstens  in  Einem  dieser  Stücke  m  überall  endlich  und 
stetig  und  in  allen  Th eilen  der  Begrenzung  constant  sein  müss(^, 
folglich  entweder  in  einem  Flächentheil  einen  constanten  Werth,  oder 
irgendwo  —  in  einem  Punkte  oder  längs  einer  Linie  —  einen  Maxi- 
mum- oder  Minimumwerth  haben  miisste,  gegen  Art.  11,  III.  Die 
Punkte,  wo  tn  constant  ist,  bilden  also  in  sich  zurücklaufende  allent- 
halben einfache  Linien,  welche  ein  den  Punkt  Oo  eins c hliess ende s  Stück 
begrenzen,  und  zwar  nimmt  m  nach  Innen  zu  nothwendig  ab,  woraus 
folgt,  dasa  bei  einem  positiven  Umlaufe  (wo  nach  Art.  8  s  wächst)  n 
soweit  es  stetig  ist,  stets  zunimmt,  und  also,  da  es  nur  beim  üeber- 
tritt  von  der  negativen  auf  die  positive  Seite  der  Linie  l  eine  plötz- 
liche Aenderung  um  —  2n*)  erleidet,  jedem  Werth  zwischen  0  und 
2re  Einmal  von  einem  Vielfachen  von  23r  abgesehen  gleich  wird. 
Setzen  wir  nun  e'  =  iv,  so  werden  e'"  und  «  PoJarcoordinaten  des 
Punktes  Q  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  des  Kreises  K.  Die  Ge- 
sammtheit  der  Punkte  Q  bildet  dann  offenbar  eine  über  K  allenthalben 
einfach  ausgebreitete  Fläche  S-,  der  Punkt  Q„  derselben  fällt  auf  den 
Mittelpunkt  des  Kreises;  der  Punkt  Q'  aber  kann  vermittelst  der  in  n 
noch  verfügbaren  Constante  auf  einen  beliebig  gegebenen  Punkt  der 
Peripherie  gerückt  werden,  w.  z,  b.  w. 

In  dem  Falle,  wo  der  Punkt  0„  ein  Windungspunkt  (li  — l)ter  Ord- 
nung ist,  gelangt  man,  wenn  nur  log  (g  —  £„)  durch  --  log  (s  —  s„} 
ersetzt  wird,  durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  zum  Ziele,  deren  weitere 
Ausführung  man  indess  aus  Art,  14  leicht  ergänzen  wird. 


22. 

Die    vollständige   Durchführung    der   üntersnchnng    des   vorigen 
Artikels  für  den  allgemeinern  Fall,  wo  Einem  Punkte  der  einen  Fläche 


*)  Da  die  L  n      7       n  m 

Kinmal  mehr  vi  h  A 

Summe  der  pl6t  1    h  n  A  nl 
daher  stets  ^=  —    ji 


1  lim    n  d      St     k    g  I       n      P  nkt     b 
1       n  B  g    n  11  g  m  1  mal      Im    c 
al  A  n    h  Inn  h  n        1 


y  Google 


der  Functionen  einer  veränderlichen  complescQ  Glosse.  4,3 

raelirere  Punkte  der  andern  entsprechen  sollen,  und  ein  einfacher  Zu- 
sammenhang für  dieselben  nicht  vorausgesetzt  wird,  unterlassen  wir 
hier,  zumal  da,  aus  geometrischem  Gesichtspunkte  aufgefaast,  unsere 
ganze  Untersuchung  sich  in  einer  allgemeinem  Gestalt  hätte  führen 
lassen.  Die  Beschränkung  auf  ebene,  einzelne  Punkte  ausgenommen, 
schlichte  Flächen,  ist  nämlich  für  dieselbe  nicht  wesentlich;  vielmehr 
gestattet  die  Aufgabe,  eine  beliebig  gegebene  Fläche  auf  einer  andern 
beliebig  gegehejien  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abzubilden,  eine 
ganz  ähnliche  Behandlung.  Wir  begnügen  uns,  hierüber  auf  zwei 
Gauss'sche  Äbha,ndlungen,  die  zu  Art.  3  citirte  und  die  disquis.  gen. 
circa  superf.  art  13,  zu  verweisen. 
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Eme  Teränderlichp  completo  Grösse  «  =  «,  +  ^i  heieat  eine  Function  einer 
andern  veriinderhchcn  ürrÖ-iBe  e  =  a,~\-yi,  wenn  sie  mit  ihr  Eich  so  ändert, 

dass  —  von  d2  «nabhaaigig  ist      Diese  Definition  wird  begründet  dnroh 

die  Bemeiliung,  d<iBB  dies  immer  stattfindet,  wenn  die  AbMogigkeit  der 
Grösse  w  von  s  durcb  einen  anilytiseben  Äuadmck  gegeben  ist .  ,  .  . 
Die  Weitlie  der  rer  ndtrlicbcn  oomplesen  Grössen  s  und  w  werden  dar- 
gestellt durch  die  Punkte  O  und  (J)  zweier  Ebenen  A  nnd  B,  ihre  Ab- 
li^ngigkeit  von  einaudei  als  eine  Abbildung  der  einen  Ebene  auf  die  andere. 

I\t  dip  AbhdJigigkeit  eine  tolche  (Ait  1),  dasa  -5—  Yon  de  uaabbäiigig  ist, 
«0  findet  zwiichen  dem  Original  und  Beinern  Bilde  Aehnlichkeit  in  den 
kleinsten  ikeilen  «tatt  

Die  Bedingung,   dasa    -j—  TOn  di:  unabhängig   ist,    ist   identisch  mit  fol- 

,        du       dl      du           ('<!..,  ,  ,  2'm    ,    c'u 

geuden     5— =  5—,   ^5— ■« Aufi   ihnen   folgen    ^5— i+^— ^  =  0, 


Als  Ort  dis  Punktes  O  wird  für  die  Ebene  A  oino  begrenzte  über  die- 
ii'lbe  ausgebreitete  Fläche  T  substituirt.  Windungspuakte  dieser  Flache. 
Ueber  den  Zusammenhang  einer  Fläche 

Das  integral    /   ( rf~~  +  '3    ) '^^'   durch  die  ganie  Fläche  T  erstreckt, 


ist  gleich  —/(X  cos  I  +  y  cos  ij)  ds  durch  ihre  ganze  Begrenzung,  wenn 
X  und  Y  beliebige  m  allen  Punkten  von  T  stetige  Functionen  von  r 
und  y  sind  

8  Emfuhmng  di.r  Coordinaten  s  und  p  des  Punktes  0  in  Beeng  auf  cmo 
beliebige  Linie     Die  gegenseitige  Abhäoagigkeit  des  Vorzpichens  von  ds 

nnd  dp  wird  so  festgesetzt,  dasa  -—  c»  ^  ist  .    .    . 

9  Anwendung  des  Satzes  im  Art  7,  wenn  in  allen  Fläch  entheilen 

10.  Bedingungen,  unter  welchen  im  Innern  einer  A  einfach  bedeckenden 
Fläche  T  eine  Function  m,  welche,  allgemein  zu  roden,  der  Gleichung 
^— j  -j-  ^— j  ^  0  genügt,  nebat  allen  ihren  Differential  quo  tienten  überall 
endlich  und  stetig  ist 
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11     EigPn Schäften  empr    olchen  rnndion 

1^  Bedmgungen  unter  welchen  un  Innern  emet  A  einfach  bedeckenden  ein 
fd,ch  ausammenhingenden  Fläche  T  eine  Function  w  Ton  *  überall  nebst 
allen  ihren  Difterentialquotienten  endbch  und  stetig  ist 

13  Dastet  gkeiteu  einer  Bolchen  Function  in  einem  inneren  P  inkte 

14  AuBdehnung  dei  ba,tze  der  Art  12  und  13  a  if  P  inkte  im  Innern  emei 
beliel  Ige  i  ebenen  Flache 

15  Allgemeine  Eigenschaften  der  Albildun„  einer  m  der  Elene  A  lüs^ebrei 
iet  n  FlwhD  T  auf  eini.  m  dei  tbene  B  ausgolreitete  Fliehe  S  dur(,h 
welche  die  Werthe  einer  Funot  oa       von      geometrisch  dargeetoUt  wcidtn 

le     Das    Inte^ril     TU'''' _ '' ^^  +  f  — -}- ^  1   ;  J      dur(,h     de    gT,aze 

1  Ucl  e  T  cistreckt  erbdlt  bei  Aendeiung  von  a  um  stet  ^e  oder  loch 
nur  m  e  nzelnen  Pmkten  unstetigp  Functionen  die  am  Raule  ^=0  sind 
immer  f  ir  Eiae  einen  Mmimumsweith  und  wenn  man  durch  Abmderuug 
in  emzelnen  Punkten  hebbare  Unatetigkeiten  aiaadiliesst    nui  für  tine 

n  Be^iundung  eines  im  vorigen  Art  vol^usgeBet^ten  Satzes  mittelst  der 
Orrenimethode 

18  Ist  in  emer  beliebigen  zusammenhai  geuden  durch  tiueriji,hii  tte  m  eine 
einfach  zu i ammenbangende  T*  zeilegten  ebenen  Fliiche  T  eme  Function 
c  -|-  (3  1  (un       y  geg  beu    fiii  welche 

\?y       iJ  J 

durch  die  gaaze  Fläche  erstreckt,  endlich  ist,  so  kann  sie  immer  und  nur  auf 
eine  Art  in  eine  Function  von  z  verwandelt  werden  durch  Hinzufügung  einer 
Function  fi  +  t  j  von  x,  y,  welche  so  bedingt  ist:  1)  fi  ist  am  Bande  =^  0, 
*  in  Einem  Punkte  gegeben.  2)  Die  Aenderungen  von  (i  sind  in  T, 
die  Ton  V   in  T*    nur   in   einzelnen  Punkten   und  nur   so   unstetig,    dass 

/P"+gf)"]--/[&)"+©"]---- 

ganze  Hache  endlich  bleiben  und  letztere  an  den  Querschnitten  beider 
scitb  gleich 

Ueberschlag  über  die  binren-henden  und  nothwendigen  Bedingungen  zui 
Bestimmung  einer  Function  complnsen  Arguments  mneihalb  ein  s  ge 
gebenen  (irossengebiets 

Die  f  uhere  BestimmunnS weise  e  ue)  Fmction  d  rch  Gioa^enopi-rationen 
enthalt  il  erflfisai^e  Bestandtheile  Durch  die  hier  dnrchgef  ihrtenBetrach 
tungen  ist  der  Umfang  der  Beshmmimg  stucke  einer  Fun  tion  auf  das 
nothwendige  Mass  zurui-kgefi  brt  ; 

Zwei  gegebene  emfich  zusammenhangende  Flächen  tonnen  ateta  bO  auf 
emandei  bezogen  weiden  dass  jedem  Punkte  der  einen  Em  mit  ihm  stetig 
fortru:,kender  Punkt  dir  andern  entsjiicht  und  ihre  entuj  rechenden  klein 
Eten  Tbeile  ähnlich  sind  und  zwar  kann  /.  i  Einem  inneren  Punkt  und  u 
Lmem  Begrenzungspunkt  der  entsprechende  beliebig  ^eg  ben  wer  1er 
Didirtb  ist  f  r  alle  Punkte  d  e  Bezieh  ing  best  mmt  ; 

Schlus  bemeikingen  ' 
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Anmerkungen. 

(1)  (/ii  Seite  3)     In  It  emanri  >!  I   [leien   fiidet  aii.h   du    tolB^nie  in    lies     Stelln 
„ihonge  /uaatz 

Unter  dem  Aasdnick  die  Grjs  e  «  .iDdeit  sich  stptij  mit  zwi  th  u  dtu 
Cireuaen  -  >=  o  and  '  =  &  »ei&telieii  wir  m  daeaera  Intirvall  entapiicbt  jeder 
unendlich  kleinen  Aenierung  Ton  eine  unendlich  kleine  AendPnmg  von  so 
odei  gieiflichei  aiogediickt  für  eine  belieV  g  gegebene  Giosse  s  lasst  sich 
stets  die  Grosse  a  so  annehmen  dias  innerhalb  eines  Intervalls  für*  welches 
kleiner  als  «  ist  lor  Untersch  ed  zweier  Weith  von  )p  nie  grösser  aU  s  et 
Die  htetigkeit  emci  luncbon  fuhrt  hieinach  auch  wenn  dies  nicht  besonders 
hervorgehoben  ist  ihre  hnstindige  Ei  dhchkeit  mit  sich 
(2|  (zu  Seite  8)  Wenn  hier  nicht  em  Veiaehen  vorhegt  ao  ist  der  Anslruck 
von  der  Linken  zur  Rechten  in  einer  der  gewöhnlichen  tntgeg  enge's  et  iten 
Bedeutung  gebraucht  wonach  der  Sinn  des  Umkreiaens  vom  Standpunkt  eines 
im  Mittelpunkt  auffeeatellten  den  kri,  sendpn  Funkt  mit  den  4ugen  veifolgendeu 
Beobachters  henrtlicilt  wird 
(?)  (zi  Seite  18)  Zui  ErUitcrung  d  ei  ra  Äi  li  i  k  twas  dunkeln  Stelle  kann 
f  I^^ndes  Belsiul  dien  n 

In  dci  beistehenden  Figur  ist  T  eine 
l.ieifn.h  zusammenh  ingende  Fliehe 
(ah)  sei  der  eritt  Quei-ichnitt  q 
Itd)  der  zweite  g  Man  hat  hier  drpi 
■verschiedene  coi  staute  Wcrthditfeienzen 
lei  Fmotion 


-/(4f- 


t!"A„ 


1  unterscheiden.  Diese  seien:  an  der 
Strecke  (uc):  A,  au  der  Strecke  (c6):  B,  an  der  Strecke  (cd):  C.  Durch- 
läuft man  also  zuerst  {cd),  so  kann  hier  C  irgend  einen  Werth  haben.  Durch- 
läuft man  hierauf  (&c),  80  kann  hier  B  einen  andern  beliebigen  Werth  haben. 
An  (ac)  ist  aber  hiernach  die  coustante  Werthdifferenz  A  der  Function  Z 
völlig  bestimmt,  nämlich  (wenu  die  Vorzeichen  passend  bestimmt  werden) 
A  =  B  +  C.  Auf  ä,hnliche  Weise  schlieest  man  allgemein,  daaa,  eo  oft  beim 
Büokwärtsdurchlaufen  des  Quer  seh  nittsjstems  ein  schon  durchlaufener  Quer- 
achnitt  einmöadot,  die  Aenderung,  welche  die  constante  Werth differenz  der 
Function  dadurch  erföhrt,  vollkommen  hestimmt  ist. 
(4)  (zu  Seite  20.)    Die  Formel 
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m'  =  1     anaimmt      wuJ  irch    et      ubei     die    Legrenzvmg    e  ne      rUchen  t  cks 
ausgedehnt,  in   lern  m  die  Voraus hctznn gen  den  Art   1)  e  fallt   TeraeliwiD  let 

^5)  {eu  Seite  30.)  1  is  BeweiaTerfahien  d  s  Ait  16  will  von  Riemann  spater 
(Theorie  der  Abel  btl  eu  F  mctionen  Abh  VI  dieser  Ansgal  o  Kr  3  und  Nr  4 
Art.  1)  als  Dirichlet  aches  Priacip  bezeichnet  (auf  Grund  Dmchlet scb, r 
VoilebUngeu)  Anch  Gauss  wendet  ähnliche  Schlüsse  an  (AUgemoine  Lehr 
Satze  in  Be/iehanK-  auf  die  im  verkehrten  Verhältnisse  des  Quadiafs  der  Ent 
fernnng  wirkenden  Anziehungo  wad  Abstossungskrafte,  Werke  Bd  V)  in 
B]  iterei  ^eit  ist  die  Bündigkeit  dieser  Sthlussweise  angefochten  woiden,  be 
sonders  wivd  und  mit  Eecht,  die  Evidenz  der  Existenz  eines  Minimums  für 
das  Integral  1  leatntten  Die  hichtigkeit  des  ''atzes  selbst,  der  durch  diesen 
Schlnas  bewiesen  werden  soll,  dor  den  fimctionentheoretisohen  Arbeiten  Ton 
Eiimaun  ihien  eigenthümlich  einfachen  und  allgemeinen  Charakter  verleiht, 
ist  durch  neueie  Forschungen  auf  anderer  Grundlage  bewiesen  (Vgl  besonders 
die  einschlagenden  Arbeiten  von  H  A  Schwarz,  Monatsben i-bte  der  Beiliner 
Akademie  Oi-tobei  1870  Joirnal  f  Mathematik  Bd  74  auth  gesammelte  Ab 
handlungen,  und  C  Neumann,  Unt  t".  ichnngen  ubei  das  loganth mische  und 
Newtjnsohe  Potential  Leipzig  1»77  "\orlesingen  über  Riemann  s  Theorie  der 
Abel  sehen  Integrale,  2    Auflage    Leipzig  1884 ) 

(C)  (za  '^elte  33  )  Die  folgenden  Bemerkungen  sind  fast  wortluh  den  in  Riemann  s 
hand'-chiiitlichem  Niclilass  gefindenen  Ent«uifen  iu  Ait  17  entnommen  nnd 
dienen  thtils  zui  Eiliuttiung    theils  ?ur  Ergmzung  der  Unteiinching 

Von  den  Wertl  en  Pj  und  P,  kann  ai(,li  einer  uberaU  =0  genommen 
werden,  wenn  n  u  T  tme  endliche  Bieite  behalt,  wodnrth  unser  Beweis 
auf  den  Fall  anwendbai  wird,  no  die  Unsti-tigke  t  längs  eines  Theils  der  Bt. 
gienzung  eintrite,  oder  durch  Abänderung  von  y  längs  emei  Linie  im  Innern 
entstanden  wlre  Filr  m  ist  deshalb  nitht  geiadezn  der  kleinste  Weith  von 
(li  —  V  y  '"  ^'^'^  angegeben  n  Intervall  von  jj,  und  j>,  gesetzt  dimit  der 
Beneia   lucb   auf  den  Fall   aa\^   ndbac  ist,   wo  y  unendlich  viele  M'niraa  und 

Minima    aloo  z   B    in  di  r  Nahe  dei  UnstetigkeitBlinie  den  Werth  sm  —     hatte 

P 
In  3,hnlich''i  Weise  1  isst  sich  zeigen,  dass  L  über  alle  Grenzen  wachst,  wenn 
1  sich  einer  tuuotion  y  unbegienzt  naheit    die  in  einem  Punkt  0   eo  unstetig 
wird     daas   m    einem   Iheil    einer   mit    dem   Radius   q   um    O     bt,E ehr  ebenen 

Kreislinie  e  —  ,     o  —  für  ein  atirnllich  klunt  s  o  sieh  eiiiei  en  üiuheii  (.renze 
nähern  oder  unendlich  weiden 

Es  I  isst  sich  in  dies  m  Fall  cm  Weith  E  vtn  p  so  annehmtn  diss  uniei 
halb  desselben 


'i/Tffi 


nicht  0  wird.  Bezeichnen  wir  den  kleinsten  Werth  dieser  Grosso  in  diesem 
Intervall  durch  o,  so  wird  der  Beitrag  eines  zwischen  p  =^  Ji  und  ^  =^  r  (wo 
r  <;  1()  enthaltenen  Ereisringes  zu  L 
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_  c 
und   folglich     wenn  m  n  i  =  J  6      "  dnuimmt    >  P      Wählt    md,n    al  o    zi 

Begrenzung  ¥011   T    einBn  Krei      wo  $  <' I  e  bo  wi   1  der  aus  1  m  ul  iifcen 

T  Btammeudp  Thoil  lO  i  i  ui  d  folglict  L  selbst  wie  a,n,h  1  im  Innpm  de 
Kreises  angenommen  werden  möge    ^  C 

[_Di(,Be  Unter  uchung  bezieht  sich  zwar  zonacliBi  auf  einen  Punkt  der  kein 
Wiodungspunkt  ind  kein  Begrenzungspimkt  ist,  eileidet  iber  eine  wesentliche 
Aenüermg  nur  fui  einen  Begienzungepunkt  wo  die  Fläche  eine  Sptze,  d  h 
ihre  Begrenzmg  einan  Ei  ckkehrpunkt  hat  Die  Bestimmnng  eines  C  lades  dei 
Unatetigkeit  welchen  1  nicht  erreichen  kiini  beruht  indpss  auch  hiPr  auf  den 
selben  Principien  und  wir  begnügen  uns  daher  mit  der  An  Icutucg  dieses  Falles  ) 

Eb  liefert  also  wenn  der  FUchentheil  wo  1  nnd  y  verschieden  sind  un 
endbch  klein  wird,  im  Fall  einer  Unstet  gkeitsli nie  T  seilst  im  lall  eines 
Unstetigkeitst  unktea  der  übri{,e  Theil  TOn  T  einen  unendlichen  Beifrag  zu  L 
und  unsere  Behauptung  ist  daher  wenn  die  Unatetigkeit  den  hiei  vorius 
gesetzten  brad  erreicht  gerech tfertij,t  Ihre  G  iltigkeit  in  diesem  Umfang 
genügt  für  uns  ind  in  der  That  wi  d  sie  fur  leithtere  Unstetigkelten  unncbti^ 
wie  z  B  wenn  j  m  der  Entfernung  p  des  Punktes  U  vom  Unstetigkeitspunkt 
-=  (log       I    ui  d  fi  <  i  Ist      Wir   gthen    daher   dem   ersten   Theil  des  Sitzes 

im  Art  16  folgende  Bosohnjikung  Da  Integral  il  hat  m  =  a  -{-  1  gesetzt 
entweder  fir  eine  dei  Functionen  X  ein  Minimum  oder  1  nimmt  während  J2 
sieh  einem  LIb  nsten  Grenzneith  nähert   doch   nur  in   ein/einen  Pmkten  eine 

Uüstetigkeit   la     be    welcher  die   ürlnung   von  —      ;r—    wenn  sie  unenil    1 

C-r      {Ij 
werden    die  E  nheit  muht  erreieht 

Eme  XJnstetinkeit  der  Funchon  gi  die  duieh  Allnderung  eines  fterthes  in 
einem  Punkt  hebbar  ist  muss  z  B  eintreten  wenn  m  der  Fläche  irgendwo 
ein  ''tich  also  ein  einzelner  Beg  pnzur  gaj  unkt  wo  1  =^  0  oe  n  m  Sate  an 
genommen  wurde 
(7)  (au  &e  te  39  )  Spätere  Untersucl  ungen  haben  dargetban  dass  die  Kr^ft  anily 
tiseher  Aubdrucke  weiter  reieht  als  es  nach  diesem.  Aussprueh  von  Biemaim 
len  Anschein  hat  Merkwürdige  Beispiele  hiervon  hat  zuerst  Seidel  gegeben 
(Grelles  Journal  Bd  1A,  S  -79j  dei  unter  anderem  analytische  Ausdrucke 
die  von  '  abhangen  aufgestellt  hat  die  m  einem  Kreis  gleich  einer  beliebigen 
Function  von  ausserhalb  =  0  sind  oder  die  überall  mit  Ausnahme  einei 
Kreisperipherie  =  0  auf  der  Eieispenpher  e  ^  1  sind  Las  t  man  he  timmte 
Integrale  zu  so  kann  man  sog'ir  noch  weiter  gehen  ind  z  B  3.  oder  y  oder 
y«,'  +  y'  als  Function  voi       =  j'  +  j/j   laistellen 

Weieretraas  bat  gezeigt  (zui  Functionentheorie  Monitsbeiichte  der  Berhnei 
Akademie  August  18S0  auch  in  der  Sammlung  von  Abhandlungen  *ius  der 
Fnnctionenlehre  Berlin  18S6  wie  man  unendliche  Reihen  finden  kann  deren 
Glieder  rationalt,  Funct  onen  von  *  sind  die  m  emei  behebigen  Anzahl  vei 
Rchiedener  Gebiete  der  Varial  len  vei  ehie  lene  behebig  gpgnl  fav  F  indioo  n 
von  z  darstellen. 
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Ueber  die  Gesetze  der  Vertheilung  von  Spannungselectricität 

in  ponderabeln  Körpern,  wenn  diese  nicht  als  vollkommene 

Leiter  oder  Nichtleiter,  sondern  als  dem  Enthalten  von  Span- 

nungselectricität  mit  endlicher  Kraft  widerstrebend 

betrachtet  werden. 

(Amtlicher  Bericht  über  die  31.  Versammlung  deutscher  Naturforachec 
und  Aerzte  zu  GSttiiigen  im  September  1854.*) 

Mittelst  der  sinnreiehen  Werkzeuge  für  Spamiimgselectricität, 
welche  Herr  Prof.  Kolilrausch  in  der  gestrigen  Sitzung  dieser  Seetion 
erwähnte,  hat  derselbe  auch  die  Bildung  des  Rüeketandes  in  der  Lej- 
dener  Flasche  und  in  andern  Apparaten  zur  Bindung  von  Electricität 
untersucht.  Diese  Erscheinung  ist  im  Wesentlichen  folgende:  Wenn 
man  eine  Leydener  Flasche,  nachdem  sie  längere  Zeit  geladen  gestan- 
den hat,  entladet  und  sie  dann  eine  Zeit  lang  isolirt  stehen  läsat,  so 
tritt  nach  einiger  Zeit  eine  merkliche  Ladung  wieder  auf.  Sie  führt 
zu  der  Annahme,  dass  bei  der  ersten  Entladung  nur  ein  Theil  der 
geschiedenen  Electricitäts menge  sich  wieder  vereinigte,  ein  Theil  aber 
in  der  Flasche  zurückbiieb.  Den  ersten  Theil  nennt  man  die  dispo- 
nible Ladung,  den  zweiten  den  Rückstand.  Die  Genauigkeit  der 
Messungen,  welche  Herr  Prof.  Kohirauach  über  das  Sinken  der  dis- 
ponibeln  Ladung  und  über  das  Wiederauftreten  des  Rückstandes  an- 
gestellt hat,  reizte  mich,  an  derselben  ein  aus  andern  Gründen  wahr- 
scheinliches Gesetz  zu  prüfen,  welches  eine  in  der  bisherigen  l'heorie 
der  Spannungselectricität  vorhandene  Lücke  ausfüllt. 

Bekanntlich  beziehen  sich  die  mathematischen  Untersuchungen 
über  Spannungselectricität  auf  ihre  Vertheilung  in  vollkommenen  und 
völlig  "isolirten  Leitern;  man  betrachtet  also  die  ponderabeln  Körper 
entweder  als  absolute  Leiter  oder  als  absolute  Nichtleiter.  Eine  Folge 
davon  ist,  dass  nach  dieser  Theorie   sich  beim  Gleichgewicht  die  ge- 


*)  Vortrag  gehalten  am  21,  Sept.  1854. 
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sammte  SpanDungselectrieität  nur  an  den  Grenzflächen  der  Leiter  und 
Isolatoren  ansammelt.  Zagest  and  enermassen  aber  ist  dies  eine  blosse 
Fiction.  Tn  der  Natur  wird  es  weder  einen  Körper  geben,  in  welchen 
durchaus  keine  Spannungselectrieität  eindringen  kann,  noch  einen  Körper, 
in  welchem  sich  die  gesammte  Spannungselectrieität  auf  eine  mathe- 
matische Fläche  zusammenKieheu  kann.  Man  niuss  vielmehr  annehmen, 
dass  die  ponderabeln  Körper  dem  Aufnehmen  oder  dem  Enthalten  von 
Spannungselectrieität  mit  endlicher  Kraft  widerstreben,  und  zwar  ist 
die  Annahme,  deren  Consequenzen  sich  der  Erfahrung  gemäss  zeigen,  die, 
dasa  sie  nicht  dem  electrisch  Werden  oder  dem  Aufnehmen  von  Span- 
nungselectrieität, sondern  dem  electrisch  Sein  oder  dem  Enthalten  von 
Spannungselectrieität  widerstreben.  Das  Gesetz  dieses  Widerstrebens 
ist,  je  nach  der  dualistischen  oder  unitariscben  Vorstellungsart,  folgen- 
des. Nach  der  dualistischen  Vorstellungsart,  nach  welcher  die  Span- 
nungselectrieität der  üebersehuss  der  positiven  Electrieität  über  die 
negative  ist,  muss  man  in  jedem  Punkte  des  ponderabeln  Körpers  eine 
Ursache  annehmen,  welche  mit  einer  der  Dichtigkeit  dieses  Ueber- 
schusses  proportionalen  Intensität  die  Dichtigkeit  der  Eiectricität 
gleichen  Zeichens  —  derjenigen,  welche  im  Ueberschiiss  vorhanden  ist 
—  zu  vermindern  und  die  der  entgegengesetzten  zu  vermehren  strebt. 
Nach  der  unitarischen  Auffassungs weise,  nach  welcher  die  Spannunga- 
eleetrieität  der  üeberschuss  der  in  dem  Körper  enthaltenen  Eiectricität 
über  die  ihm  natürliche  ist,  muss  man  in  jedem  Punkte  desselben  eine 
Ursache  annehmen,  welche  mit  einer  der  Dichtigkeit  dieses  Ueber- 
sehusses  proportionalen  Intensität  die  Dichtigkeit  der  Eiectricität  zu 
vermindern  oder  bei  negativem  Ueberachuss  zu  vermehren  strebt  Ausser 
dieser  Bewegungsursache  hat  man  nun,  wenn  keine  merklichen  ther- 
mischen oder  magnetischen  oder  voltainduc torisehen  Wirkungen  und 
Einflüsse  stattfinden,  und  die  ponderabeln  Körper  gegen  einander 
ruhen,  nur  noch  die  dem  CouiomVschen  Gesetz  gemässe  electromoto- 
rische  Kraft  in  Rechnung  zu  ziehen.  Unter  denselben  Umständen  kann 
man  für  die  Abhängigkeit  der  erfolgten  Bewegung  von  den  Bewegungs- 
ursaehen  Proportionalität  zwischen  electromotorischer  Kraft  und  Strom- 
intensität annehmen. 

Um  diese  Bewegung sgesetze  in  Formeln  auszudrücken,  seien  x,  y,  S 
rechtwinklige  Coordinaten  und  im  Punkte  {x,  y,  z)  zur  Zeit  t  die  Dich- 
tigkeit der  Spannungselectrieität  p,  und  «t  der  431'*  Theil  des'Poten- 
tials  der  gesammten  Spannungselectrieität  nach  Gauss'scher  Definition, 
nach  welcher  das  Potential  in  einem  bestimmten  Punkte  gleich  ist  dem 
Integral  über  sämmtliche  Massen  Spannungselectrieität,  jede  dividirt  durch 
die  Entfernung  von    diesem  Punkte.     Die    dem    Coulomb'schen   Gesetz 
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gemiisse   electromotorische  Kraft  ist  dann,   nach   den  Eichtungen   der 
drei  Äxen  zerlegt,  proportional 


die  von  der  ßeaction  des  pouderabeln  Körpers  herrührende  proportional 

8q  8q  3p 

8x'  dy '  ds 

Die    Coniponenten    der    electromotoriscben    Kraft   können    also    gleieh 
gesetzt  werden 


8x        ^   dx'  dy        ^    dy'  d~z        ^   dz  ' 

■wo  ß^  nur  von  der  Natur  des  ponderabeln  Körpers  abhängt.  Diesen 
sind  nun  die  Compouenten  der  Stromintensität  proportional,  sie  sind 
also  =a^,  ctT},  «£,  wenn  man  durch  |,  »j,  t,  die  Componenten  der 
Strominfcensitüt  und  durch  a  eine  von  der  Natur  des  ponderabeln 
Körpers  abhängige  Constante  bezeichnet. 

Verbindet  man  hiermit  die  phoronomische  Gleichung 

Sq    ,dt    ,dn  j_dS  _., 
dt  '^8x~^dy~^d^  ~^' 

welche  man  erhält,  indem  man  die  in  das  Kaumelement  dxdyde  im 
Z eitel emenfc  dt  einströmende  Electricitäts menge  auf  doppelte  Weise 
ausdrückt,  und  die  Gleichung 

e^  + 0-7  +  0^  =  -^' 

welche  aus  dem  Begriffe  des  Potentials  folgt,  so  erhält  man,  indem 
man  erstere  mit  cc  multiplicirt  und  für  ^,  tj,  g  ihre  Werthe  setzt,  die 
Gleichung 

„  ?i  +  (,  _  (j.  j|!»  +  j!»  +  ^ j  _  0. 

ot     '    '^        "^     \.dx:^    '     cy^    '    dz^' 

Diese  giebfc  für  w  eine  partielle  Differentialgleichung,  welche  in 
Bezug  auf  t  vom  ersten,  in  Bezug  auf  die  Raumcoordinaten  vom 
vierten  Grade  ist,  und  um  von  einem  bestimmten  Zeitpunkte  an  ii 
innerhalb  des  ponderabeln  Körpers  allenthalben  vollständig  zu  be- 
stimmen, werden  ausser  dieser  Gleichung  in  jedem  Puntte  desselben 
Eine  Bedingung  für  die  Anfangszeit  und  für  die  Folge  in  jedem  Ober- 
flächeupunkte  zwei  Bedingungen  erforderlich  sein. 

Ich  werde  nun  die  Consequenzen  dieser  Gesetze  in  einigen  be- 
sonderen Fällen  mit  der  Erfahrung  vergleichen. 

Für  das  Gleichgewicht  (in  einem  System  iaolirfcer  Leiter)  ist 
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2« 
8x 

:  +  ß' 

dg 

—  0; 

■       -%^^ 

11+ 

oder 
oder, 

da 

=  Conat., 

i*' 

11- 

-r 

+  S)  = 

^  Conat. 

Für    die   Sfcromausgleichung    oder    den   Bebarrungs  zu  stand    der   Ver- 
theilung  (im  Schliessungsbogen  constanter  Ketten)  ist 

dt      ^ 
oder 

o-^IS  +  E'  +  ö)-"- 

Wenn  nun  die  Länge  (3  gegen  die  Dimensionen  des  ponderabeln 
Körpers  sehr  klein  ist,  so  nimmt  M  —  Const.  im  erstem  Falle  und  p 
im  zweiten  von  der  Oberfläche  ab  sebr  sebnell  ab  und  ist  im  Innern 
überall  sehr  klein,  und  zwar  ändern  sich  diese  Grössen  mit  dem  Ab- 
stände j)  von  der  Oberfläche  nabe  wie  c  '*.  Dieser  Fall  wird  bei 
den  metallischen  Leitern  angenommen  werden  müssen;  wird  /3  =  0 
gesetzt,  so  erhält  man  die  bekannten  Formeln  für  vollkommene  Leiter. 

Bei  der  Anwendung  dieser  Gesetze  auf  die  Rück standsbil düng  in 
der  Leydener  Flasche  musste  ich,  da  Angaben  über  die  Dimensionen 
der  Apparate  fehlten,  annehmen,  dass  die  Dimensionen  derselben  gegen 
den  Abstand  der  Belegungen  als  unendlich  gross  betrachtet  werden 
dürften.  Mit  der  Ausführung  der  Rechnung  wage  ich  die  verehrten 
Anwesenden  nicht  zu  ermüden  und  begnüge  mich  das  Resultat  der- 
selben anzugeben. 

Aus  den  Messungen  des  Herrn  Prof.  Kohlrausch  hatte  sieb  er- 
geben, dass  die  disponible  Ladung,  ala  Function  der  Zeit  betrachtet, 
nahe  durch  eine  Parabel  dargestellt  wird,  dass  jedoch  der  Parameter 
der  Parabel,  welche  sich  der  Ladungscurve  am  nächsten  anschliesst, 
langsam  abnimmt,  so  dass  wenn  man  die  anfängliche  Ladung  durch  i^, 
die  zur  Zeit  t  durch  Lt  bezeichnet,  — '■— l— ■'-  eine  Grösse   ist,   welche 

y% 

mit  wachsendem  t  allmählich  abnimmt. 

Dasselbe  ergab  sich  aneh  aus  der  Rechnung,  wenn  angenommen 
wurde,  dass  sowohl  k  als  ^  beim  Glase,  wie  dies  von  vorn  herein  zu 
erwarten    war,    sehr    gross    sei    und    als    unendlich    gross    betrachtet 
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werden  dürfe,  während  ilir  Quotient  endlich  bleibt.  Eine  schärfere 
Vergleieliung  der  Rechnung  mit  den  Beobachtungen  habe  ich  nicht  an- 
gestellt, namentlich  aus  dem  Grunde,  weil  mir  Angaben  über  die 
Dimensionen  der  Apparate  und  überhaupt  alle  Mittel  fehlten,  die  wegen 
der  Abweichungen  von  den  Voraussetzungen  der  ßechnung  nöthigen 
Correctionen  zu  bestimmen.  Es  wäre  eine  solche  namentlich  zur  Be- 
stimmung der  eleetrischen  Constanten  des  Glases  zu  wünschen.  Doch 
halte  ich  das  hier  aufgestellte  Gesetz  für  die  Vertheilung  der  Span- 
nuDgselectricität  für  vollkommen  durch  die  Messungen  des  Herrn  Prof. 
Kohlrauseh  bestätigt. 

Ich  darf  wohl  noch  in  der  Kürze  die  Anwendung  dieses  Gesetzes 
auf  einen  andern  Gegenstand  besprechen. 

Bekanntlich  wird  die  Fortpflanzung  der  galvanischen  Ströme  in 
metallischen  Leitern  und  die  in  Folge  derselben  stattfindende  Strom- 
ausgleichung bei  cons tauten  oder  langsam  sich  ändernden  eleetro- 
motorischen  Kräften  durch  die  dabei  auftretende  Spannungselectricität 
bewirkt.  Dieser  Vorgang  ist  wegen  seiner  ungemein  kurzen  Dauer 
und  der  hinzukommenden  thermischen  und  magnetischen  Wirkungen 
nur  in  seinen  Resultaten  der  experimentalen  Forschung  zugänglich, 
und  die  einzigen  experimentellen  Bestimmungen,  welche  wir  darüber 
haben,  sind  die  Messungen  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  Tele- 
grapheudrähten  und  die  Ohui'schen  Gesetze  der  Stromausgleichung. 
Eine  genauere  Analyse  der  Ohm'schen  Gesetze  führt  iiidess  ebenfalls 
zu  der  hier  gemachten  Annahme,  und  ich  wurde  in  der  That  dadurch 
zuerst  auf  sie  geführt. 

Ohm  bestimmt  die  Stromvertheilung  bei  der  Stromausgleichung 
durch  folgende  zwei  Bedingungen: 

1)  Um  die  den  wirklich  erfolgten  Sfcromintensitäten  proportionalen 
electromotorisehen  Kräfte  zu  erhalten,  muss  man  zu  den  äussern  eleetro- 
motorischen  Kräften  Kräfte  hinzufügen,  welche  die  DifFerentialquotieuten 
Einer  Function  des  Orts,  der  Spannung,  sind. 

2)  Bei  der  Stromausgleiehung  strömt  in  jeden  Theil  des  ponde- 
rabeln  Leiters  eben  so  viel  Electricität  ein  als  aus. 

Ohm  glaubte  nun,  dass  die  Spannung,  diese  Function  des  Orts, 
von  welcher  die  inneren  electromotorisehen  Kräfte  die  Differential- 
quotienten sind,  von  der  Spannungaeleetrieität  so  abhinge,  dass  sie 
ihrer  Dichtigkeit  proportional  sei,  welche  Annahme  in  der  That  das 
Zustandekommen  beider  Bedingungen  erklärt.  Aber  es  haben  schon,  fast 
gleichzeitig,  Herr  Prof.  Weber*)  und  Kirch  hoff**)  darauf  aufmerksam 


*)  Abhandlungen  d.  lt.  sächs.  Ges.  d.  W.  1353,  I.  S.  393. 
**)  Po^gendorffs  Annalea.    Bd,  7i>,  S.  506. 
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gemacht,  läass  danu  die  Electricität  im  Gleichgewicht  sein  miisste, 
wenn  sie  den  ponderabeln  Körper  mit  gleich  massiger  Dichtigkeit  er- 
füllte, während  aie  doch  der  Erfahrung  nach  beim  Gleichgewicht  auf 
der  Oberfläche  vertheilt  ist.  Die  Spannung  muss  eine  Function  sein, 
welche  beim  Gleichgewicht  im  ganzen  Leiter  constant  ist,  und  also 
vielmehr  dem  Potential  der  Spaunuugselectricität  proportional  sein, 
und  diese  innem  eleetromotorischen  Kräfte  sind  mit  den  dem  Coulomb- 
schen  Gesetz  gemässen  identisch. 

Diese  Ansicht  über  die  Spannung  wurde  auch  von  den  meisten 
Forschern  angenommen.  Dabei  aber  blieb  es  ununtersucht,  durch  welche 
Ursachen  bei  der  Stromausgleichung  die  zweite  Bedingung  hergestellt 
wurde,  daas  in  jedem  ponderabeln  Körpertheil  die  E le c tri citäts menge 
constant  bleibe. 

Nach  der  dualistischen  Auffassung  muss  sowohl  die  positive  als 
die  negative  Electricitätsmenge  constant  bleiben;  dass  kein  merklicher 
Ueberschuss  Einer  Eiectricität  sich  bilde,  scheint  man,  wenigstens  so 
lange  man  auf  die  Grössenverhältnisse  nicht  näher  eingeht,  aus  der  An- 
ziehung der  entgegengesetzten  Electrici täten  nach  dem  Coulomb'aehen 
Gesetz  erklären  zu  können,  und  man  muss  dann  noch  eine  Ursache, 
dass  die  neutrale  Electricität  in  jedem  Körpertheil  constant  bleibe,  also 
einen  Druck  des  Ponderabile  auf  sie,  annehmen.  Diese  Annahme  habe 
ich  auf  Anregung  des  Herrn  Prof.  Weber  schon  vor  mehreren  Jahren 
der  Rechnung  zu  uuterwerfen  gesucht,  ohne  zu  einem  befriedigenden 
Resultat  zu  gelangen. 

Nach  unitarischer  Auffassung  bedarf  es  nur  einer  Ursache,  welche 
die  in  einem  ponderabeln  Körpertheil  enthaltene  Electricitätsmenge  con- 
stant zu  erhalten  strebt.  Man  wird  so  geradeswegs  zu  der  ohigeu 
Annahme  geführt,  daas  jeder  ponderabele  Körper  Electricität  von  be- 
stimmter Dichtigkeit  zu  besitzen  strebt  und  sowohl  einem  grösseren 
als  einem  geringeren  erfüllt  Sein  widerstrebt.  Das  Gesetz  dieses  Wider- 
atrebens  kann  man  so  annehmen,  wie  es  sich  für  das  Glas  durch  die 
Erfahrung  bestätigt  hat. 

Diese  Betrachtungen  führen  also  dazu,  die  ursprüngliche  Frauklin'sche 
Auffassung  der  electrischen  Erscheinungen  als  diejenige  anzunehmen, 
welche  man  für  das  tiefere  Eindringen  in  den  Zusammenhang  dieser 
Erscheinungen  unter  sich  und  mit  andern  Erscheinungen  zu  Grunde 
zu  legen  und  der  weitern  Aus-  und  Umbildung  nach  den  Geboten  und 
Winken  der  Erfahrung  zu  unterwerfen  hat. 

Möchten  sie  in  dem  Kreise  bewährter  Forseher,  vor  denen  ich  aie  zu 
entwickeln  die  Ehre  hatte,  einer  nähern  Prüfung  werth  gefunden  werden. 
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Zur  'l'heorie  der  Nobili'schen  Farbenringe. 

(AuB  l'oggendotff's  Annalen  der  Physik  und  Chemie.     Bd.  9ö,  28.  März  1855.) 

Die  Nobili'sehen  Farbenringe  bilden  ein  schätzbares  Mittel,  die 
Gesetze  der  Strom  Verzweigung  in  einem  durch  Zersetzung  leitenden 
Körper  experimentell  zu  studiren.  Die  Erzeugungs weise  dieser  Ringe 
ist  folgende.  Man  übergiesst  eine  Platte  von  Platin,  vergoldetem  Silber 
oder  Neusilber  mit  einer  Auflösung  von  Bleioxyd  in  concentrirter 
Kalilauge  und  iässt  den  Strom  einer  starken  galvanischen  Batterie 
durch  die  Spitze  eines  feinen  in  eine  Glasröhre  eingeschmolzenen  Platin- 
drahts in  die  Flu ssigkeits schiebt  ein-  und  durch  die  Platte  austreten. 
Das  Anion,  Bleisuperoxyd  nach  Beetz,  lagert  sich  dann  auf  der  Metall- 
platte in  einer  zarten  durchsichtigen  Schicht  ab,  welche  je  nach  der 
Entfernung  vom  Eintrittspunkte  des  Stroms  verschiedene  Dicke  besitzt, 
so  dass  die  Platte  nach  Entfernung  der  Flüssigkeit  Newton'sehe 
Farbenringe  zeigt.  Aus  diesen  Parbenringen  läsat  sieh  dann  die 
relative  Dicke  der  Schicht  in  verschiedenen  Entfernungen  bestimmen 
und  hieraus  mittelst  des  Faraday'schen  Gesetzes,  nach  welchem  die 
Menge  der  abgeschiedenen  Substanz  der  durchgegangenen  Eleetricitäts- 
menge  allenthalben  proportional  sein  muss,  die  Stromvertbeilung  beim 
Austritt  aus  der  Flüssigkeit  ableiten. 

Der  erste  Versuch,  die  Stromvertbeilung  durch  Rechnung  zu  be- 
stimmen und  das  gefundene  Resultat  mit  der  Erfahrung  zu  vergleichen, 
ist  von  E.  Becquerel  gemacht  worden.  Derselbe  hat  vorausgesetzt, 
dasa  die  Ausdehnung  der  Flüssigkeitssehieht  gegen  ihre  Dicke  als 
unendlich  gross  betrachtet  werden  dürfe,  der  Strom  durch  einen  Punkt 
ihrer  Oberfläche  eintrete  und  sich  nach  den  Ohm'schen  Gesetzen  in 
derselben  ausbreite.  Er  glaubt  nun  bei  diesen  Voraussetzungen  ohne 
merklichen  Fehler  die  Ströniungscurven  als  gerade  Linien  betrachten 
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ZU  können  und  leitet  aus  dieser  Aünalime  das  Gesetz  ab,  dass  die 
Dicke  der  niedergeschlagenen  Schicht  dem  Abstände  vom  Eintritta- 
pnnkte  umgekehrt  proportional  sein  müsste,  welches  Gesetz  er  experi- 
mentell bestätigt  habe. 

Herr  Du-Bois-Reymond  hat  dagegen  in  einem  vor  der  physi- 
kalischen Gesellschaft  zu  Berlin  gehaltenen  Vortrage  gezeigt,  dass  bei 
Voraussetzung  gerader  Strömungslinieu  die  Dicke  der  in  ihrem  End- 
punkte abgeschiedenen  Substanz  vielmehr  dem  Cubus  ihrer  Lange  um- 
gekehrt proportional  sich  ergiebt  und  dadurch  Herrn  Beetz  zu  einer 
Reihe  von  dem  Anschein  nach  bestätigenden  Versuchen  veranlasst, 
welche  in  Poggendorff's  Annalen  Bd.  71,  S.  71  beschrieben  sind  und 
viel  Vertrauen  erwecken. 

Die  genaue  Rechnung  indessen  lehrt,  dasa  die  Voraussetzung 
gerader  Stromungslinien  unzulässig  ist  mid  ein  ganz  falsches  Resultat 
liefert.  Allerdings  sind  die  Stromungslinien,  wenigstens  bei  grösserer 
Entfernung  ihres  Austrittspunktes  (da  sie  zwischen  zwei  sehr  nahen 
Parallel-Linieu  liegen  und  höchstens  einen  Wendepunkt  besitzen),  in 
dem  mittleren  Theile  ihres  Laufes  in  beträchtlicher  Ausdehnung  sehr 
wenig  gekrümmt;  hieraus  aber  darf  man  keineswegs  schliessen,  dass 
sie  ohne  merkliehen  Fehler  durch  gerade  von  ihrem  Eintrittspunkte 
nach  ihrem  Auatrittspunkte  gehende  Linien  ersetzt  werden  können, 
Ich  werde  zunächst  die  bei  genauer  Rechnung  aus  den  Voraussetzungen 
der  Herren  E.  Becquerel  und  Du-Bois-Reymond  fliessenden  Folge- 
rungen entwickeln  und  schliesslich  auf  die  Versuche  des  Herrn  Beetz 
zurückzukommen  mir  erlauben. 

Ich  nehme  an,  dass  der  Eintritt  des  Stromes  in  die  durch  zwei 
horizontale  Ebenen  begrenzte  Flüssigkeits schiebt  in  einem  Punkte  statte 
finde,  und  bezeichne  für  einen  Punkt  derselben  den  Horizontal  abstand 
vom  Einströmungspunkt  durch  r,  die  Höhe  über  der  unteren  Grenz- 
fläche durch  0,  die  Erhebung  seiner  Spannung  über  dio  Spannung  an 
der  oberen  Seite  dieser  Grenzfläche  durch  it.  (^)  Femer  sei  die  Stärke 
des  ganzen  Stromes  8,  der  specifische  Leitungs  wider  stand  der  Flüssig- 
keit w,  im  Einströmung 8 punkt  g  =  cc,  au  der  Oberfläche  s  ^  ß.  Es 
muas  nun  m  als  Function  von  r  und  s  bestimmt  werden;  die  Strom- 
intensität im  Punkte  (r,  0),  welcher  nach  dem  Faraday'schen  Gesetz 
die  gesuchte  Dicke  der  dort  niedergeschlagenen  Schicht  proportional 
sein  muss,  ist  dann  gleich  dem  Werthe  von  —  ^  in  diesem  Punkte. 

Wird  zunächst  vorausgesetzt,  dass  die  Ausdehnung  der  Plilssigkeits- 
schicht  gegen  ihre  Dicke  als  unendlich  gross  betrachtet  werden  dürfe, 
so  sind  die  Bedingungen  zur  Bestimmung  von  w 
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(1) 

für  —  oo  <r  <  oo,  0  <z<(3, 

S^it      .        l     OK      . 

SV  +  T  «r  + 

15=0, 

(2) 

für  —  oo  <)-<oo,  s  =  0, 

.1  =  0; 

(3) 

für  —  oo  <  r  <  c»  ,  ?  =  /J, 

0-0; 

(4) 

für  r_  +  oo,  0<2</?, 

11  eiidlidii 

(5) 

für  r  —  0 ,  «  =  « , 

wS               1 

'           4.  y„  +  ,,_ 

"'"  +  einer 

oder 


'  Vrr  +  (1!  -  a)^l 

stetigen   Function  voq  r,   z,  je  uaclidem   der  Einströmuugspunkt  im 
lüiiern  oder  in  der  Oberfläche  liegt. 
Diesen  Bedingungen  genügt 

„  _  ?i  y  (^  IV.  ( ' -  ^ '       \ 

''-■T.  Vl/rf +  {.  +  amp-«j-         )/rr  +  (2  +  2»p  +  a)-/ 

oder  wenn  man  zur  Vereinfactung  S  =  —  annimmt : 

Setzt  man  u  =  ßj  sin  ^^  -f  %  sin  2  ^^  +  «g  sin  3  ^  +  ■  -,  so  wird 
für  ein  gerades  n  der  Coefficient  a„  ^  0  und  für  ein  ungerades 


= J  (|  fiin  « -^^  ((  +  «)-  «n  H  -^  (;  -  «))  ^t;:^^; 


^     <Ji 


=  2  sin  »  ^-T   /  cos  n  ^^  - — ^ — -  =  2  sm  n  -^   /      . ^ 

Tu   letzterem  Integral  kann  statt  /  auch  2  /  geschrieben  werden. 
Führt  man  für  (  als  Veränderliche  tri  ein,  so  erhält  man 
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(■) 


also 


"_    Ce    "  ^^  ^  dt 


V.    ■  ■"■  iß        (  e       ^(^     dt 

2p  P  Y       ytt  ~  1    ' 

über  alle  positiven  ungeraden  Wertlie  voa  n  ausgedehnt. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Flüssigkeit  bei  r  =  c  begrenzt  sei  und 
zwar  beispielshalber  durch  einen  Nichtleiter,  so  muss  für  r  =  e  0^  =  0 
werden  und  also  zu  dem  oben  erhaltenen  Werth  von  u,  der  darch  w' 
bezeichnet  werden  möge,  noch  eine  Function  m"  hinzugefügt  werden, 
welche  folgenden  Bedingungen  genügt 

(1)  für  —  c  <r<c,  0<s  <ß, 

(2)  für  —  c<r<c,  2  —  0,  «"  —  0; 

(3)  lü,  -c<r<c.!^ß,  ^-0; 

(4)  Kt  r=.  +  c;0<l<ß,  ?^^  —  »£-- 
und  überall  stetig  ist. 

Den  Bedingungen  (1)  bis  (5)  zufolge  niuss  m"  ebenfalls  in  der  Form 
S,s,nf^2  +  i.s,n3f^2  +  *,si„ö^.  +  .,. 
darstellbar  sein,  und  zwar  fliesst  aus  (1)  für  6„  die  Bedingung 

Eine  particuläre  Lösung  dieser  Gleichung  ist,  wie  schon  bekannt, 
—      ■        ;   eine   andere  erhält  man,   wenn  man  dasselbe  Integral 

^     ytt  —  \  ^ 

zwischen  —  1  und  1  nimmt;  die  allgemeinste  ist  also,  wenn  c„  und  y^ 
Constanten  bedeuten, 


oder  wenn  man 


l    e      '^1'     dt    ,  i  c      '^''     ät 

'■J   -W^  +  y-J-W-n 
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/   '/TT r*  durch  f{q),    1  5^=*  durch  9.  (q) 

•/    ytt  —  1  tJ    yl  — -ff 

bezeichnet; 

Die  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen  von  ^  giebt 

y(,)_=.^-^~;  (■) 

es  wird  also  /'(g).  für  2  =  0  unendlich  und  damit  u"  für  r  =  0  s 
bleibe,  muss  c„  =  0  sein;  y«  ergiebt  sich  dann  aus  (4)  gleich 


mithin 


u^  Z"  sin  w  ;;£----„  ;^-{/'^7(^.jy  "■^v'iäv — r~^r^( 

über  alle  positiven  ungeraden  Werthe  von  n  ausgedehnt. 

Zur  Berechnung  von  f(g)   und  ip  (q)  können   für  grosse  Werthe 
von  q  die  halbconvergenten  Reihen 

benutzt  werden,  welche  indess  ihren  Werth  nur  bis  auf  Bruchtheile 
von  der  Ordnung  der  Grösse  e^*^  geben;  genügt  diese  Genauigkeit 
nicht,  so  ist  es  wohl  am  zweckmässigsteu  die  Entwicklungen  nach 
stehenden  Potenzen  von  q  anzuwenden. 


nachlässigung  von  Grössen  von  der  Ordnung  der  Grösse  e 
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__  v(i  ■3...2W^rT)V  p 


■C1(l.a- 

.  .2m  — l)ä(am  +  1)^         fi   ^".| 

^          »!  (2»  - 1)         \    4it;  1 

^(..., 

..am-  1)»  (2m  +  1)  /-  ß   V"      1 

und  die  Dicke  der  Schicht  proportional  U— )    oder  proportional 
'Jt   ■V(l-»--.8"-l)'  / P_V" 


_-V»-.l-:i^^^(i)-: 


yr    ^ 


^.K 


g"t  -   11=  (2»(^^   / p_V" 

i!  {3<«  - 1)         V    i'ic; 


-51  (1  .  3_.  .  ^2m  -l)M2m+  1)  /X.V' 
-^   "  "   m!  (2m  -  1)        "     "  \^^c} 

Dieses  Resultat  bleibt  im  Allgemeinen  auch  richtig,  wenu  statt 
des  Eiustrümungspunktes  eine  beliebige  Umdrehungsfiäche  als  Kathode 
angeuommen  wird;  denn  für  Werthe  von  r  zwischen  c  und  demjenigen 
Wertlie,  bis  zn  welchem  die  Bedingungen  (1)  bis  (3)  gültig  bleiben, 
muss  n  auch  dann  durch  eine  Reihe  von  der  Form 


»  =i7C  dB.  ^-d /■(.-)  -y(.J^)  ^_ 


rxf^^l-hX 


«^ 


dargestellt  werden.    Eine  Ausnahme  würde  nur  eintreten,  wenn  S";  =  0 
würde. 

Die  von  Herrn  E.  Eecquere)  gemachte  und  von  Herrn  Du-Bois- 
Beymond  im  Wesentlichen  beibehaltene  spedelle  Voraussetzung  ist 
die,  dasa  die  Kathode  ein  Punkt  der  Oberflüche,  also  a  ^  ß  sei;  in 
diesem  Falle  ist,  wie  die  geführte  Rechnung  zeigt,  die  Dicke  der  Schicht 
für  grosse  Werthe  von  —  weder  der  Entfernung  vom  Einströmungs- 
punkte,  wie  Herr  Becquerel,  noch  ihrem  Ciibus,  wie  Herr  Du-Bois- 
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Eeymond  gefunden  Hat,  um  gekehrt  proportional,  sondern  sie  nimmt 
mit  wachsenden  —  vielmehr  ab,  wie  eine  Potenz  mit  dem  Exponenten 

— ,   so  dass      — aich  einem  festen  Grenzwerthe schliess- 


lich bis  zu  jedem  Grade  nähert.  Dagegen  ist  das  Gesetz  des  Herrn 
Du-ßois-Eeymond  nicht  bloss  näherungaweise  für  grosse  Wertlie 
von  — ,  sondern  strenge  richtig,  wenn  jS  =  oo  ist,  da  sich  alsdann 

u=y(-  ir  (  —  -.1^—^  - '       ^.\ 


und  folgheh 


yrr  +  iz'-^  «f         V« 


{du\  .  2o 

lä~)       aUl      -  : ■  -:rT 


redueirt.  Die  Yermuthung  aber,  aus  welcher  derselbe  dieses  Resultat 
abgeleitet  hat,  dass  nämlich  die  Strom ungslinien  als  gerade  betrachtet 
werden  dürften,  bestätigt  sich  keineswegs.  Die  Gleichung  der  Strö- 
mungslinien ist 


/(' 


~  dr  ^  r  '^-dg\  ^  v  ^  const. , 


und  zwar  ist  die  Constante,  multiplicirt  mit  — ,  wenn  man  das  Integral 
so  nimmt,  dasa  es  für  r  ==  0  verschwindet,  gleich  dem  innerhalb  der 
Um drehungs fläche  (v  =  const.)  fliessenden  Theile  des  Stromes.  In 
unserem  Falle  also  sind  die  Strömungslinien  die  in  der  Gleichung 

«  =  2 —^-^"       -  +  — ^^~- -^r.  =  const. 

yrr  +  (z  +  ay  —  Vrr  +  (z  -  «)» 

enthaltenen  Linien,  welche  Linien  für  alle  grösseren  Werthe  der  const. 
beträchtlich  von  einer  geraden  abweichen.  Da  Herr  Du-Bois-Reymond 
zwar  die  Annahme  macht,  dass  der  Einstromungspunkt  in  der  Oberfläche 
liege,  seine  ferneren  Schlüsse  aber  nicht  wesentlich  auf  diese  Annahme 
stützt,  so  liegt  wohl  die  Vermuthung  nahe,  dass  bei  den  Versuchen  des 
Herrn  Beetz,  welche  eine  nicht  zu  verkennende  Annäherung  an  das  Ge- 
setz der  Guben  ergeben,  die  Forderung  des  Herrn  Du-Bois-ßeymond, 
dass  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  durch  den  Einströmungspunkt  gehe, 
nicht  berücksichtigt  worden  ist,  sondern  dass  Herr  Beetz,  was  zweck- 
mässiger sein  dürfte,  grössere  Flüssigkeitsmengen  anwandte,  so  dass 
in  der  Reihe  für   1^1 


y  Google 


62  ni.    Znc  Theorie  der  Nobili'aclien  Farbeariiige, 

XI  f _  1)^  /  _  Ji»i+^^. ^^-^ ^ 

die  spateren  Gliedei  odei  doch  ]hre  Summe  gegen  das  erste  vemach- 
labsigt  werden  konnten  In  diesem  Falle  wurden  die  hübschen  Ver- 
suche des  Herin  Beetz  wirklich  als>  ein  Be'neia  anzusehen  sein,  dass 
die  Stiomvertheilung  nahezu  nach  den  ^oi aasgesetzten  Gesetzen  erfolgt 
Sollte  ahei  diese  \ermuthung  inig  t.ein,  &o  wiie  aus  Herrn  Beetz  9 
Veisuchen  zu  sehliessen,  dass  noch  aiideie  Umstände  bei  dei  Berech- 
nung dei  btromveifcheilung  m  Betiai,ht  zu  ziehen  smd  ileien  EimiU 
lung  einer  neuen  expeiimentellen  UnteratichuDg  obliegen  wuidc  ') 

")  In  einer  spiteren  ALhandlung  (Pogn'endorff's  ÄDnaleo  Bil  96  p  22)  lat 
Beetz  auf  diesen  Gegenstand  zurückgekommen  Es  ergit-bt  Bieh  darana  zniiacbat, 
diss  bei  den  Versuchen  von  Beeta  die  Einstromnngsstplle  immer  unmittelbar  an 
der  Oberfläelie  der  Flüssigkeit  lag  und  mithin  die  Veimuthuug  Ton  Kittuann 
irrig  ist  Es  ist  aber  gleichwohl  nicht  nothweadig,  nach  anderen  Umstanden  zu 
suchen,  welche  die  Gesetze  der  Stiomveitheilnng  heemflns-en  könnten,  da  das 
theoretiiche  Resultat  von  Riemann  mit  den  Verziehen  in  noch  vollständigere i 
Ueberemstimmung  steht  ^l'i  das  von  Du  Boii  Reymond,  «le  ans  den  m  dei  et 
wähnten  Abhandlun„'  enthaltenen  Zusammenstellnngen  zu  ersehen  ist 

Am  Aafang  der  achtzigei  Jahre  sind  solche  Versuche  in  ausgedehntem  M'ia'iae 
lind  unter  mannigfai-h  veräodertcn  Umstinden  von  Guöbhard  angestellt  worden 
Die  theoretische  Deutuug,  diu  Guebhaid  seinen  Versuchen  gieht,  stimmt  mit  der 
von  Riemdun  nicht  uberem  B^  sohemt,  dass  bei  diesen  Vorgangen  lusser  der 
Ltitung  der  Electncitat  noch  andere  Liaflusst,  besondeis  die  plcetromoto tische 
Kraft  der  Polaiifation  zu  berui-k-ichtigen  sind  (Lompt  rend  9"  'ii,  94  Joumil 
de  PhjiLque    a)  I    u    11    und  in  der  Ztitachrift  LEkctiiuen)  \^ 
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Anmerkungen. 

(1  ^Zu  Seitp  ''l  Es  13t  liiei  d:c  ^  oiauss&tzuog  gcmarhi  daoB  die  S[  annnüg  (dis 
Potential)  in  d«r  begienzenden  Platte  cooatant  sei  (der  was  damit  gleich, 
bedeutend  ist,  disa  die  Stiomung  überall  aeakreclit  gegen  die  Grenifläi-hB  er 
folgt  Da  die  begrenzende  Pl-ittp  in  den  VeranLhen  von  Metall  let  dessen 
Leitnngafahigkeit  gegen  die  der  Flueaigkeit  auaaerordentlich  groas  ist  so  ist 
diese  Annahme  statthaft  Fin  Bedenken  dagegei  wuide  nur  dann  zu  erheben 
sein,  wenn  d  e  Metallplatte  sehr  diinn  wJ,re  (Vgl  eine  Mittheilung  dea  Heraua 
gebers  Ucher  ttitionaie  Stiumnng  der  Electricitat  in  Plittcn  '  in  den  Nach 
iiLhten  der  Goftwger  Ge  ellschift  der  Wissen&chaften  1889  Ni    6  ) 

(2)  (Zu  Seite  5S )    Die  Umformung 

bernht  auf  dem  Satze,  dasa  bei  der  Integration  einer  Fuuüt  on  complexeTi 
Aigumenta  der  Integrabonaweg  geändert  werden  darf,  wenn  dabei  lein  singu- 
larer Tunkt  uberächritten  wird 

(3)  (Zu  Seite  '■9)  Die  Keihenent Wicklungen  fm  die  Functionen  f%  und  qi(g) 
lassen  sich  aut  elementaiem  Wege  foJgendermaassen  ableiten. 

Die  beiden  Functioneu 

sind  particulüre  Lösungen  der  Differentialgleichung 

-r4  +  -^  —  4«  1=  0. 
dg"        g  dg  ' 

Integnrt  man  diese  Differentialgleichung  durch  eine  nach  steigenden  Potenzen 
von  q  fortschreitende  Eeihe,  so  erhält  man,  wenn  man  einen  constariten  Factor 
durch  q>{0)  ^=  n  bestimmt, 

wenn  man  «ich  des  Gauss  sehen  Zeichens  II(m)  bedient,  das  für  ein  gaai- 
zahhge?  m  die  Bedeutung  12     3  m  oder  ?»'  hat 

Eine  zweitf  p'irticulare  Lhiung  findet  bich  nun    wrnu  man 

setzt  imd  für  1*  eine  I'otenzreihe  TOn  der  Form 
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^  n(m)  n{m) 
ius  der  Differentialgleichung  ableitet. 
Für  die  Coefficienten  am  erhält  man  die  ßecursionBforinel 


«ud  folglich,  wenn  man  den  ersten  unbestimmt  hleibonden  Coefficienten  a„  =  ^{0) 

a^  =  ^(0)  +  1  +  ^  +  .  .  .  +  i  =  Wim), 

worin    W{m)   die   Ton  Gauss   eingeführte  Function   .._£S^ZM  ist.  (Gauss,  Diaq. 
ciTca  ser.  inf.  Werke  Ed.  in,  Seite  163.) 
Setzt  man  also 

SO  mu3s,  wenn  A,  S  noch  zu  bestimmende  Conatanten  aind, 

sein.     Die  Werthe   dieser  Constaoten   erhält   man   aus   9  =  0.     Es  ist  nämlich 
Lim(F(3)  +  ]og3)  =  a'(O), 

und  durch  partielle  Integration: 

m-    f-y--=M^=    f  e-"d  log  (yÜ^qq  +  t) 

J   Vtt  -  qci     J 

^  _  e-^'l  ]0gq  +  2  I  e-'"  log  {ytt-^qq  +  ()  dt, 

him  (f(q)  +  log  9)  =  2  /  c-""  log2tdt=^  I  e~'  log  t  dt  =  W{<1). 

Also   erhält   man  A  ^  1,  B  ^=  0   und   in  TJe  borein  Stimmung  mit  der  Formel 
des  Textes  f(q)  =  ^'{3). 
(4)  (Zu  Seite  59.)    Von  den  beiden  nach  fallenden  Potenzen  von  q  fortschreitenden 
(halbconvergeuten)  Reihen  erhält   man   die   erste,   einschliesslich  der  Genauig- 
Iteitsgreaie,  aus  dem  Integralausdruck 


m 


V^tJ  yjYL  +  2' 
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durch  EntwickluHg  von  l- 1-  2  I  nach  steigenden   Potenzen   von  (  nach 

dem  Taylor'sohen  Lehiaatz  mit  BflckBicht  anf  das  Restglied  Die  zweite  diPser 
Formüln  aber  bot  Rchwieiigkeiton,  die  beieits  H  Hantel  m  einer  Arbeit  über 
die  Cylinderfucctionen  (Bd  I  der  Mithem  Annalen)  hervorhob  Zur  Auf- 
klärung- aollen  mit  Bezugnahme  auf  eine  Abhandlung  des  HeiausgpbeiB  ^Zui 
Theorie  der  BesHel'achen  Functionen,  Mathem  Annalen  Bd  XXWII  '*  404) 
die  folgenden  Bemerkungen  hier  Platz  finden 

Uefinirt  man  mit  Benutzung  einer  jetzt  ubluhcn  Bczfichaiing  zw  ei  Fnnctionpn 
des  complexen  Ai^mentes  x 


-  <-')"(f)" 


wobei,  um  Y{,c)  eindeutig  zu  bestimmen,  log  ^  für  reelle  positive  Werthe  von  a: 

reell  und  die  «-Ebene  durch  einen  längs  des  negativen  TheÜs  der  reellen  Ase 
verlaufenden  Schnitt  begrenzt  angenommen  sei,  so  wird,  indem  wir  q  als  reell 
und  positiv  voraussetzen, 

»(5)_»J(2i5), 

ftl)--|y(ä''s)+"j(2"j)- 
In  der  oben  erwähnten  Arbeit  sind  zwei  Functionen 

definii-t,  durch  die  sich  J{x),  Y{x)  und  folglich  auch  rp{q),  f{q)  ausdrücken  lassen: 

]/5.'V(«)-s.(2i,), 

Nun  folgt  aus  Art.  X  der  genannten  Abliandlung,  dass,  wenn  8,  (Sig),  S^{%ig) 
durch  die  endlichen  Reiheo 


1(-)"^ 


'tt  (l.3...2«-l)' 


2'' 
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ersetzt  werden,  der  Feliler  für  ein  reelles  positJTea  q,  HOtoni  ii  <^-\-ij  und  nicht 
zu  klein  ist,  etwa  von  der  üröaae 

oder,  wenu  man  mit  der  willkürlichen  Zahl  n  möglichst  nahe  an  ig  herangeht, 

ist.     Mit  gleicher  Genauigkeit  kann  man  also  auch 


1/f'""    V2' 


1 1) 


durch  dieaelben  Ausdrucke  darstellen     in  Uebereinitimmu  vg  mit  den  Formeln 
des  Textes 

Ea  darf  hier  natürlich  der  Begriä  dei  lidlbconyergt.nten  Reihe  nicht  in  dem 
be'Uir inkten  Siune  gebraucht  weiden  wonach  iie  '^  immo  1er  m  ersten  Glieder 
einem  beatimmten  Werth  ai  «i  h  i  ahert  dasa  der  Unteischied  immer  kleiner 
lat  ils  da,s  zuletzt  hinzURefugte  Glied  Eine  divergente  Reihe  mit  nur  positiven 
Gliedern  kann  selbstverständlich  jeden  belieb  gen  positiven  Werth  in  dem  Sinne 
genahe  t  darstelkii  dasa  U  r  W  ecth  der  Summe  den  dai zustellenden  Werth 
dnrcli  Hinzufugung  eines  weiteien  (jtl  edes  uberaehreitet  und  dass  also,  wenn 
man  unmittelbar  voi  oder  nich  diesem  Gliede  ablncht  der  Fehler  kleiner 
ist  als  diia  C 1  ed  und  dann  wi  der  fortwihrenl  wachst  Eb  kommt  also  nur 
darauf  an  die  am  zweckmaacigeten  anzuwendende  Gliederzahl  und  die  un- 
gefii  re  Grösse  dea  letzten  dieser  Gliedei  zn  ermitteln  In  dem  vorliegenden 
Fall  ist  dieser  Zweck  erreicht  wenn  man  die  Gliedeizahl  n  möglichst  nahe 
^n  4y  heranruckt 
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IV. 

Beitrüge  zur  Theorie  der  dureli  die  dauss'sche  Reihe 
■'''(«i  /^>  y,  ^)  darstellbaren  Fimetioneii. 

(Aus    dem    siebenten  Bande   der  Abbandinngen   der  Eönigliehea  Gesellschaft   der 
Wissenschaften  zn  Göttingen.     1857.) 

Die  Gauss'sche  Reihe  F  {a,  ß,  y,  x),  als  Function  ihres  vierten 
Elements  x  betrachtet,  stellt  diese  Function  nur  dar,  so  lange  der 
Modul  von  X  die  Einheit  nicht  überschreitet.  Um  diese  Function  in 
ihrem  ganzen  Umfange,  bei  unbeschränkter  Veränderlichkeit  dieses 
ihres  Arguments,  zu  untersuchen,  bieten  die  bisherigen  Arbeiten  über 
dieselbe  zwei  Wege  dar.  Man  kann  nämlich  entweder  von  einer 
linearen  Differentialgleichung,  welcher  sie  genügt,  ausgehen,  oder  von 
ihrem  Ausdrucke  durch  bestimmte  Integrale.  Jeder  dieser  Wege  ge- 
währt eigenthüm liehe  Vortheile;  jedoch  ist  bis  jetzt,  in  der  reichhaltigen 
Abhandlung  von  Kummer  im  15.  Bande  des  mathematischen  Journals 
von  Grelle  und  auch  in  den  noch  unveröffentlichten  Untersuchungen 
von  Gauss*),  nur  der  erste  betreten,  wohl  hauptsächlich  deshalb,  weil 
die  Rechnung  mit  bestimmten  Integralen  zwischen  complexen  Grenzen 
noch  zu  wenig  ausgebildet  war,  oder  doch  nicht  als  einem  grossen 
Leserkreise  geläufig  vorausgesetzt  werden  konnte. 

In  der  folgenden  Abhandlung  habe  ich  diese  Transcendente  nach 
einer  neuen  Methode  behandelt,  welche  im  Wesentlichen  auf  jede 
Function,  die  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  algebraischen 
Coefficienten  genügt,  anwendbar  bleibt.  Nach  derselben  lassen  sich 
die  früher  zum  Theil  durch  ziemlich  mühsame  Rechnungen  gefundenen 
Resultate  fast  unmittelbar  aus  der  Definition  ableiten,  und  dies  ist  in 
dem  hier  vorliegenden  Theile  dieser  Abhandlung  geschehen,  haupt- 
sächlich in  der  Absicht  für  die  vielfachen  Anwendungen  dieser  Function 
in  physikalischen  und  astronomischen  Untersuchungen  eine  bequeme 
üebersicht  über  ihre  möglichen  Darstellungen  zu  geben.  Es  ist  nothig, 
einige  allgemeine  Vorbemerkungen  Über  die  Betrachtung  einer  Function 
bei  unbeschränkter  Veränderlichkeit  ihres  Arguments  vorauf  zuschicken. 

*)  OauBs  Werke.     Bd.  lli  1886.  S.  207.  W. 
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Betrachtet  man  den  Werth  der  unabhängig  veränderlichen  Grösse 
^  "^^  y  -i-  si  zur  leichteren  Auffassung  ihrer  Veränderlichkeit  als  ver- 
treten durch  einen  Punkt  einer  unendlichen  Ehene,  dessen  rechtwinklige 
Coordination  y,  s  sind,  und  denkt  sich  die  Function  w  in  einem  Theile 
dieser  Ebene  gegeben,  so  kann  sie  von  dort  aus  nach  einem  leicht  zu 

beweisenden  Satze  nur   auf  eine  Weise   der  Gleiehuns  ^r-  =  i^r—  ee- 

^    dz  dy    ° 

mass  stetig  fortgesetzt  werden.  Diese  Fortsetzung  muss  selbstredend 
nicht  in  blossen  Linien  geschehen,  worauf  eine  partielle  Differential- 
gleichung nicht  angewandt  werden  könnte,  sondern  in  Flaehenstreifen 
von  endlicher  Breite.  Bei  Functionen,  welche,  wie  die  hier  zu  unter- 
suchende, „mehrwerthig"  sind  oder  für  denselben  Werth  von  x  je 
nach  dem  Wege,  auf  welchem  die  Fortsetzung  geschehen  ist,  mehrere 
Werthe  annehmen  können,  giebt  es  gewisse  Punkte  der  a:-Ebene,  um 
welche  herum  sich  die  Function  in  eine  andere  fortsetzt,  wie  z.  B.  bei 
y{x — a),  log(a; — a),  (a:  — «)",  wenn  ji  keine  ganze  Zahl  ist,  der  Punkt  a. 
Wenn  man  von  diesem  Punkte  a  aus  sieh  eine  beliebige  Linie  gezogen 
denkt,  so  kann  der  Werth  der  Function  in  der  Umgebung  von  a  so 
gewählt  werden,  dass  er  sich  ausserhalb  dieser  Linie  überall  stetig 
ändert;  sie  nimmt  aber  dann  zu  beiden  Seiten  dieser  Linie  ver- 
schiedene Werthe  an,  so  dass  die  Fortsetzung  der  Function  über  diese 
Linie  hinüber  eine  von  der  jenseits  schon  vorhandenen  verschiedene 
l'unction  giebt. 

Zur  Erleichterung  des  Ausdrucks  sollen  die  verschiedenen  Fort- 
setzungen Einer  Function  für  denselben  Theil  der  a;-Ebene  „Zweige" 
dieser  Function  genannt  werden  und  ein  Werth  von  x,  um  welchen 
herum  sich  ein  Zweig  einer  Function  in  einen  andern  fortsetzt,  ein 
„Verzweigungswertb";  für  einen  Werth,  in  welchem  keine  Verzweigung 
stattfindet,  heisst  die  Function  „einändrig  oder  monodrom", 

1. 

Ich  bezeichne  durch 

iaJ>c 
P\a  ß  r 
\aß'y- 
eine  Function  von  x,  welche  folgende  Bedingungeu  erfüllt: 

1)  Sie  ist  für  alle  Werthe  von  x  ausser  «,  h,  c  einändrig  und 
endlich. 

2)  Zwischen  je  drei  Zweigen  dieser  Function  P',  P",  P"'  findet 
eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  Statt, 

c  P'  +  c" P"  -f  c" P'"  =  0. 
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3)  Die  Function  lässt  sich  in  die  Formen 

c„  P<«)  +  c^  P("'),  Cfi  Jp<e^  +  Cfi'  P<ß'>,  Cy  T'-y)  +  Cy.  F<y'> 
mit  constanten  c„,  Ca;  ■  •  -,  Cy-  setzen,  so  dass 

für  X  =  a  einändrig  bleiben  und  weder  Null  noch  unendlich  worden, 
und  ebenso  PW  {x-b)-l^,  P<^'>  (a:— &)--*'  tlir  x  =  b  und  Pl>l  (x-c)-y^ 
Pli"')  (a;— £)"»■'  für  x  =  c.  In  Betreff  der  sechs  Grössen  a,  a,  ...,  y 
wird  vorausgesetzt,  dass  keine  der  Differenzen  « — «',  (5  —  ^',  ;>  —  7' 
eine  ganze  Zahl  und  die  Summe  aller,  u-\-a-\-^-^^-\-^-\-y'=^  1  sei. 
Wie  mannigfaltig  die  Functionen  seien,  welche  diesen  Bedingungen 
genügen,  bleibt  vorläufig  unentschieden  und  wird  sich  im  Laufe  der 
Untersuchung  (Art.  4)  ergehen.  Zu  grösserer  Bequemlichkeit  des  Aus- 
drucks werde  ich  x  die  Veränderliche,  a,  h,  c  den  ersteu,  zweiten, 
dritten  Verzweigungswerth  und  a,  «';  ß,  ß';  y,  y  das  erste,  zweite, 
dritte  Exponentenpaar  der  P-function  ] 


Zuniiehst  einige  unmittelbare  Folgerungen  aus  der  Definition, 

Iahe      1 
a  ß  y   x\    können   die  drei   ersten   Vertical- 
d^y       j 
reihen  beliebig  unter  einander  vertauscht  werden,  sowie  auch  a  mit  a , 
ß  mit  /J",  y  mit  y.     Es  ist  ferner 

iab  c      j  iah'  c      | 

P|«  ß  y   x\  =pß  ß  7  x\, 
\aß'y      \  \aß-y      \ 

wenn  man  für  x'  einen  rationalen  Ausdruck  ersten  Grades  von  x  setzt, 
der  für  x  =  a,h,  c  die  Wertlie  a,  b',  c   annimmt. 
jOool      I 
Für  PJß  ß  y  x\  ,   auf  welche  Function  sich  demzufolge  alle  P- 

functionen  mit  denselben  «,  a,  ■  ■  ■,  y    zurückführen  lassen,   werde  ich 

zur  Abkürzung  auch  blos  P  [   ,  \„    .  x]  setzen. 
\a  ß  y     / 

In   einer   solchen  Function  können   also   von  den   Grössen   a,  et'; 

ß>  ß'i  ?!  y    die  Grössen  jedes  Paars   unter  sich,   sowie  auch  die  drei 

Grössenpaare  beliebig  mit  einander  vertauscht  werden,  wenn  man  nur 

in  der   sich   ergebenden  P-funetion   als  Veränderliche  einen  rationalen 

Ausdruck  ersten  Grades  von  x  subatifuirt,  welcher  für  die  zum  ersten, 
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zweiten,   dritten   Exponentenpaar    dieser   Function   gehörigen  Wertlie 
von  X  die  Werthe  0,  oo,  1   annimmt.     Auf  diese  Weise   erhält  man 

{lie  Function  P  (   ,  ^    ,  a;)  ausgedrückt   durch    P-functionen    mit   den 


Veriinderhchen  x,    \ — x, 


F 

also  auch 


in  anderer  Ordnung. 

der  Definition  folgt  ferner: 

,/  R'  ^,'       \     ^  '  L,'  _L  Ä    /l' ^ 


V?7      I    '        '  |«'+*/i'- 


»=  (1  »)  P  (,„-  ^  j,.  ^;  -  P  (,„.  _|.  ä  ^'  _  ä  _  5  ,•+  ,  -v  ■ 
Durch  diese  Umformung  können  zwei  Exponenten  verschiedener  Paare 
beliebig  gegebene  Werthe  erhalten  und  als  Werthe  der  Exponenten, 
da  zwischen  ihnen  die  Bedingung  a-\-ä-{-^-\-l^-\-y\-Y'^\  statt- 
findet, jedwede  andere  eingeführt  werden,  für  welche  die  drei  Ditfe- 
renzen  a  — «',  ß^ß',  y  —  /  dieselben  sind.  Aus  diesem  Gnmde  werde 
ich  später  zur  Erleichterung  der  Ueborsicht  durch 

sammtliche  iu  der  Form  x^  (1  — j;)'  P  (  ,\,  .x\  enthaltenen  Functionen 
bezeichnen. 

3. 
Es  ist  jetzt  vor  allen  Dingen  nöthig,  den  Verlauf  der  Function 
etwas  genauer  an  untersuchen.  Zu  diesem  Ende  denke  man  sich  durch 
sammtliche  Verzweigungspunkte  der  Function  eine  in  sich  zurück- 
laufende Linie  l  gezogen,  welche  die  Gesammtheit  der  complexen 
Werthe  in  zwei  Grössen  gebiete  scheidet.  Innerhalb  jedes  von  ihnen 
wird  alsdann  jeder  Zweig  der  Function  stetig  und  von  den  übrigen 
gesondert  verlaufen;  längs  der  gemeinschaftlichen  Grenzlinie  aber 
werden  zwischen  den  Zweigen  des  einen  und  des  andern  Gebiets  in  ver- 
schiedenen Begrenzungstheilen  verschiedene  Relationen  stattfinden.  Zu 
ihrer  bequemeren  Darstellung  werde  ich  die  mittels  des  Coefflcienten- 

systems  iS=(  J  aus  den  Grössen  i,  m  gebildeten  linearen  Aus- 
drücke ft  +  3M,  rt  ■\-  SM  durch  (ä)  ((,  m)  bezeichnen.  Es  möge  ferner 
nach  Analogie  der  von  Gauss  vorgeschlagenen  Benennung  „positiv 
laterale  Einheit"  für  -f-  i  als  „positive"  Seitenrichtung  zu  einer  ge- 
gebenen Richtung  diejenige  bezeichnet  werden,  welche  zu  ihr  ebenso 
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liegt,  wie  -^  i  z\i  1  (also  bei  der  üblichen  Darstellungsweise  der  com- 
plexen  Grössen  die  linke).  Demgemäas  macht  x  einen  „positiven  Um- 
lauf um  einen  Verzweigungswerth  a",  wenn  es  sich  durch  die  ganze 
Begrenzung  eines  nur  diesen  «nd  keinen  andern  Verzweigungswerth 
enthaltenden  Gross engebiets  in  einer  gegen  die  Richtung  von  Innen 
nach  Aussen  positiv  liegenden  Richtung  bewegt.  Es  gehe  nun  die 
Linie  I  der  Reihe  nach  durch  die  Punkte  a;  =  c,  x  =  h,  a:  =  a,  und 
in  dem  auf  ihrer  positiven  Seite  liegenden  Gebiete  seien  P',  P"  zwei 
in  keinem  constanten  Verhältnisse  stehende  Zweige  der  Function  P. 
Jeder  andere  Zweig  P"'  lässt  sich  dann,  da  in  der  vorausgesetzter- 
massen  stattfindenden  Gleichung  c  P'  +  c"  P"  +  c'"  P"  ^  0 
c"  nicht  verschwinden  kann,  linear  und  mit  constanten  Coefficienten 
in  P'  und  P"  ausdrüeken.  Nimmt  man  nun  an,  dass  P',  P"  durch 
einen  positiven  Umlauf  der  Grösse  x  um  a  in  (J.)  (P',  P"),  um  h  in 
(B)  (F',  P"),  um  c  in  (C)  (P',  P")  übergehe,  so  wird  durch  die  Coeffi- 
cienten der  Systeme  (-4),  (P),  (C)  die  Periodicität  der  Function  völlig 
bestimmt  sein.  Zwischen  diesen  finden  aber  noch  Relationen  Statt. 
Wenn  nämlich  x  das  negative  Ufer  der  Linie  l  dnrchliluft,  so  müssen 
die  Functionen  P",  P"  die  vorigen  Werthe  wieder  annehmen,  da  der 
durchlaufene  Weg  negativerseits  die  ganze  Begrenzung  eines  Grössen- 
gebiets  bildet,  innerhalb  dessen  diese  Functionen  allenthalben  einändrig 
sind.  Es  ist  dies  aber  dasselbe,  als  ob  der  Werth  x  sich  von  einem 
der  Werthe  c,  J>,  a  bis  zum  folgenden  auf  der  positiven  Seite  fort- 
bewegt, dann  aber  jedesmal  um  diesen  Werth  positiv  herum,  wobei 
(p;  P")  der  Reihe  nach  in  (C)  (P',  P"),  (C)  (B)  (P',  P"),  schliesslich 
in  (CO  (P)  {Ä)  (P;  P")  übergeht.     Es  ist  daher 

(1)  (C)(B)(^)  =  (J;J), 

welche  Gleichung  vier  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  zwölf 
Coefficienten  von  A,  B,  C  liefert. 

Bei  der  Discussion   dieser  Bedingungsgleichungen  beschränke  ich 

mich,  zur  Fixirung  der  Vorstellungen,  auf  die  Function  Pf   >a'-^\i 
'  &  °    '  \a  (i  y     J' 

also  auf  den  Fall,  wenn  a  ^  0,  6  ^  oo,  c  ^  1,  was  die  Allgemeinheit 
der  Resultate  nicht  wesentlich  beeinträchtigt,  und  wähle  für  die  durch 
1,  oo,  0  zu  ziehende  Linie  l  die  Linie  der  reellen  Werthe,  welche,  um 
der  Reihe  nach  durch  c,  h,  a  zu  gehen,  von  —  oo  nach  -f-  oo  ge- 
richtet sein  muss.  Innerhalb  des  auf  der  positiven  Seite  dieser  Linie 
liegenden  Gebiets,  welches  die  complexen  Werthe  mit  positiv  imagi- 
närem Gliede  enthält,  sind  dann  die  oben  charakterisirten  Bestandtheile 
der   Function  P,   die  Grössen  P",  P"',  Pf,  Pi^,  P^  P'',    einändrige 
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Functionen  von  x  und  sind  bis  auf  coustante  Pactoren,  welche  yoü 
der  Wahl  der  Grössen  c„,  c^',  . . .,  c/  abhängen,  völlig  bestimmt, 
wenn  die  Fuucfcion  P  gegeben  ist.  Die  Functionen  F",  P"'  gehen 
durch  einen  positiven  Umlauf  der  Grösse  x  um  0  inP''e''^'",  P^'e"'^"^ 
über  und  ebenso  durch  einen  positiven  Umlauf  dieser  Grösse  um  oo 
die  Functionen  Pf,  F^'  in  F^  e^^"',  F^'  e^'^"'  und  durch  einen  positiven 
Umlauf  um  1  die  Functionen  P»",  F^'  m  pr  ey^"',  P^  ey^^K  Be- 
zeichnet man  den  Werth,  in  welchen  P  durch  einen  positiven  Umlauf 
von  X  um  0  Übergeht,  durch  P',  so  ist,  wenn 

P  =  c„P«  +  c^.F'^',  P'  =  c^e'-^^'P"  +  c^'C'^^'P"'. 
Diese  Ausdrücke  haben  eine  von  Null  verschiedene  Determinante,  da 
n.  Y.  a  —  a    keine  ganze  Zahl  ist,  und  folglich  können  P",  P"*  auch 
umgekehrt  in  P,  P'  also  auch  in  P?,  P/^;  F'  F^'  linear  mit  eonstanten 
Coefficienten   ausgedrückt  werden.     Setzt  man  nun 


P"  =  a^  P^  +  ß^.  F?'  =  «^  Pr  +  a,'  Py, 
P"'=  a'^  F?  +  a'^'F?'  =  k;P*-  +  «>Pv', 

und  Kur  Abkürzung  I   i '     1      ==  (i),       f     M   ^  (c) 

und  die  inversen  Substitutionen  von  (6)  und  (c)  bezw.  =  {&)"'  und 
(c)~^,  so  ergeben  sich  für  die  Functionen  (P",  P^)  die  Substitutionen 

Aus  der  Gleichung  (C)  (P)  (^)  '=  In'  i)  ^"^S*  "'^^  zunächst,  da  die 
Determinante  einer  zusammengesetzten  Substitution  dem  Producte  aus 
den  Determinanten  ihrer  Componenten  gleich  ist, 
1  =  Det  {A)  Det  (B)  Det  (C) 

=  g(„+„-+^+^'+v+r')ä;.*  Det  (6)  Det  (&)-i  Det  (c)  Det  (c)-i 
oder,   da  Det  (&)  Det  (ö)-^  =  1,  Det  (c)  Det  (c)-'  =  1, 
(2)    ß  +  a'  +  ^  +  J^  +  y  +  J''  =  einer  ganzen  Zahl,  womit  die  obige 
Annahme,  dass  diese  Exponentensumme  =  1  sei,  vereinbar  ist. 

Die  übrigen  drei  in  (C)  (B)  (Ä)  =  Ia'  , )  enthaltenen  Relationen 
geben  drei  Bedingungen  für  (fc)  und  (c),  welche  indess  leichter  auf 
folgendem  Wege  gefunden  werden. 

Wenn  x  erst  um  0  und  dann  um  oo  negativ  herumgeht,  so  bildet 
der  durchlaufene  Weg  zugleich  einen  positiven  Umlauf  um  1.  Der 
Werth,  in  welchen  F"  dadurch  übergeht,  ist  daher 

=  Kj,  e-'^"'  Py  +  «^  ei"^'  Py'  ==  («^  e-'"'""  Pf  +  k,^  e-'''^"'  Pi"')  c—^"'. 
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Multiplicirt  man  diese  GleichuDg  mit  einem  willkiir liehen  Factor 
e-'""  und  die  Gleichung 

ay  Py  +  ay'  Py'  =  «^  Pi*  +  aP'  F^'  mit  e""' 
und    aubtrahirt,   so   ergiebt    sich   nach   Äbwerfvmg    eines   allgemeinen 
Factors 

ccy  wiip—yjTte''''*  Fl  +  «/  sjn(ff  — /)jEe>'''''  P>''  = 
ß^  8in(tf+«+,3)jEC-(«+«'''  P*  +  ttf^  sin(6  +  a4-^')«e-l''+f''>'''  P.'*'. 
Aus  ganz  ähnlichen  Gründen  hat  man  auch,  wenn  man  überall  a'  für 
K  setzt,  die  Gleichung 

a,  sin(ff-y)^e^--  Py  +  «;.  sin(ff-/)jre/'--  PV  = 

a^  sin(6  +  ß'4-|5)jr  e-l-'+^'l"'  P^  +  «^  sin(^+R'+j3'}3re-<"'+.^>*  Pf 

mit  der  willkür liehen  Grösse   ff.     Befreit  man  beide  Gleichungen  von 

einer  der  Functionen,  z.  B.  Pi^,  indem   man  ff  demgemäss  bestimmt, 

so   können    sieh    die    tesultirenden  Gleichungen   nur   durch  einen  all- 

semeinen  constauten  Factor  unterscheiden,  da  — ^,  nicht   eoustant  ist. 
Diese  Elimination  von  pi"'  gieht  daher: 


^^      «;         «;ain(L<'+^  +  y')«e-"''''        «;,.  än(«'+ß-+r')™e-«''"- 
und  die  ähnliche  Elimination  von  pi' 

^  _  K,^Bin(c.+P  +  y)«e-"  «'  ^  r^.  ain(« +p-+ y)^  ^-""J 

welches   die  vier  gesuchten  Relationen  sind.     Aus  ihnen  ergeben  sich 

die  Verhältnisse  der  Quotienten  -4- ,    -4- ,    -r,  A-.    Die  Gleichheit  der 
«,'    «^.'  ß,  '   «,. 

beiden    aus    der   zweiten  und  vierten   fliesaenden  Werthe  von  — ^  :  -  i  - 

erhellt  leicht  als  eine  Folge  aus  a-\-(i-^^-\-i^-\-y\-y'  =  l  mittelst 
der  Identität  ein  stc  =  sin  (1  —  s)  je. 

Demnach  sind  von  den  Grössen   -A-,  —,- ,  -'.  ,  —r-  durch  eine  von 

«^     «/     «v      «r- 

ihnen,  z.  B.  -V,  die  übrigen  bestimmt  und  die  drei  Grössen  «<',  a'y,  oL- 

durch  die  fünf  Grössen  a^,  w^,  «,■,  r^,  «j/.  Diese  fünf  Grössen  aber 
hängen  von  den  in  P",  P"',  Pj^,  Pf*',  P»",  ?>■',  wenn  die  Function  P 
gegeben  ist,  noch  willkürlichen  Factoren  oder  vielmehr  von  deren 
Verhältnissen  ab,  und  können  durch  geeignete  Bestimmung  derselben 
jedwede  endliehe  Werthe  erhalten.  Q) 
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Die  soeben  gemachte  Bemerkung  bahnt  den  Weg  zu  dem  Satze, 
dass  in  zwei  P-funetioneii  mit  gleichen  Exponenten  die  denselben  Ex- 
ponenten entsprechenden  Bestandtheile  sieh  nur  durch  einen  constanten 
Factor  unterscheiden. 

In  der  That,  ist  P^  eine  Function  mit  denselben  Exponenten  wie 
P,  so  kann  mau  die  fünf  Grössen  w^,  w^-,  Uy,  «^  und  a'p  bei  beiden 
gleich  annehmen  und  dann  müssen  auch  die  Grossen  k'^-,  r/y,  a'y-  bei 
beiden  übereinstimmen.     Man  hat  also  gleichzeitig: 

^^^^  (P-,  P")  -  (S)  (P/,  Ff)  -  (o)  (py,  pr) 

°° ,. ,      ("P."'  ^.")  =  (»)  (^.''.  -p/)  =  w  w.  ■?.'■), 

loJghch 

(P"Pi"— P'''P,")=Det{fc)(P^P/— P,^'P/)  =  Det(c)(P^P/  — PJ'P/). 
Von  diesen  drei  Ausdrücken  bleibt  der  erste,  mit  x-"-^'  multipHcirt, 
offenbar  für  «  =  0  einändrig  und  endlich;  ebenso  der  zweite,  mit 
x^+^'  ^  ^^a~a'—Y—f+i  multiplicirt,  für  x  ^  xi,  der  dritte,  mit 
(1  —  x)—y—'''  multiplicirt,  für  x=\,  und  dasselbe  gilt  von  allen  drei 
Ausdrücken  für  alle  von  0,  oo,  1  verschiedenen  Werthe  von  x\  es  ist 
daher 

(P"  P,°'  ~  P"'  P,'0  x-"-"-  (1  -  x)-y-^ 

eine  allenthalben  stetige  und  einändrige  Function,  also  eine  Constante. 
Sie  ist  femer  =  0  für  a:  =  oo  und  muss  folglich  allenthalben  =  0  sein. 
Hieraus  folgt 


P/  _P/  _ayF^-/  +  ay.p/  _ 


Die  Function  -—  ist  demnach  einwerthig  und  muss  überdies  allcnt- 

halben  endlich,  also,  w.  z.  b.  ist,  constant  sein,  wenn  noch  bewiesen 
wird,    dass   P"  und  P"'  nicht  zugleich  für  einen   von  0,  1,  oo   ver- 
schiedenen Werth  von  x  verschwinden  können. 
Zu  diesem  Ende  bemerke  man,  dass 


p--;.--p-'^-Dctw(p"«£-p'' 

.Det{o)(P'^-P'-_,^-j, 
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und  folglich  für  a;  =■  0,  oo,  1  unendUcli  klein  YOn  den  Ordnungen 
u  +  u'~-  1,  ^  +  ^'  +  1  =  2  —  a  —  a  —  y  —  /,}■  +  y'  —  1  wird,  übrigens 
aber  stetig  und  einiindrig  bleibt,  so  dass 

eine  allenthalben  stetige  und  einändrigc  Function  bildet,  folglich  einen 
Constanten  Werth  hat.  Dieser  constante  Werth  dieser  Function  ist 
nothwendig  von  Null  verscbieden,  weil  sonst  log  P"  —  log  P"'  = 
const.,  folglich  cc  =  a'  sein  würde  gegen  die  Voraussetzung;  offenbar 
müsste  sie  gleich  Null  werden,  wenn  für  einen  von  0,  1,  co  ver- 
schiedenen Werth  von  x  F"  und  F"  gleichzeitig  verschwänden,  da  -^ , 
-^-^  als  Derivirte  einändrig  und  stetig  bleibender  Functionen  nicht 
unendlich  werden  können. 

Es  werden  daher  P"  und  P'^'  für  keinen  von  0,  1,  oo  verschie- 
denen Werth  von  x  gleichzeitig  =  0,  und  es  bleibt  die  einwerthige 
limine  tion 

P,"  ^  f/  ^  P,'^  ^  r/  __  PJ  ___  P/ 
F"  ~  F"'  ~   F^  ""  P^'  ^  P''  ^  py' 
allenthalben  endlich,  mithin  constant,  w.  z.  b.  w. 

Aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  folgt,  dasa  in  zwei  Zweige  Einer 
P-function,  deren  Quotient  nicht  constant  ist,  jede  andere  P-function 
mit  gleichen  Exponenten  sich  linear  mit  constauten  Coefficienten  aus- 
drücken lässt  und  dass  durch  die  im  Art.  1  geforderten  Eigenschaften 
die  zu  definirende  Function  bis  auf  zwei  linear  in  ihr  enthaltene  Con- 
stanten völlig  bestimmt  ist.  Diese  werden  in  jedem  Falle  leicht  aus 
den  Werthen  der  Function  für  specielle  Werthe  der  Veränderlichen 
gefunden,  am  bequemsten,  indem  man  die  Veränderliche  einem  der 
Verzw ei gungs werthe  gleich  setzt. 

Ob  es  immer  eine  jenen  Bedingungen  genügende  Function  gebe, 
bleibt  freilich  noch  unentschieden,  wird  sieh  aber  später  durch  die 
wirkliche  Darstellung  der  Function  mittelst  bestimmter  Integrale  und 
hypergeometrischer  Reihen  erledigen  und  bedarf  daher  keiner  beson- 
der n  Untersuchung. 

5. 

Ausser  den  für  jedwede  Werthe  der  Exponenten  möglichen  Trans- 
formationen des  Art.  2  ergeben  sich  aus  der  Definition  noch  leicht 
die  beiden  Transformationen: 


y  Google 


76  IV.    Beiträge  znr  Theorie 

jO  oo  1     1  j~l    oo  1         I 

h  ß'  r   \  I  /  2j?-/     J 

wo  nach  dem  Früheren  ^  +  /3'  +  3'  +  I''  =  i  ^c'n  muss,  uaJ 
j  0  oo  1     I  1 1  p  p^  ^     I 

\i  i  y    \  \y'  y  y       ] 

wo  y  -j-  y  ^  \  und  p  eine  imaginäre  dritte  Wurzel  der  Einheit  be- 
zeicimet.  Um  sämmtliche  Functionen,  welche  sich  mit  Hülfe  dieser 
Transformationen  auf  einander  zurückführen  lassen,  bequem  zu  über- 
sehen, ist  es  zweckmässig,  statt  der  Exponenten  ihre  Differenzen  ein- 
zuführen und,  wie  oben  vorgeschlagen,  durch  P(« — a',  ß—^,  y^V,  x) 

sämmtliche  in   der  Form  x'^il—x)'  P(     ,„,    ,  x]  enthaltenen  Func- 
\aß  y      / 

tionen    zu   bezeichnen,    wobei  a  —  a,  ß^ß^,  y  —  y'   die   erste,    zweite, 

dritte  Esponenteudifferenz  genannt  werden  mag. 

Aus  den  Formeln  im  Art.  2  folgt  dann,  dass  in  der  Function 
P  ß,  II,  V,  x) 
die  Grössen  2.,  p,  v  beliebig  in's  Entgegengesetzte  verwandelt  und  be- 
liebig unter  einander  vertauscht  werden  können.  Die  Veränderliche 
nimmt  dabei  einen  der  6  Werthe  a:,  1  —  x,  -  ,  1 — '  ~^ '  i ^ x'  x ~'i 
an,  und  zwar  haben  von  <!en  48  auf  diese  Weise  sich  ergebenden  P- 
functionen  je  acht,  weiche  durch  blosse  Zeichen  an  der  ung  der  Grossen 
^,  (t,  V  aus  einander  hervorgehen,  dieselbe  Veränderliche. 

Von  den  in  diesem  Art.  angegebenen  Transformationen  A  und  B 
ist  die  erste  anwendbar,  wenn  von  den  Esponentendifferenzen  entweder 
eine  gleich  \  oder  zwei  einander  gleich  sind,  die  zweite,  wenn  von 
ihnen  entweder  zwei  =  \  oder  alle  drei  einander  gleich  sind.  Durch 
successive  Anwendung  dieser  Transformationen  erhält  man  daher  durch 
einander  ausgedrückt: 

I.  P  (fi,  V,  1,  x^,  F  (ft,  2v,  n,  X,)  und  P  (v,  2^,  v,  x^), 
wobei  y{l—x^)  =  l  —  2x^,  y fi  —  -^j  ^  1  — 2^:3,  also 

Xg  =  ix^  (1  —  x^)  =  T — ,  _  ■-;  sich  ergiebt. 

II.  F(v,  V,  ,,  X,),  P  (.,  1,  i,  .,),  P  (;,  2»,  |,  it,), 
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I  J   —  ~  =  (Jts'V  ™''  f»lB''=>'  i 


((.'+»,)" 


I  (1      X  )    -  (»+'.)•  <»'+'^.)'  -  (■-".  ('-".»■■  fc„„  „et  I 

4l,  (1— lj_a;,,  =  ___^— ___,   4*,  (1  — I,)-!,—    j,_(,'_^j  ■ 

III,  P  (.',»,  i,  4),  pji.,  2v,  r,  «,), 

Pft,  .-,  i,  X,),  Pa,  2v,  i,  «.), 
vveun  x^  ^=  ^(2  —  x^  — — }  =  4x^  (1  —  x^),  x^  =  Ax^  (1  —  x^). 

Alle  diese  Functionen  könTien  noch  mittelst  der  allgeineinen  Trans- 
formationen umgeformt  und  dadurch  ihre  Exponentendifferenzen  be- 
liebig yertauscht  und  mit  beliebigen  Vorzeichen  versehen  werden. 
Ausser  den  beiden  Transcendenten  II.  und  III.  lässt,  wenn  eine  Ex- 
ponentendifferenz willkürlich  bleiben  soll,  nur  noch  die  Function 
-PC")  \i  i)  =  -^("i  li  "J  ^i'ie  häufigere  Wiederholung  der  Trans- 
formationen A  und  B  zu,  welche  iiidess,  da 

T>  /O   0     0     \ 

i^  I     _      i   *)  =  eoiist.  x"  -\-  const., 

auf  ganz  elementare  Formeln  führt. 

In  der  That  ist  die  Transformation  B  nur  anwendbar  auf  'P{y,v,v) 
oi3er  P  (J,  V,  ■^),  also  nur  auf  die  Transcendente  IL;  die  Trans- 
formation A  aber  lässt  sich  häufiger  als  in  I.  nur  wiederholen,  wenn 
entweder  von  den  Grössen  fi,  v,  2(i.,  2v  eine  gleich  ^  gesetzt  oder  eine 
der  Gleichungen  (i  ^  v,  jt  =  2v,  v  =  Sft  angenommen  wird.  Von 
diesen  Annahmen  führt  fi  =  2v  oder  v  =  2n  auf  die  Transcendente  IT., 
li='V,  sowie  2(1  oder  2v  =  ^  auf  die  Transcendente  III. ,  endlich  (i 
oder  V  =  -J  auf  die  Function  P  (v,  \,  4^). 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Ausdrücke,  welche  man  durch  diese 
Transformationen  für  jede  der  Transcendenten  I — III.  erhält,  ergiebt  sich, 
wenn  man  berücksichtigt,  dass  in  den  obigen  P-functionen  als  Ver- 
änderliche alle  Wurzeln  der  Gleichungen,  durch  welche  sie  bestimmt 
werden,  zulässig  sind  und  jede  Wurzel  zu  einem  Systeme  von  6  Werthen 
gehört,  welche  mittelst  der  allgemeinen  Transformation  für  einander 
als  VeränderHche  eingeführt  werden  können. 

Es  führen  aber  im  Falle  I.  die  beiden  Werthe  von  %  und  Xg, 
welche  zu  einem  gegebenen  x^  gehören,  auf  dasselbe  System  von 
6  Werthen,  so  dass  jede  der  Functionen  I.  durch  P-funetionen  mit  6.3=18 
verschiedenen  Veränderlichen  ausgedrückt  werden  kann. 

Im  Falle  II.  führen  von  den  zu  einem  gegebenen  Werthe  von  x^^ 
gehörigen  Werthen  die  beiden  Werthe  von  Xg  und  x^,  die  6  Werthe 
von  x^  und  von  den  6  Werthen  von  x^  je  zwei  zu  demselben  Systeme 
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von  6  Werthen,  während  die  drei  Werthe  von  X2  zu  drei  verschiedenen 
Systemen  von  je  6  Werthen  führen.  Es  liefern  also  Xy  und  x^  je  drei 
und  Xg,  cc^,  Xf,,  Xg  je  ein  System  von  6  Werthen,  also  alle  zusammen 
ß.lO  =  60  WerthCj  durch  deren  P-functionen  sieh  jede  der  Functionen  II. 
ausdrücken  lässt. 

Im  Falle  lU.   endlieh  liefern  x^,   die  beiden  Werthe   von  X2,  die 
beiden  Werthe. von  j-^,  und  von  den  vier  Werthen  von  x^  je  zwei  ein 
System   von  6  Werthen,  ao   dass  jede  der  Functionen  III.  durch  P- 
functionen  von  6.5=  30  verschiedenen  Veränderlichen  darstellbar  ist. 
In  jeder  P-functiou   komien  nun   ohne  Aenderung  der  Veränder- 
ich en    mittelst    der    allgemeinen    Transformationen    die   Exponenten- 
ifferenzen   beliebige   Vorzeichen    erhalten,   und    also  kann,   da  keine 
ieeer  Exponentendifferenzen  =  0  ist,  eine  und  dieselbe  Function  auf 
8  verschiedene  Arten  als  P-function  derselben  Veränderlichen  dargestellt 
werden.    Die  Anzahl  sämmtlicher  Ausdrücke  betrügt  also  im  Falle  J. 
8.6.3  =  144,  imFaUell.  8 . 6 .  10  =  480,  im  Falle  in.  8.6.5  =  240. 

6. 
Wenn    man    sammtliehe    Exponenten    einer    P-fünctloJi   um   ganze 
Zahlen  ändert,   so  bleiben  in  den  Gleichungen  (3)  Art.  3  die  Grössen 

un  geändert. 

Sind  daher  in  den  Functionen  PI    ,  ^    ,  x) ,  P,  {    '.   J    /  ic )  die 
\a  ß  y     /  ^Ki  ßi  Vi.     / 

entsprechenden  Exponenten  a^  und  a,  etc.,  um  ganze  'Zahlen  ver- 
schieden, so  kann  man  die  acht  Grössen  (c:^)i,  («j*X,  («isOi'  ■  ■  ■  "^^"^ 
acht  Grössen  k^,  tt'^,  a^',  . . .  gleich  annehmen,  da  aus  der  Gleichheit 
der  fünf  willkürlichen  die  Gleichheit  der  drei  übrigen  folgt. 

Nach  der  im  Art.  4  angewandten  Schlussweise  folgt  hieraus: 

P-Pi''''-P"'Pi''.=Det(6)(P-^P/— Pi*'P/0=Det(c)(P''P/'— Pi-'P/O; 
und  wenn  man  von  den  Grössen  a  -\-  a'i  und  «j  +  «',  ß  -{-  ß'i  und 
ßj  -{-  ß',  y  -\-  y'i  und  y^  -j-  /  diejenigen  Grossen  jedes  Paars,  welche 
um  eine  positive  ganze  Zahl  kleiner  sind,  als  die  andern,  durch  a,  ß,  y 
bezeichnet,  so  ist 

(P"  P^"'  -  P"'  Pi"0  sr~^  (1  -  xf^ 
eine  Function  von  x,  welche  einändrig  und  endlich  bleibt  für  3;  =  0, 
3!  ^  1   und  alle  übrigen   endlichen  Werthe  von  x,  für  3:  =  00   aber 


m(«  +  p'  +  /)«<— 

8m(a  +  (J'+  y)ne— '« 

.inC.'+r+y)»^«" 
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der  durch  die  Gauss' sehe  Reihe  F{ce,  ß,  y,  xj  darstellbaren  Punotiönen.      79 

unendlich  wird  Ton  der  Ordnung  —  «  —  7  —  A    folglich   eine  ganze 
Function  F  Yom  Grade  —  tt  —  ß  —  y. 

Mau  bezeichne  nun,  wie  früher,  die  Exponentendifferenzen  a  —  «', 
ß  —  ß',  y  —  /  durch  X,  /i,  v.  In  Betreff  dieser  ergiebt  sich  zunächst: 
ihre  Summe  ändert  sich  um  eine  gerade  Zahl,  wenn  sich  saramtliche 
Exponenten  um  ganze  Zahlen  ändern;  denn  sie  ühertriift  die  Summe 
sämmtlicher  Exponenten,  welche  unverändert  =  1  bleibt,  um 

_  2  («■+(!■+/), 
welche  Grösse  sich  dabei  um  eine  gerade  Zahl  ändert.  Sie  können 
sich  aber  dabei  um  jedwede  ganze  Zahlen  ändern,  deren  Summe 
gerade  ist.  Bezeichnet  man  ferner  aj  —  «i,  ßi  —  ß'i,  y, — yi  durch 
^11  f*ij  *'i  "-^^  durch  z/A,  ^fi,  dv  die  absoluten  Werthe  der 
Differenzen  k  —  X^,  fi  —  /ij,  v  —  Vj,  so  ist  von  den  Grössen  a -\- a'i 
und  ß'+K,  diejenige,  welche  um  die  positive  Zahl  ^A  kleiner  ist  als 
die  andere 


,  also 


^+_^i_+_^±_^ 


und  ebenso 


P  2  2 

- ^  „    y  +  y'i  +  y"  +  Vi 

'2  2  ' 

Der  Grad   der   ganzen  Function  F,  welcher  gleich   der  Summe  dieser 
Gtösaen  ist,  ergiebt  sich  daher 


Sind  j.tei  p (",  i  ''.x),  p.  (":  ^;  J-i  ,),  F.  h  ^'  '■;  x)  tei 

Functionen,  in  welchen  sich  die  entsprechenden  Exponenten  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  so  fliesst  aus  diesem  Satze  mittelst  der  identi- 
schen Gleichung 

P"  (Pi"'  P/'  -  ?/■■  Pg"")  +  P/'  (P/'  P"'  —  P,"'  P") 
+  Pa«>  (P"  P/-  —  P"'  P/O  =  0 
der  wichtige  Satz,   dass   zwischen   ihren  entsprechenden  Gliedern  eine 
lineare    homogene    Gleichung    stattfindet,    deren   Coefficienten    ganze 
Functionen  von  x  sind,  und  dass  also 

„sämmtliche   P-functionen,    deren    entsprechende  Exponenten   sich 
um   ganze  Zahlen   unterscheiden,  sich  in  zwei  beliebige  von  ihnen 
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linear  mit  rationalen  Fuaetionen  von  x  als  Coefficienten  ausdrücken 
lassen". 
Eine  specielle  Folge  aus  den  Beweisgründen  dieses  Satzes  ist,  dass 
sich  der  zweite  Differentialquotient  einer  P-function  linear  mit  rationalen 
Functionen  als  Coefficienten  in  den  ersten  und  die  Function  selbst 
ausdrücken  liisst,  und  also  die  Function  einer  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügt. 

Beschränkt  man  sieh,  um  ihre  Ableitung  möglichst  zu  verein facJien, 
auf  den  Fall  ^^  =  0,  auf  welchen  der  allgemeine  nach  Art.  2  leicht 
zurückgeführt  wird,  und  setzt  F  =  y,  F"  =  y,  F"'  =  y",  so  ergiebt 
sich,  dass  die  Functionen 

.     dy"  „     dy' 

^  dlogx        ^    rf  log  a: ' 
d'^y        t,  ä^y"       • 

d log x'  ■^  rflog x^  ^  ' 

A\J        d^y" djr__  _^y'_ 

d  log  X  d  log  ai'        d  log  x  d  log  x^ 

mit  'X~''~"'  (1  —  a:)~'''+^  multiplicitt,  endlich  und  einändrig  bleiben 
für  endliche  Werthe  von  x  und  unendhch  von  der  ersten  Ordnung  werden 
für  x  =  <x>,  und  dass  überdies  das  erste  dieser  Producte  för  x  =  1 
unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  wird.     Für 

y  =  const/  ^  -|-  conat."  y' 
findet  daher  eine  Gleichung  von  der  Form  statt 

(1  -  »^)  ¥Wi=  -  (-*  +  ^""i  irlr.  +  (^'  -  ^•»^) » - ». 

in  welcher  A,  B,  Ä,  B,  noch  zu  bestimmende  Coustanten  bezeichnen. 
Nach  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  lässt  sich  eine 
Lösung  dieser  Differentialgleichung  nach  um  1  steigenden  oder  fallenden 
Potenzen  in  eine  Reihe 

entwickeln,  und  zwar  wird  der  Exponent  /i  des  Anfangs  gl  iedea  im 
ersten  Falle,  wo  er  der  niedrigste  ist,  durch  die  Gleichung 

;i.a  —  ^ft  +  .4'  =  0, 
und  im  zweiten,  wo  er  der  höchste  ist,  durch  die  Gleichung 

ft.u  +  .Bft  +  B"  =  0 

bestimmt.    Die  Wurzeln  der  ersteren  Gleichung  müssen  a  und  a,  die 

der  letztem  —  (3  und  —  ß'  sein  und  folglich  ist 

A  =  a  -^  a,  Ä  ^  au, 

B-f  +  ß-,  K-fß', 
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der  durch  die  Ganss'sche  Eeihe  F{a,  ß,  y,  x)  darBtellbacen  Functionen.      81 

lind  es  genügt  die  Function  F  i   ,  \,    ,  äJ  =  )/  der  Differentialgleichung 

(!-»)«??-'«  +  '''  +  »  +  «"' ?^t +  ("■-""■  »=)»-"■ 

Es  bestimmen   sich  femer  die  Coefflcienten  aus  einem  von  ihnen 
mittelst  der  Recursionsformel 


(■ 

»  +  (!)(« 

•  +f'} 

(»+ 

1  -  -)  (• 

COHSt. 

•  +  i- 

")' 

-  «■ 

)  n(-. 

. -P) 

11  (- 

-      n  (»  -  «)  n  (. 

Demnaeh  bildet  die  Reihe 

j  -  Comt  s  „-(„—--,-  „-^_:-.-,  -jf(- i--rj)TS7:r^  -y,. 

sowohl  wenn  die  Exponenten  von  a  oder  a  an  um  die  Einheit  steigen, 
als  auch  wenn  sie  von  —  ß  oder  —  ß'  an  um  die  Einheit  fallen,  eine 
Lösung  der  Differentialgleichung  und  zwar  bezw.  diejenigen  parti- 
cularen  Lösungen,  welche  oben  durch  P",  P"',  P'^,  P^*  bezeichnet 
worden  sind. 

Nach  GausSj  welcher  durch  F{a,li,c,x)  eine  Keihe  bezeichnet, 
in  welcher  der  Quotient  des  («  +  l)ten  Gliedes  in  das  folgende 
^  T^-^-^M"  v— 1  "^  "°^  "^^  erste  Glied  =  1  ist,  lässt  sieb  dieses 
Resultat  für  den  einfachsten  Fall,  für  a  ■=  0,  so  ausdrücken 

P'  (",  y^'")-  Com*-  -f  (A  ß'.  1  -  '.  ') 
oder 

Aus  demselben  erhält  man  auch  leicht  einen  Ausdruck  der  P- 
funetion  durch  ein  bestimmtes  Integral,  indem  man  in  dem  allgemeinen 
Gliede  der  Reihe  für  die  77-functionen  ein  Euler' sches  Integral  zweiter 
Gattung  einführt  und  dann  die  Ordnung  der  Summation  und  Integration 
vertauscht.     Auf  diese  Weise  findet  man,  dass  das  Integral 

x"  (1  -  x)y  l's-"'-:^'-/  (]  -  s)-"'-''-^  (1  -  xsy-'-p'-y  ds 

von  einem  der  vier  Werthe  0,  1,  — ,  co  bis  zu  einem  dieser  vier  Werthe 

auf  beliebigem  Wege  erstreckt  eine  Function  P  (    ,    ,    ,  xj  bildet  und 

bei  passender  Wahl  dieser  Grenzwerthe  und  des  Weges  von  einem 
zum  andern  jede  der  sechs  Functionen  P",  F!',  .  . .,  P'"'  darstellt.  (^)  Es 


y  Google 


82  IV.    BeitHlge  zur  Theorie 

lUsat  sieh  aber  auch  direct  zeigen,  dass  das  Integral  die  charakteristi- 
schen Eigenschaften  einer  solchen  Function  besitzt.  Es  wird  dies  in 
der  Folge  geschehen,  wo  dieser  Ausdruck  der  P-function  durch  ein 
bestimmtes  Integral  zur  Bestimmung  der  in  P«,  F"',  . .  noch  willkürhch 
gebliebenen  Factoren  benutzt  werden  soll;  und  ich  bemerke  hier  nur 
noch,  dass  es,  um  diesen  Ausdruck  allgemein  anwendbar  zu  machen, 
einer  Modification  des  Weges  der  Integration  bedarf,  wenn  die  Function 
unter  dem  Integralzeichen  für  einen  der  Werthe  0,  1,— ,  co  so  un- 
ondlich  wird,  dass  sie  die  Integration  bis  an  denselben  nicht  zulässfc.  {^) 

8. 
Zufolge  der  im  Art.  2   und  dem  vorigen  erhaltenen  Gleichungen 

Const.  x"  (i —. xf  F (ß -j- tc  ~\- Y,  ß--{-cc-\-y,  «-«'+!,  x) 
fliesst  aus  jedem  Ausdrucke  einer  Function  durch  eine  P-function  eine 
Entwicklung  derselben  in  eine  hypergeometrische  Eeihe,  welche  nach 
steigenden  Potenzen  der  Veränderlichen  in  dieser  P-function  fort- 
schreitet. Nach  Art.  5  giebt  es  8  Darstellungen  einer  Function  durch 
P-functionen  mit  derselben  Veränderlichen,  welche  durch  Vertauschung 
zusammengehöriger  Exponenten  aus  einander  erhalten  werden,  also 
K.  B.  8  Darstellungen  mit  der  Veränderlichen  x.  Von  diesen  lieferji 
aber  je  zwei,  welche  durch  Vertauschung  ihres  zweiten  Paares,  ß  und 
/3',  aus  einander  entstehen,  dieselbe  Entwicklung;  man  erhält  also  vier 
Entwicklungen  nach  steigenden  Potenzen  von  x,  von  denen  zwei,  welche 
durch  Vertauschung  von  y  und  y  aus  einander  erhalten  werden,  die 
Function  P",  die  beiden  andern  die  Function  P"'  darstellen.  Diese 
vier  Entwickinngen  convergiren,  so  lange  der  Modul  von  x  <.l,  und 
divergiren,  wenn  er  grösser  als  1  ist,  während  die  vier  Reihen  nach 
fallenden  Potenzen  von  x,  welche  Pf  und  PJ*'  darstellen,  sieh  um- 
gekehrt verhalten.  Für  den  Fall,  wenn  der  Modul  von  x  gleich  1  ist, 
folgt  aus  der  Pourier'schen  Reihe,  dass  die  lleihen  zu  convergiren 
aufhören,  wenn  die  Function  für  x  ^=  1  unendlich  von  einer  hohem 
Ordnung  als  der  ersten  wird,  aber  convergent  bleiben,  wenn  sie  nur 
unendlich  von  einer  niedrigem  Ordnung  als  1  wird  oder  endlich  bleibt.  (_*) 
Es  convergirt  also  auch  in  diesem  Falle  nur  die  Hälfte  der  8  Ent- 
wicklungen nach  Potenzen  von  x,  so  lange  der  reelle  Theil  von  / — y 
nicht  zwischen  —  1  und  -]-  1  liegt,  und  sie  convergiren  sämmtlich, 
sobald  dieses  stattfindet. 
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Demnach  hat  man  zur  Darstellung  einer  P-function  im  ÄUgemeiEen 
24  verschiedene  hypergeometrische  Reihen,  welclie  nach  steigenden  oder 
fallenden  Potenzen  von  drei  verschiedenen  Grössen  fortschreiten,  und 
von  denen  für  einen  gegebenen  Werth  von  x  jedenfalls  die  Hälfte,  also 
zwölf  convergiren.  Im  Falle  I.  Art.  5  sind  alle  diese  Anzahlen  mit 
3,  im  Falle  II.  mit  10,  im  Falle  III.  mit  5  zu  raultipliciren.  Am 
geeignetsten  zur  numerischen  Rechnung  werden  von  diesen  Reihen 
meistens  diejenigen  sein,  deren  viertes  Element  den  kleinsten  Modul  hat. 

Was  die  Ausdrücke  einer  P-function  durch  bestimmte  Integrale 
betrifit,  die  sich  durch  die  am  Schlüsse  des  vorigen  Art  aus  den  Trans- 
formationen des  Art.  5  ableiten  lassen,  so  sind  diese  Ausdrücke  sammt- 
lich  von  einander  verschieden.  Man  erhalt  also  im  Allgemeinen  48, 
im  Falle  I.  144,  im  Falle  II.  480,  im  Falle  III.  240  bestimmte  Inte- 
grale, welche  dasselbe  Glied  einer  P-function  darstellen  und  also  zu 
einander  ein  von  x  unabhängiges  Verhaltniss  haben.  Von  diesen  lassen 
sich  je  24,  welche  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Vertauscbungen  der 
Exponenten  aus  einander  hervorgehen,  auch  in  einander  transformireu 
durch  eine  solche  Substitution  ersten  Grades,  dass  für  irgend  drei  von 
den  Werthen  0,  1,  oo,  —  der  Integrationsveränderlichen  s  die  neue 
Veränderliche  die  Werthe  0,  1,  oo  annimmt.  Die  übrigen  Gleichungen 
erfordern,  soweit  ich  sie  untersucht  habe,  zu  ihrer  Bestätigung  durch 
Methoden  der  Integralrechnung  die  Transformation  von  vielfachen 
Integralen. 
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Selbstanzeige  der  vorstehenden  Abhandlung. 

(Göttinger  Naclirichten,  1857,  Nr.  1.) 

Am  6.  November  1856  wurde  der  königlichen  Societät  eine  von 
ihrem  Assessor,  Herrn  Doctor  Riemann,  eingereichte  mathematische 
Abhandlung  vorgelegt,  welche  „BeitrSge  zur  Theorie  der  durch  die 
Gauss'sche  Reihe  F  (a,  ß,  y,  x)  darstellbaren  Functionen" 
enthält. 

Diese  Abhandlung  ist  einer  Clasae  von  Functionen  gewidmet, 
welche  bei  der  Lösung  mancher  Aufgaben  der  mathematischen  Physik 
gebraucht  werden.  Aus  ihnen  gebildete  Reihen  leisten  bei  schwierigeren 
Problemen  dieselben  Dienste,  wie  in  den  einfacheren  Fällen  die  jetzt 
so  vielfach  angewandten  Reihen,  weiche  nach  Cosinus  und  Sinus  der 
Vielfachen  einer  veränderlichen  Grösse  fortschreiten.  Diese  Anwen- 
dungen, namentlich  astronomische,  scheinen,  nachdem  schon  Euler  sich 
aus  theoretischem  Interesse  mehrfach  mit  diesen  Functionen  beschäftigt 
hatte,  Gauss  zu  seinen  Untersuchungen  über  dieselben  veranlasst  zu 
haben,  von  denen  er  einen  Theil  in  seiner  der  Kon.  Soc.  im  J.  1812 
übergebenen  Abhandlung  über  die  Reihe,  welche  er  durch  F(a,  ß,  y,  x) 
bezeichnet,  veröffentlicht  hat. 

Diese  Reihe  ist  eine  Reihe,  in  welcher  der  Quotient  des  (w  -|-  1)  teu 
Gliedes  in  das  folgende 

__  (n  +  «)  (w  +  ß) 
(„  +  1)  („  +  j,)  -^ 

und  das  erste  Glied  ^  1  ist.  Die  iür  sie  jetzt  gewöhnliche  Benennung 
hypergeometrische  Reihe  ist  schon  früher  von  Johann  Friedrich  Pfaff 
für  die  allgemeineren  Reihen  vorgeschlagen  worden,  in  denen  der 
Quotient  eines  Gliedes  in  das  folgende  eine  rationale  Function  des 
Stellenzeigers  ist;  während  Euler  nach  Wallis  darunter  eine  Reihe 
verstand,  in  welcher  dieser  Quotient  eine  ganze  Function  ersten  Grades 
des  Stellenzeigers  ist. 

Der  unveröffentlichte  Theil  der  Gauss'schen  Untersuchungen  über 
diese  Reihe,  welcher  sich   in   seinem   Nachlasse   vorgefunden  hat,   ist 
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unterdessen  schon  im  J.  1835  durch  die  im  15.  Bande  des  Journals 
von  Grelle  enthaltenen  Arbeiten  Kummer's  ergänzt  worden,  Sie  be- 
treffen die  Ausdrücke  der  Reihe  durch  ähnHche  Reihen,  in  denen  statt 
des  Elements  x  eine  algebraische  Function  dieser  Grosse  vorkommt. 
Einen  speciellen  Fall  dieser  Umformungen  hatte  schon  Ealer  auf- 
gefunden und  in  seiner  Integralrechnung,  so  wie  in  mehren  Abhand- 
lungen behandelt  (in  der  einfachsten  Gestalt  in  den  N.  Acta  Äcad. 
Petr,  T.  XII.  p.  ö8);  und  diese  Relation  ward  später  von  Pfaff  (Disquis. 
anal.  Helmstadii  1797),  Gudermann  (Grelle  J.  Bd.  7.  S.  306)  und 
Jacobi  auf  verschiedenen  Wegen  bewiesen.  Kummer  gelang  es,  die 
Methode  Euler's  zu  einem  Verfahren  auszubilden,  durch  welches  sämmt- 
liche  Transformationen  gefunden  werden  konnten;  die  wirkliehe  Aus- 
führung desselben  erforderte  aber  so  weitläufige  Discussionen,  dass  er 
für  die  Transformationen  dritten  Grades  von  der  Durchführung  der- 
selben abstand  und  sich  begnügte,  die  Transformationen  ersten  und 
zweiten  Grades  und  die  aus  ihnen  zusammengesetzten  vollständig 
abzuleiten. 

In  der  anzuzeigenden  Abhandlung  wird  auf  diese  Transcendenten 
eine  Methode  angewandt,  deren  Princip  in  der  Inaug,  Dias,  des  Ver- 
fassers (Art,  20)  ausgesprochen  worden  ist  und  durch  die  sich  sämmt- 
liche  früher  gefundenen  Resultate  fast  ohne  Rechnung  ergeben.  Einige 
weitere  mittelst  derselben  Methode  gewonnenen  Ergebnisse  hofft  der 
Verf  demnächst  der  Königlichen  Societät  vorlegen  zu  können. 
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Anmerkungen  zur  Abhandlung  IV. 

(1)  (Zu  Seite  73.)  In  einer  handschriftliclien  Notiz  von  Eiemann  (vom  Juli  1856) 
finden  sich  die  folgenden  Formeln,  die  man  aus  (3)  erhält,  wenn  man  über 
die  5  willkürlichen  Coefficienten  angemessen  verfügt: 

_  Bin (B  +  p'  +  r')_™  B    ==  _  ^^S^+I+lL" 

"fi  "   sin(ß--p)>i       ■  1^'  Bin(ß'-p)^       ' 

,  _  m^ (_<,■-{- J±_y)«  „'  =.  -  !^5i?W-ß  +  y> 

"i*  "        8in  (p-  -  p)  «      '  f  sin  (ß'  -  ß)  ™       ' 

^  Bin(a  +  p'+y-)^  ^(a-+r)^i       ^ sin  ja  +  ß  +  y)^   ^W+y)''i^ 

"r  siii(/— y)jt  '       ^'  sin(7'  — y)« 

,         ain(a'  +  ß  +  /)^,.t"  +  r)^i       „-  sin(B-+ p-+ V)«   >  +  /)'.; 

"-/  8in(/-y)ji  '       >-'  sin(/-v)jr 

(2)  (Zu  Seite  Sl.)     Man  erhält,  wenn  man  zur  Abkürzung 

S_  ,-«'-/-)''  (i_sp«'-,*-y  (i_^s)-'--''->' 
setzt,  von  constanten  Factoren  abgesehen, 

F'-^x"  {l-x)y  I  Sds,    l'!^'^x:"  (l-xf  I  Sds,   P'^  ^  x"  (\  -  x)''  i  S  äs 


iy'  =  .jM(^l^xyfsds,   F^'^^-'il-xY  isds,  F'' =  x"  (l-^f  j  S  ds. 

In  jedem  dieser  Integrale  kann  die  Bedeutung  der  mehrwerthigen  Function  S 
in  beliebiger  Weise  festgelegt  werden.  Verfügt  man  in  bestimmter  Weise  dar- 
über, so  erhält  man  anr  Bestimmung  constanter  Factoren 
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F.  Klein  hat  diesen  Daistellungen  der  P  funi-tionen  durch  Emtuhiun^f  homo 
gener  Variablen  eine  noch  elegantere  Fassung  gegeben  (Math  Annaleu  Bd  38 ) 
(i)  (Zu  Seite  8-2.)  Nach  der  Ergänzung,  die  Diriclilet  semem  Convergenaheweis 
der  Fourier'schen  Eflihe  in  dem  Zusati  /u  der  Abhandlung  über  Kugel fnnctionen 
gegeben  hat  (Grelle  s  Journal  Bd.  4,  Doye's  Hepertorium  Bd  I,  Crello's  Journal 
Bd  n,  Duioblets  Weike  &  in,  133,  305)  kann  eine  periodische  Function 
eiai.8  reellen  Argumentes  die  in  eiuem  Punkt  von  niedrigeier  dls  der  ersten 
Ordnung  unendlich  wird  jn  eine  Ponnei'sclie  Reihe  entwickelt  werden  Wendet 
mau  dipsen  Sata  an  auf  die  Wetthe,  die  eine  m  nine  hvpergeometnsche  Reihe 
entwickelbare  P  Function  luf  dem  Einheitskreis  hdt,  so  ergiebt  aich  eine  Reihe, 
die  von  der  nicht  verschieden  sein  kann,  die  man  eihalt,  wtnn  man  m  dti 
hyjetgeometmchen  Reihe  den  Modul  (absoluten  Weith)  von   :  =  1  setzt 
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VI. 

Theorie  der  Abel'schen  Functionen. 

(Aus  ßorchiirdt'B  Journal   für   reine   und  acgewandte  Mathematik,   ^d.  54.    1857.) 

I.  AllgemeiDe  VorausBetaungen  und  Hülfsmittel  für  die  Untersuchung 
von  rnnctionen  unbeacbränkt  veränderlicher  Grössen. 

Die  Absicht,  den  Lesern  des  Journals  für  Mathematik  Unter- 
suchungen über  verschieiJene  Transcendenten ,  insbesondere  auch  über 
Abel'sche  Functionen  vorzulegen,  macht  es  mir  wünsehenswerth,  um 
Wiederholungen  zu  vermeiden,  eine  Zusammenstellung  der  allgemeinen 
Voraussetzungen,  von  denen  ich  hei  ihrer  Behandlung  ausgehen  werde, 
in  einem  besonderen  Aufsatze  vorauf  zu  schicken. 

Für  die  unabhängig  veränderliche  Grösse  setze  ich  stets  die  jetzt 
iillgemein  bekannte  Gauss'sche  geometrische  Repräsentation  voraus, 
nach  welcher  eine  complexe  Grösse  z  =^  x  -{-  yi  vertreten  vfird  durch 
einen  Punkt  einer  unendlichen  Ebene,  dessen  rechtwinklige  Coordi- 
naten  x,  y  sind;  ich  werde  dabei  die  complexen  Grössen  und  die  sie 
repräsentirenden  Punkte  durch  dieselben  Buchsta.ben  bezeichnen.  Als 
Function  von  x  -{-  yi  betrachte  ich  jede  Grösse  w,  die  sich  mit  ihr 
der  Gleichung 

*  dx  =  dy 

gemäss  ändert,  ohne  einen  Ausdruck  von  w  durch  x  und  y  vorauszusetzen. 
Aus  dieser  Differentialgleichung  folgt  nach  einem  bekannten  Satze,  daas 
die  Grösse  w  durch  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  0  —  a  fortschrei- 
tende Keihe  von  der  Form  Sa»  {z  —  a)"  darstellbar  ist,  sobald  sie  in 

der  Umgebung  von  a  allenthalben  einen  bestimmten  mit  s  stetig  sich 
ändernden  Werth  hat,  und  dass  diese  Darstelibarkeit  stattfindet  bis  zu 
einem  Abstände  von  a  oder  Modul  von  3  —  a,  für  welchen  eine  ün- 
stetigkeit  eintritt.  Es  ergiebt  sich  aber  aus  den  Betrachtungen,  welche 
der  Methode  der  unbestimmten  Coefiicienten  zu  Grunde  liegen,   dass 
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die  Coefficienten  «„  völlig  bestimmt  sind,  wenn  tv  in  einer  endiichon 
übrigens  beliebig  lileinen  von  «  ausgehenden  Linie  gegeben  ist. 

Beide  Ueberlegungen  verbindend,  wird  man  sich  leicht  von  der 
Itichtigkeit  des  Satzes  überzeugen: 

Eine  Function  von  x  -\-  yi,  die  in  einem  Theile  der  (x,  y)-Ehene 
gegeben  ist,  kann  darüber  hinaus  nur  auf  Eine  Weise  stetig  fortgesetzt 
tverden. 

Man  denke  sich  nun  die  zu  untersuchende  Function  nicht  durch 
irgend  weldhe  s  enthaltende  analytische  Ausdrücke  oder  Gleichungen 
bestimmt,  sondern  dadurch,  dass  der  Werth  der  Function  in  einem 
beliebig  begrenzten  Theile  der  ^^-Ebene  gegeben  ist  und  sie  von  dort 
aus  stetig  {der  partiellen  Differentialgleichung 

*  bx  ^  8y 
gemäss)  fortgesetzt  wird.  Diese  Fortsetzung  ist  nach  den  obigen 
Sätzen  eine  völlig  bestimmte,  vorausgesetzt,  dass  sie  nicht  in  blossen 
Linien  geschieht,  wobei  eine  partielle  Differentialgleichung  nicht  zur 
Anwendung  kommen  könnte,  sondern  durch  Flächen  streifen  von  end- 
licher Breite.  Je  nach  der  Beschaffenheit  der  fortzusetzenden  Function 
wird  nun  entweder  die  Function  für  denselben  Werth  von  s  immer 
wieder  denselben  Werth  annehmen,  auf  weichem  Wege  auch  die  Fort- 
setzung geschehen  sein  möge,  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  nenne 
ich  sie  einwerthig,  sie  bildet  dann  eine  für  jeden  Werth  von  e  völlig 
bestimmte  und  nicht  längs  einer  Linie  unstetige  Function.  Im  letzteren 
Falle,  wo  sie  mekrwerthig  heissen  soll,  hat  man,  um  ihren  Verlauf 
aufzufassen,  vor  Allem  seine  Aufmerksamkeit  auf  gewisse  Punkte  der 
2-Ebene  zu  richten,  um  welche  herum  sich  die  Function  in  eine  andere 
fortsetzt.  Ein  solcher  Punkt  ist  z.  B.  bei  der  Function  log  (3  —  a) 
der  Punkt  a.  Denkt  man  sich  von  diesem  Funkte  a  aus  eine  beliebige 
Linie  gezogen,  so  wird  man  in  der  Umgebung  von  a  den  Werth  der 
Function  so  wählen  können,  dass  sie  sich  ausser  dieser  Linie  überall 
stetig  ändert;  zu  beiden  Seiten  dieser  Linie  nimmt  sie  aber  dann  ver- 
schiedene Werthe  an,  auf  der  negativen*)  einen  um  2%i  grösseren, 
als  auf  der  positiven.  Die  Fortsetzung  der  Function  von  einer  Seite 
dieser  Linie  aus,  z.  B.  von  der  negativen,  über  sie  hinüber  in  das 
jenseitige  Gebiet  giebt  dann  offenbar  eine  von  der  dort  schon  vor- 
handenen verschiedene  Function  und  zwar  im  hier  betrachteten  Falle 
eine  allenthalben  um  2ai  grössere. 

*)  Im  ÄnBclilasae  an  die  von  Gauss  yorgesohlagene  Benennung  positiv  laterale 
Einheit  für  +  i  werde  ich  ak  positive  Seite nrichtung  zu  einer  gegebenen  Riclitnng 
diejenige  bezeichnen,  welche  zu  ihr  ebenso  liegt,  wie  -{■  i  i.w  \. 
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Zur  bequemeren  Bezeichnung  dieser  Verhältnisse  sollen  die  ver- 
schiedenen Fortsetzungen  einer  Function  für  denselben  Theil  der 
r-Ebene  Zweige  dieser  Function  genannt  werden  und  ein  Punkt,  um 
welchen  sich  ein  Zweig  einer  Function  in  einen  andern  fortsetzt,  eine 
Verzweigungsslelle  dieser  Function;  wo  keine  Verzweigung  stattfindet, 
heisst  die  Function  einändrig  oder  monodrom. 

Ein  Zweig  einer  Function  von  mehreren  unabhängig  veränder- 
lichen Grössen,  2,  s,  t,  , . .  ist  einänärig  in  der  Umgebung  eines  be- 
stimmten Werthen  System  3  z  =  a,  s  ^h,  t  ^  c,  .  .  .,  wenn  allen 
Werthencombinationen  bis  zu  einem  endlichen  Abstände  von  dem- 
selben (oder  bis  zu  einer  bestimmten  endlichen  Grösse  der  Moduln 
von  s  —  a,  s  ■ —  i,  t  —  c,  . . .)  ein  bestimmter  mit  den  veränderlichen 
Grössen  stetig  sich  ändernder  Werth  dieses  Zweiges  der  Function  ent- 
spricht. Eine  Verzweigungsatelle  oder  eine  Stelle,  um  welche  sich  ein 
Zweig  in  einen  andern  fortsetzt,  wird  bei  einer  Function  von  mehreren 
Veränderlichen  durch  sämmtliche  einer  Gleichung  zwischen  ihnen  ge- 
nügende Werthe  der  unabhängig  veränderlichen  Grössen  gebildet. 

Nach  einem  oben  angeführten  bekannten  Satze  ist  die  Einändrig- 
keit  einer  Function  identisch  mit  ihrer  Entwickelbarkeit,  ihre  Ver- 
zweigung mit  ihrer  Nichtentwi  ekel  barkeit  nach,  ganzen  positiven  oder 
negativen  Potenzen  der  Äenderungen  der  veränderlichen  Grössen.  Es 
scheint  aber  nicht  zweckmässig,  jene  von  ihrer  Darstellungsweise  un- 
abhängigen Eigenschaften  durch  diese  an  eine  bestimmte  Form  ihres 
Ausdrucks  geknüpften  Merkmale  auszudrücken. 

Für  manche  Untersuchungen,  namentlich  für  die  Untersuchung 
algebraischer  und  Abel'scher  Functionen  ist  es  vortheilhaft,  die  Ver- 
zweigungsart einer  mehrwerthigen  Function  in  folgender  Weise  geome- 
trisch darzustellen.  Man  denke  sich  in  der  {x,  )/)-Ebene  eine  andere 
mit  ihr  zusammenfallende  Fläche  (oder  auf  der  Ebene  einen  unendlich 
dünnen  Körper)  ausgebreitet,  welche  sich  so  weit  und  nur  so  weit 
erstreckt,  als  die  Function  gegeben  ist.  Bei  Fortsetzung  dieser  Function 
wird  also  diese  Fläche  ebenfalls  weiter  ausgedehnt  werden.  In  einem 
Theile  der  Ebene,  für  welchen  zwei  oder  mehrere  Fortsetzungen  der 
Function  vorhanden  sind,  wird  die  Fläche  doppelt  oder  mehrfach  sein; 
sie  wird  dort  aus  zwei  oder  mehreren  Blättern  bestehen,  deren  jedes 
einen  Zweig  der  Function  vertritt.  Um  einen  Verzweigungspunkt  der 
Function  herum  wird  sich  ein  Blatt  der  Fläche  in  ein  anderes  fort- 
setzen, so  dasB  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes  die  Fläche 
als  eine  Schraubenfläche  mit  einer  in  diesem  Punkte  auf  der  {x,  y)- 
Ebene  senkrechten  Axe  und  unendlich  kleiner  Höhe  des  Schrauben- 
ganges   betrachtet  werden  kann.     Wenn  die  Function  nach  mehreren 
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Umläufen  des  3  um  den  Verzweigungawerth  ihren  vorigen  Werth  wieder 

erhält  (wie  z.  B.  {s  ^  d)" ,  wenn  m,  n  relative  Primzahlen  sind, 
nach  n  Umläufen  von  3  um  a),  muss  man  dann  freilich  annehmen, 
das8  sich  das  oberste  Blatt  der  Fläche  durch  die  übrigen  hindurch  in 
das  unterste  fortsetzt. 

Die  mehrwerthige  Function  hat  für  jeden  Punkt  einer  solchen 
ihre  Verzweigungsart  darstellenden  Fläche  nur  einen  bestimmten  Werth 
und  kann  daher  als  eine  völlig  bestimmte  Function  des  Orts  in  dieser 
Fläche  angesehen  werden. 


2.     Lehrsätze  aus  der  anal^sis  situa  für  die  Theorie  der  Integrale 
von  zweigliedrigen  vollständigen  Differentialien. 

Bei  der  TJnterauehung  der  Functionen,  welche  aus  der  Integration 
vollständiger  Differentialien  entstehen,  sind  einige  der  analysis  situa 
angehörige  Sätze  fast  unentbehrlich.  Mit  diesem  von  Leibnitz,  wenn 
auch  vielleicht  nicht  ganz  in  derselben  Bedeutung,  gebrauchten  Namen 
darf  wohl  ein  Theil  der  Lehre  von  den  stetigen  Grösaen  bezeichnet 
werden,  welcher  die  Grössen  nicht  als  unabhängig  von  der  Lage 
existirend  und  durch  einander  messbar  betrachtet,  sondern  von  den 
Mass  Verhältnissen  ganz  absehend,  nur  ihre  Orts-  und  Gebiets  Verhält- 
nisse der  TJnterauehung  unterwirft.  Indem  ich  eine  von  Massverhalt- 
niasen  ganz  abstrahirende  Behandlung  dieses  Gegenstandes  mir  vor- 
behalte, werde  ich  hier  nur  die  bei  der  Integration  zweigliedriger 
vollständiger  Differentialien  nöthigen  Sätze  in  einem  geometrischen 
Gewände  darstellen. 

Es  sei  eine  in  der  (x,  y)-Ebene  einfach  oder  mehrfach  ausgebreitete 
Fläche  T  gegeben*)  und  X,  Y  seien  solche  stetige  Functionen  des 
Orts  in  dieser  Fläche,  dass  in  ihr  allenthalben  X.dx  +  Tay  ein  voll- 
ständiges Differential,  also 

ist.     Bekanntlich  ist  dann 

ßxdx-^Ydy), 

um   einen   Theil   der  Fläche   T  positiv   oder  negativ  herum  —  d.  h. 
durch  die  ganze  Begrenzung  entweder  allenthalben  nach  der  positiven 

*)  Man  sehe  die  vorhergehende  Abhandlung  S.  ÜO. 
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oder  allentbalben  nach   der  negativen  Seite   gegen  die  Richtung  von 
Innen  nach  Aussen  (siehe  die  Anmerkung  Seite  89  der  vorhergehenden 
Abhandlung)  —  erstreckt,    =  0,    da   dies  Integral   dem  über   diesen 
ITüeil  ausgedehnten  Flächenintegrale 
•/dY 


M 


■V)"^ 


identisch  im  ersteren  Falle  gleich,  im  zweiten  entgegengesetzt  ist. 
Das  Integral 

/  {Xdx  +  Ydi/) 

hat  daher,  zwischen  zwei  festen  Punkten  auf  zwei  verschiedenen  Wegen 
erstreckt,  denselben  Werth,  wenn  diese  beiden  Wege  zusammengenommen 
die  ganze  Begrenzung  eines  Theiia  der  Fläche  T  bilden.  Wenn  also 
jede  im  Innern  von  T  in  sich  zurücklaufende  Curve  die  ganze  Be- 
grenzung eines  Theils  von  T  bildet,  so  bat  das  Integral  von  einem 
festen  Anfangspunkte  bis  zu  einem  und  demselben  Endpunkte  er- 
streckt immer  denselben  Werth  und  ist  eine  von  dem  Wege  der  In- 
tegration unabhängige  allenthalben  in  T  stetige  Function  von  der 
Lage  des  Endpunkts.  Dies  veranlasst  zu  einer  ünterscheidting  der 
Flächen  in  einfach  zusammenhängende,  in  welchen  jede  geschlossene 
Curve  einen  Theil  der  Fläche  vollständig  begrenzt  —  wie  z.  E.  ein 
Kreis  — ,  und  mehrfach  zusammenhängende,  für  welche  dies  nicht 
stattfindet,  —  wie  z.  B,  eine  durch  zwei  concentrisehe  Kreise  begrenzte 
Ringfiäche.  Eine  mehrfach  zusammenhängende  Fläche  lässt  sich  durch 
Zerechneidung  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandeln  (a.  die 
durch  Zeichnungen  erläuterten  Beispiele  am  Schluss  dieser  Abhandlung). 
Da  diese  Operation  wichtige  Dienste  bei  der  Untersuchung  der  In- 
tegrale algebraischer  Functionen  leistet,  so  sollen  die  darauf  bezüg- 
lichen Sätze  kurz  zusammengestellt  werden;  sie  gelten  für  beliebig  im 
Räume  liegende  Flächen. 

Wenn  in  einer  Fläche  F  zwei  Ourvensjsteme  a  und  i  zusammen- 
genommen einen  Theil  dieser  Fläche  vollständig  begrenzen,  so  bildet 
jedes  andere  Curvensystem,  das  mit  a  zusammen  einen  Theil  von  F 
vollständig  begrenzt,  auch  mit  i  die  ganze  Begrenzung  eines  Flächen- 
theils, der  aus  den  beiden  ersteren  Flächentheilen  längs  a  {durch 
Addition  oder  Subtraction,  jenachdem  sie  auf  entgegengesetzter  oder 
auf  gleicher  Seite  von  a  liegen)  zusammengesetzt  ist.  Beide  Curven- 
syateme  leisten  daher  für  völlige  Begrenzung  eines  Theils  von  F  das- 
selbe und  können  für  die  Erfüllung  dieser  Forderung  einander  ersetzen.  (') 
Wmn  in  einer  Fläche  F  sich  n  geschlossene  Oarven  «i,  a^,  ...,  a, 
<■  für  sich  noch  mit  einander  einen  Theil  dieser 
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Fläche  F  vollständig  begrenzen,  mit  deren  Zusiehung  aher  jede  andere 
geschlossene  Ciirve  die  vollständige  Begrenzung  eines  Theils  der  Fläche  F 
bilden  Jcann,  so  heisst  die  Fläche  eine  (n  ■}-  l)fach  zusammenhängende. 

Dieser  Charakter  der  Fläche  ist  unabhängig  von  der  Wahl  des 
Curvensysteras  «j,  a^,  . . .,  (i„,  da  je  n  andere  geschlossene  Curven 
6j,  b^,  ...  bs,  welche  zu  völliger  Begrenzung  eines  Theils  dieser 
Fläche  nicht  ausreichen,  ebenfalls  mit  jeder  andern  geschlossenen  Curve 
zusammengenommen  einen  Theil  von  F  völlig  begrenzen. 

In  der  That,  da  \  mit  Linien  a  zusammengenommen  einen  Theil 
von  F  vollständig  begrenzt,  so  kann  eine  dieser  Curven  a  durch  6j 
und  die  übrigen  Curven  a  ersetzt  werden.  Es  ist  daher  mit  6^  und 
diesen  n — -  1  Curven  a  Jede  andere  Curve,  und  folglich  auch  h^,  zu 
völliger  Begrenzung  eines  Theils  von  F  ausreichend,  und  es  kann  eine 
dieser  n  —  1  Curven  a  durch  &j,  \  und  die  übrigen  n  —  2  Curven  a 
ersetzt  werden.  Dieses  Verfahren  kann  offenbar,  wenn,  wie  voraus- 
gesetzt, die  Curven  h  zu  vollständiger  Begrenzung  eines  Theils  von  F 
nicht  ausreichen,  so  lange  fortgesetzt  werden,  bis  sämmtliche  a  durch 
die  h  ersetzt  worden  sind. 

Eine  {n -\-  l)fach  zusammenhängende  Flache  F  iann  dvriüi  einen 
Querschnitt  —  d.  h.  eine  von  einem  Begrenmngsjmnkte  dureh  das  Innere 
bis  m  einein  Begrensung&punkte  gefüJirte  Schnittlinie  —  in  eine  nfadt 
susammenhangende  F'  vawandelt  werden.  Es  gelten  dabei  die  durch  die 
Zerschneidumg  entstehenden  Begrenzungstheile  schon  während  der  umteren 
Zerschneidiing  als  Begtenmng,  so  dass  ein  Querschnitt  leinen  Funkt 
mehrfach  dm  chsehneiden   aber  in  einem  seiner  früheren  Punkte  enden  kann. 

Da  die  Linien  «,,  Og,  . .,  a,  zu  völliger  Begrenzung  eines  Theils 
von  F  nicht  ausreichen,  so  muss,  wenn  man  sich  F  durch  diese 
Linien  zerschnitten  denkt,  sowohl  das  auf  der  rechten,  als  das  auf  der 
linken  Seite  von  fl„  anliegende  Fiächenstück  noch  andere  von  den 
Linien  a  verschiedene  und  also  zur  Begrenzung  von  F  gehörige  Be- 
grenzung sth  eile  enthalten.  Man  kann  daher  von  einem  Punkte  von  a„ 
sowohl  in  dem  einen,  als  in  dem  andern  dieser  Flächenstücke  eine  die 
Curven  a  nicht  schneidende  Linie  bis  zur  Begrenzung  von  F  ziehen. 
Diese  beiden  Linien  q  und  q"  zusammengenommen  bilden  alsdann 
einen  Querschnitt  g  der  Fläche  F,  welcher  das  Verlangte  leistet. 

Li  der  That  sind  in  der  durch  diesen  Querschnitt  aus  F  ent- 
stehenden Fläche  F'  die  Linien  «„  a^,  . . .,  ßn_i  im  Innern  von  F' 
verlaufende  geschlossene  Curven,  welche  zur  Begrenzung  eines  Theils 
von  F,  also  auch  von  F'  nicht  hinreichen.  Jede  andere  im  Innern 
von  F'  verlaufende  geschlossene  Curve  l  aber  bildet  mit  ihnen  die  ganze 
Begrenzung   eines  Theils   von  F'.     Denn  die  Linie  l  bildet  mit  einem 
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Oomplex  aus  den  Linien  a,,  %,  . . .,  a^  die  ganze  Begrenzung  eines 
Theils  f  von  F.  Es  lässt  eich  aber  zeigen,  dass  in  der  Begrenzung 
desselben  a„  nicht  vorkommen  kann;  denn  dann  würde,  je  nachdem 
f  auf  der  linken  oder  rechten  Seite  von  a„  läge,  ((  oder  g"  aus  dem 
Innern  von  f  nach  einem  Begrenzungspunkte  von  F,  also  nach  einem 
ausserhalb  f  gelegenen  Punkte,  führen  und  also  die  Begrenzung  von  f 
schneiden  müssen  gegen  die  Voraussetzung,  dass  l  sowohl  als  die 
Linien  a,  den  Durch schuittspunkt  von  «„  und  q  ausgenommen,  stets 
im  Innern  von  F'  bleiben. 

Die  Fläche  F',  in  welche  F  durch  den  Querschnitt  q  zerfällt,  ist 
demnach,  wie  verlangt,  eine  wfach  zusammenhängende. 

Es  soll  jetzt  bewiesen  werden,  dass  die  Fläche  F  durch  jeden 
Querschnitt  p,  welcher  sie  nicht  in  getrennte  Stücke  zerfällt,  in  eine 
wfach  zusammenhängende  J*"  verwandelt  wird.  Wenn  die  zu  beiden 
Seiten  des  Querschnitts  p  angrenzenden  Flächentheile  zusamraeahängen, 
so  lässf  sieh  eine  Linie  i  von  der  einen  Seite  desselben  durch  das 
Innere  von  F'  auf  die  andere  Seite  zum  Anfangspunkte  zurück  ziehen. 
Diese  Linie  h  bildet  eine  im  Innern  von  F  in  sieh  zurücklaufende 
Linie,  welche,  da  der  Querschnitt  von  ihr  aus  nach  beiden  Seiten  zu 
einem  Begrenzungspunkte  führt,  von  keinem  der  beiden  Flächen  stücke, 
in  welche  sie  F  zerschneidet,  die  ganze  Begrenzung  bildet.  Man  kann 
daher  eine  der  Curven  a  durch  die  Curve  6  und  jede  der  übrigen 
w  —  1  Uurven  a  durch  eine  im  Innern  von  F'  verlaufende  Curve  und 
wenn  uothig  die  Curve  h  ersetzen,  worauf  der  Beweis,  dass  F'  «fach 
zusammenhangend  ist,  durch  dieselben  Schlüsse,  wie  vorhin,  geführt 
werden  kann 

Eme  {« +  ^)fach  svsammetüiängmde  Fläche  wird  dalier  durch 
jeden  sie  mdit  m  Stücke  serschnddenden  Querschnitt  in  eine  nfach  zw- 
sammetthiuigenäe  verwandelt. 

Die  durch  einen  Querschnitt  entstandene  Fläche  kann  durch  einen 
neuen  Querschnitt  weiter  zerlegt  werden,  und  bei  n  maliger  Wieder- 
holung dieser  Operation  wird  eine  (w  -}"  l)fach  zusammenhängende 
Fläche  durch  n  nach  einander  gemachte  sie  nicht  zerstückelnde  Quer- 
schnitte in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt. 

um  diese  Betrachtungen  auf  eine  Fläche  ohne  Begrenzung,  eine 
geschlossene  Fläche,  anwendbar  zu  machen,  muss  diese  durch  Aus- 
scheidung eines  beliebigen  Punktes  in  eine  begrenzte  verwandelt  werden, 
so  dass  die  erste  Zerlegung  durch  diesen  Punkt  und  einen  in  ihm 
anfangenden  und  endenden  Querschnitt,  also  durch  eine  geschlossene 
Curve,  geschieht.   Die  Oberfläche  eines  Ringes  z.  B.,  welche  eine  drei- 
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fach  zusammenhängende  ist,  wird  durch  eine  geschlossene  Curve  und 
einen  Querschnitt  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt. 

Anf  das  im  Eingange  betrachtete  Integral  des  vollständigen 
Differentials  Xdx  +  ^(^t!  wird  nun  die  ehen  behandelte  Zersehneidung 
der  mehrfach  zusammenhäagenden  Flächen  in  einfach  zusammen- 
hängende, wie  folgt,  angewandt.  Ist  die  die  (x,  j/)-Ebene  bedeckende 
Fläche  T;  in  welcher  X,  Y  allenthalben  stetige  der  Gleichung 

g  X  __  0  r  ^  , 

dy  "Sx 
genügende  Functionen  des  Orts  sind,  «fach  zusammenhängend,  so  wird 
sie  durch  n  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  J"  zer- 
schnitten. Die  Integration  von  Xdx  +  ^f^^  von  einem  festen  An- 
fangspunkte aus  durch  Curven  im  Innern  von  T'  liefert  'dann  einen 
nur  von  der  Lage  des  Endpunkts  abhängigen  Werth,  welcher  als 
Function  von  dessen  Coordinaten  betrachtet  werden  kann,  Substituirt 
man  für  die  Coordinaten  die  Grossen  x,  y,  so  erhält  man  eine  Function 


=  ßxdx+r,jy) 


von  iB,  y,  welche  für  jeden  Punkt  von  'I''  völlig  bestimmt  ist  und  sieh 
innerhalb  T'  allenthalben  stetig,  beim  Ueber schreiten  eines  Querschnitts 
aber,  aligemein  zu  reden,  um  eine  endliche  von  einem  Knotenpunkte 
des  Schnittnetzes  zum  andern  constante  Grösse  ändert.  Die  Aenderungen 
beim  Üeb  er  seh  reiten  der  Querschnitte  sind  von  einer  der  Zahl  der 
Querschnitte  gleichen  Anzahl  von  einander  unabhängiger  Grössen  ab- 
hängig; denn  wenn  man  das  Schnittsystem  rückwärts,  —  die  späteren 
Theiie  zuerst  ^,  durchläuft,  so  ist  diese  Äenderung  überall  bestimmt, 
wenn  ihr  Werth  beim  Beginn  jedes  Querschnitts  gegeben  wird;  letztere 
Werthe  aber  sind  von  einander  unabhängig. 

Um  daSj  was  oben  (S.  92,  93)  unter  einer  «fach  zusammenhängenden 
Fläche  verstanden  wird,  anschaulicher  zu  machen,  folgen  in  den  nach- 
stehenden Zeichnungen  Beispiele   von    einfach,  zweifach  und   dreifach 
zusammenhängenden  Flächen. 
Einfaeli  i.m 


Sie  wird  durch  jeden  Quer- 
schnitt in  getrennte  Stücke  zer- 
fällt, und  es  bildet  in  ihr  jede 
geschlossene  Curve  die  gauze 
Begrenzung  eines  Theils  der 
Fläche. 
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Ingeade  Fläclie. 

Sie  wird  durch  jeden  sie 
nicht  zerstückelnden  Querschnitt, 
q  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende Kerschnitten,  Mit  Zu- 
ziehung der  Curve  a  kann  in  ihr 
jede  geschlossene  Curve  die 
ganze  Begrenzung  eines  Theils 
der  Fläche  bilden. 

Ingende  Fläche. 

In  dieser  Fläche  kann  jede 
geschlossene  Curve  mit  Zu- 
ziehung der  Curven  %  und  Ö3 
die  ganze  Begrenzung  eines 
Theils  der  FiEche  bilden.  Sie 
zerfällt  durch  jeden  sie  nicht 
zerstückelnden  Querschnitt  in 
eine  zweifach  zusammenhän- 
gende und  durch  zwei  solche 
Querschnitte,  q^  und  q^,  in  eine 
einfach  zusammenhängende. 

In  dem  Theile  a  ßy  ^  der 
Ebene  ist  die  Fläche  doppelt. 
Der  a,  enthaltende  Arm  der 
Fläche  ist  als  unter  dem  an- 
dern fortgehend  betrachtet  und 
daher  durch  punktirte  Linien 
angedeutet. 


3.     Bestimmung   einer  Function  einer  verändarliohen  complexen 
Grösse  duroh  Grenz-  und  Unstetigkeitabedingungen. 

Wenn  in  einer  Ebene,  in  welcher  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punkts  x,  y  sind,  der  Werth  einer  Function  von  x  -\-  yi 'va  einer 
endliehen  Linie  gegeben  ist,  so  kann  diese  von  dort  aus  nur  auf  eine 
Weise  stetig  fortgesetzt  werden  und  ist  also  dadurch  völlig  bestimmt 
(siehe  oben  8,  89).  Sie  kann  aber  auch  in  dieser  Linie  nicht  will- 
kürlich angenommen  werden,  wenn  sie  von  ihr  aus  einer  stetigen  Fort- 
setzung in  die  ansto.ssenden  Fiächentheile  nach  beiden  Seiten  hin  fähig 
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sein  Süll,  da  sie  durch  iliren  Verlauf  in  einem  noch  so  kleinen  end- 
lichen Theile  dieser  Linie  schon  fiir  den  Übrigen  Theil  bestimmt  ist. 
Bei  dieser  Bestimmungsweise  einer  Function  sind  also  die  zu  ihrer 
Bestimmung  dienenden  Bedingungen  nicht  von  einander  unabhängig. 

Als  Grundlage  für  die  Untersuchung  einer  Transeendenten  ist  es 
vor  allen  Dingen  nÖthig,  ein  System  zu  ihrer  Bestimmung  hinreichender 
von  einander  unabhängiger  Bedingungen  aufzustellen.  Hierzu  kann  in 
vielen  Fällen,  namentlich  bei  den  Integralen  algebraischer  Functionen 
uni3  ihren  inveraen  Functionen,  ein  Princip  dienen,  welches  Dirichlet 
zur  Losung  dieser  Aufgabe  für  eine  der  Laplace'schen  partiellen 
Differentialgleichung  genügende  Function  von  drei  Veränderlichen,  — 
wohl  durch  einen  ähnliehen  Gedanken  von  Gauss  veranlasst  —  in 
seinen  Vorlesungen  über  die  dem  umgekehrten  Quadrat  der  Entfernung 
proportional  wirkenden  Kräfte  seit  einer  Reihe  von  Jahren  zu  geben 
pflegt.  Für  diese  Anwendung  auf  die  Theorie  von  Transeendenten  ist 
jedoch  gerade  ein  Fall  besonders  wichtig,  auf  welchen  dies  Princip  in 
seiner  dortigen  einfachsten  Form  nicht  anwendbar  ist,  und  welcher 
dort  als  von  ganz  untergeordneter  Bedeutung  unberücksichtigt  bleiben 
kann.  Dieser  Fall  ist  der,  wenn  die  Function  an  gewissen  Stellen  des 
Gebiets,  wo  sie  zu  bestimmen  ist,  vorgeschriebene  Unstetigkeiten  an- 
nehmen soll;  was  so  zu  verstehen  ist,  dass  sie  an  jeder  solchen  Stelle 
der  Bedingung  unterworfen  ist,  unstetig  zu  werden,  wie  eine  dort  ge- 
gebene unstetige  Function,  oder  sieh  nur  um  eine  dort  stetige  Function 
von  ihr  zu  unterscheiden.  Ich  werde  hier  das  Princip  in  der  fiir  die 
beabsichtigte  Anwendung  erforderliehen  Form  darstellen  und  erlaube 
mir  dabei  in  Betreff  einiger  Nebenuntersuchungen  auf  die  in  meiner 
Doctordissertation  (Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen 
einer  veränderlichen  complesen  Grösse.  Göttingen  1851)  gegebene  Dar- 
stellung desselben  zu  verweisen. 

Man  nehme  an,  dass  eine  die  {x,  i/)-Ebene  einfach  oder  mehrfach 
bedenkende  beliebig  begrenzt«  Fläche  T  und  in  derselben  zwei  für 
jeden  ihrer  Punkte  eindeutig  bestimmte  reelle  Functionen  von  x,  y, 
die  Functionen  «  und  ^  gegeben  seien,  und  bezeichne  das  durch  die 
Fläche  T  ausgedehnte  Integral 

durch  il  (ß),  wobei  die  Functionen  et  und  ß  beliebige  Unstetigkeiten 
besitzen  können,  wenn  nur  dag  Integral  dadurch  nicht  unendlich  wird. 
Es  bleibt  dann  auch  £l(a  —  X)  endlich,  wenn  X  allenthalben  stetig  ist 
und  endliehe  Differentialquotienten  hat.    Wird  diese  stetige  Function  k 
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der  Bedingung  unterworfen,  nur  in  einem  unendlich  kleinen  Tlieile  der 
Fläche  T  von  einer  unstetigen  Function  y  verschieden  zu  sein,  so  wird 
ß  (ß  —  A)  unendlich  gross,  wenn  y  längs  einer  Linie  unstetig  ist  oder 
in  einem  Punkte  so  unstetig  ist,  dass 


im+m)" 


unendlich  wird  (Meine  Inaug.  Diss.  Art.  17);  es  bleibt  aber  ß  (a  —  i.) 
endlich,  wenn  y  nur  in  einzelnen  Punkten  und  nur  so  unstetig  ist,  dass 


im+m)'^ 


durch  die  Fläche  T  erstreckt  endlich  bleibt,  wie  z.  B,  wenn  f  in  der 
Umgebung  eines  Punktes  im  Abstände  r  von  demselben  =  ( —  log  rf 
und  0<£<^  ist.  Zur  Abkürzung  mögen  hier  die  Functionen,  in 
welche  k  unbeschadet  der  Endlichkeit  von  Si,  (a  —  X)  übergehen  kann, 
unstetig  von  der  ersten  Art,  die  Functionen,  für  welche  dies  nicht 
möglich  ist,  unstetig  von  der  zweiten  Art  genannt  werden.  Denkt  man 
sich  nun  in  il{a  —  (i)  für  fi  alle  stetigen  oder  von  der  ersten  Art 
unstetigen  Functionen  gesetzt,  welche  an  der  Grenze  verschwinden,  so 
erhält  dies  Integral  immer  einen  endliehen,  aber  seiner  Natur  nach  nie 
einen  negativen  Werth,  und  es  muss  daher  wenigstens  einmal,  för 
a  —  (t^  u,  ein  Minimumwerth  eintreten,  so  dass  ß  für  jede  Function 
a  —  (t,  die  unendlich  wenig  von  w  verschieden  ist,  grosser  als  ß  (m) 
wird. 

Bezeichnet  daher  ff  eine  beliebige  stetige  oder  von  erster  Art  un- 
stetige Function  des  Orts  in  der  Fläche  T,  die  an  der  Grenze  allent- 
halben gleich  0  ist,  und  Ji  eine  von  x,  y  unabhängige  Grösse,  so  muss 
ß  (m  +  he")  sowohl  für  ein  positives,  als  für  ein  negatives  hinreichend 
kleines  h  grösser  als  ß  (ii)  werden,  und  daher  in  der  Entwicklung 
dieses  Ausdrucks  nach  Potenzen  von  Ä  der  Coefficient  von  h  ver- 
schwinden.    Ist  dieser  0,  so  ist 

ß  („  +  u)-st  c»)  +  P  J(g^)"  +  (?•)■)  dl 

und  folglieh  ß  immer  ein  Minimum.    Das  Minimum  tritt  nur  für  eine 
einzige  Function   m   ein;    denn    ßnde    auch   ein  Minimum    für   u  -\-  G 
statt,  so  könnte  ß  {u  +  ö)  nicht  >  ß  (m)  sein,  weil  sonst 
ß  („  _j_  ftö)<  ß  (m  4-  e) 

für  Ä  <  1  würde;  also  könnte  ß  (m  +  ö)  nicht  kleiner  als  die  an- 
liegenden Werthe  sein.  Ist  aber  ß  (m  +  ff)  ^  ß  (m),  so  muss  6  constant, 
also   da   es  in  der  Begrenzung  0  ist,  überall  0  sein.     Es  wird  daher 
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nur  für  eine  einzige  Function  m  das  Integral  ß  ein  Minimum  und  die 
Variation  erster  Ordnung  oder  das  h  proportionale  Glied  in  il  (ii  -j-  hs) 

Ans  dieser  Gieichung  folgt,  dasa  das  Integral 

durch  die  ganze  Begrenzung  eines  Tlieils  der  Fläche  T  erstreckt  stets 
=  0  ist.  Zerlegt  man  nun  (nach  der  vorhergehenden  Abhandlung) 
die  Fläche  T,  wenn  sie  eine  mehrfach  zusammenhängende  ist,  in  eine 
einfach  zusammenhängende  T,  so  liefert  die  Integration  durch  das 
Innere  von  T'  von  einem  festen  Anfangspunkte  bis  aum  Punkte  (x,  y) 
eine  Function  von  x,  y, 

'm. 


'-JM- 


welche  in  T'  überall  stetig  oder  unstetig  von  der  ersten  Art  ist  und 
sieh  beim  Ueberschreiten  der  Querschnitte  um  endliche  von  einem 
Knotenpunkte  des  Schnittnetzes  zum  andern  eonstante  Grössen  ändert. 
Es  genügt  dann  v  ^  ß  —  v  den  Gleichungen 

8v_ du       dv_^8u 

dui  dy'     dy        8x' 

und  folglich  ist  w  -|-  vi  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 

d(u  +  vi) _   d_(u  +_v 

dy  ^    "dx 

oder  eine  Function  von  x  4~  yi- 

Man  erhält  auf  diesem  Wege  den  in  der  erwähnten  Abhandlung 
Art.  18  ausgesprochenen  Satz: 

Ist  in  einer  smammmMngmden  durch  Querschnitte  in  eine  einfach 
susammmhängende  T  gerlegten  Fläche  T  eine  complexe  Function  cc-j-  ßi 
von  X,  y  gegeben,  für  welche 


-'  =  0 


m-nr+m+m 


dX 


durch  die  ganze  Flüche  ausgedehnt  einen  endlichen  Werth  hat,  so  Icaiin 
sie  immer  und  nur  auf  Eine  Art  in  eine  Function  von  x  -\-  yi  ver- 
wandelt werden  durch  Sultraction  einer  Function  (i-i-vi  von  x,  y,  welche 
folgenden  Bedingungen  genügt: 

1)   f^  ist  ami  Rande  =  0  oder  doch  nur  in  einseinen  Funkten  davon 
verschieden,  v  in  Einem  Punkte  heliebig  i 
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2)  Die  Äenäerungm  von  /i  sind  in  T,  von  v  In  1 
Funkten  und  nur  so  unstetig,  dass 


imä 


durch  die  ganze  Fläche  erstreckt,  endlich  bleiben,  und  letstere  längs  der 
Querschnitte  'beiderseits  gleich. 

Wenn  die  Function  a  +  ßi,  wo  ihre  Differentialquotieaten  un- 
endlich werden,  unstetig  wird,  wie  eioe  gegebene  dort  unstetige  Function 
von  X  -\-  yi,  und  keine  durch  eine  Abänderung  ibres  Werthes  in  einem 
einzelnen  Punkte  hebbare  Unstetigkeit  besitzt,  so  bleibt  ß  (e)  endlich, 
und  es  wird  fi  -{-  vi  in  T'  allenthalben  stetig.  Denn  da  eine  Function 
von  x-\-yi  gewisse  Un Stetigkeiten,  wie  z.  B.  unstetigkeit en  erster  Art, 
gar  nicht  annehmen  kann  (Meine  Diss.  Art.  12),  so  muss  die  Differenz 
zweier  solcher  Functionen  stetig  sein,  sobald  sie  nicht  von  der  zweiten 
Art  unstetig  ist. 

Nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  lässt  sich  daher  eine  Function 
von  X  -\-  yi  so  bestimmen,  dass  sie  im  Innern  von  T,  von  der  Un- 
stetigkeit des  imaginären  Theils  in  den  Querschnitten  abgesehen,  ge- 
gebene Ün Stetigkeiten  annimmt,  und  ibr  reeller  Theil  an  der  Grenze 
einen  dort  allenthalben  beliebig  gegebenen  Werth  erhält;  wenn  nur 
für  jeden  Punkt,  wo  ihre  Differential quotienten  unendlich  werden  sollen, 
die  vorgeschriebene  Unstetigkeit  die  einer  gegebenen  dort  unstetigen 
Function  von  x  -\-  yi  ist.  Die  Bedingung  an  der  Grenze  kann  man, 
wie  leicht  zu  sehen,  ohne  eine  wesentliche  Aenderung  der  gemachten 
Schlüsse  durch  manche  andere  ersetzen. 

4.    Theorie  der  Abel'schen  Functionen. 

In  der  folgenden  Abhandlung  habe  ich  die  Abel'schen  Functionen 
nach  einer  Methode  behandelt,  deren  Frincipien  in  meiner  Inaugural- 
dissertation*) aufgestellt  und  in  einer  etwas  veränderten  Form  in  den 
drei  vorhergehenden  Aufsätzen  dargestellt  worden  sind.  Zur  Erleich- 
terung der  Uehersicht  schicke  ich  eine  kurze  Inhaltsangabe  vorauf. 

Die  erste  Abtheilung  enthält  die  Theorie  eines  Systems  von  gleich- 
verzweigten algebraischen  Functionen  und  ihren  Integralen,  soweit  für 
dieselbe  nicht  die  Betrachtung  von  ■9'-Reihen  massgebend  ist,  und  handelt 

*)  Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  veränder- 
liclien  complesen  Grösse,     GÖttingen  1851. 
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im  §.  1 — 5  von  der  Bestimmimg  dieser  Fimettonen  durch  ihre  Ver- 
zweiguagsart  und  ihre  ün Stetigkeiten,  im  §.  6 — 10  von  den  ratio- 
nalen Ausdrücken  derselben  in  zwei  durch  eine  algebraische  Gleichung 
verknüpfte  veränderliche  Grossen,  und  im  §,  11 — 13  von  der  Trans- 
formation dieser  AusdrÖeke  durch  rationale  Substitutionen.  Der  bei 
dieser  Untersuchung  sieh  darbietende  Begriff  einer  Klasse  von  algebrai- 
schen Gleichungen,  welche  sich  durch  rationale  Substitutionen  in  einander 
transformireu  lassen,  dürfte  auch  für  andere  Untersuchungen  wichtig 
und  die  Transformation  einer  solchen  Gleichung  in  Gleichungen  nied- 
rigsten Grades  ihrer  Klasse  (§.  13)  auch  bei  anderen  Gelegenheiten  von 
Nutzen  sein.  Diese  Abtbeilung  behandelt  endlich  im  §.  14 — 16  zur 
Vorbereitung  der  folgenden  die  Anwendung  des  Abel'schen  Additions- 
theorems  für  ein  beliebiges  System  allenthalben  endlicher  Integrale  von 
gleiehverzweigten  algebraischen  Functionen  zur  Integration  eines  Systems 
von  Differentialgleichungen. 

In  der  zweiten  Abtheilung  werden  für  ein  beliebiges  System  von 
immer  endlichen  Integralen  gleichv  erzweigt  er,  algebraischer,  2p-\-l  fach 
zusammenhängender  Functionen  die  Ja  CO  bi'schenümkehrungsfunctionen 
von  p  veränderlichen  Grössen  durch  pfach  unendliche  ^-Reihen  aus- 
gedrückt, d.  h.  durch  Reihen  von  der  Form 

worin  die  Snmmationen  im  Exponenten  sich  auf  (i  und  (i',  die  äusseren 
Summationen  auf  W[,  m^,  ...,  m^  beziehen.  Es  ergiebt  sich,  dass  zur 
allgemeinen  Lösung  dieser  Aufgabe  eine  —  ■wennj)>3  specielie  — 
Gattung    von   ^-Reihen    ausreicht,    in    denen    zwischen   den   ^^^J"  ' 

Grössen  a    ---j--^ Relationen    stattfinden,   so   dass   nur   Zp  —  3 

willkürlich  bleiben.  Dieser  Theil  der  Abhandlung  bildet  zugleich  eine 
Theorie  dieser  speciellen  Gattung  von  ^'-Functionen;  die  allgemeinen 
frFuDctionen  bleiben  hier  ausgeschlossen,  lassen  sich  jedoch  nach  einer 
ganfe  ähnlichen  Methode  behandeln. 

Das  hier  erledigte  Jaeobi'sehe  ümkehrungsproblem  ist  für  die 
by  per  elliptischen  Integrale  schon  auf  mehreren  Wegen  durch  die  be- 
harrlichen mit  so  schönem  Erfolge  gekrönten  Arbeiten  vonWeierstrass 
gelöst  worden,  von  denen  eine  Uebersicbt  im  47.  Bande  des  Jouru. 
für  Mathem.  (S.  289)  mitgetheitt  worden  ist.  Es  ist  jedoch  bis  jetzt 
nur  von  dem  Theile  dieser  Arbeiten,  welcher  in  den  §§.  1  und  2  und 
der  ersten  die  elliptischen  Functionen  betreffenden  Hälfte  des  §   3  der 
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angefülkrten  Abhandlung  skizzirt  wird,  die  wirkliche  Ausführung  ver- 
öffentlicht (Bd.  52,  S.  285  d.  Journ.  f.  Math.);  in  wie  weit  zwischen 
den  späteren  Theilen  dieser  Arbeiten  und  meinen  hier  dargestellton 
eine  üebereinstimmung  nicht  bloss  in  Resultaten,  sondern  auch  iu  den 
zu  ihnen  führenden  Methoden  stattfindet,  wird  grossentheila  erst  die 
versprochene  ansföhrKche  Darstellung  derselben  ergeben  können. 

Die  gegenwärtige  Abhandlung  bildet  mit  Ausnahme  der  beiden 
letzten  §§.  26  und  27,  deren  Gegenstand  damals  nur  kurz  angedeutet 
werden  konnte,  einen  Auszug  aus  einem  Theile  meiner  von  Michaelis 
1855  bis  Michaelis  1856  zu  Göttingen  gehaltenen  Vorlesungen.  Was 
die  Auffindung  der  einzelnen  Resultate  betrifft,  so  wurde  ich  auf  das 
im  §.  1- — 5,  9  und  12  Mitgetheilte  und  die  dazu  nöthigen  vorbereitenden 
Sätze,  welche  später  Behufs  i3er  Vorlesungen  so,  wie  es  in  dieser  Ab- 
handlung geschehen  ist,  weiter  ausgeführt  wurden,  im  Herbste  1851 
und  zu  Anfang  1852  durch  Untersuchungen  über  die  eonforme  Ab- 
bildung mehrfach  zusammenhängender  Flächen  geführt,  ward  aber  dann 
durch  einen  andern  Gegenstand  von  dieser  Untersuchung  abgezogen. 
Erst  um  Ostern  1855  wurde  sie  wieder  aufgenommen  und  in  den 
Oster-  und  Michaeliaferien  jenes  Jahres  bis  zu  §.  21  incl.  fortgeführt; 
das  Üebrige  wurde  bis  Michaelis  1856  hinzugefügt.  Einzelne  er- 
gänzende Zusätze  sind  an  manchen  Stellen  während  der  Ausarbeitung 
hinzugekommen. 

Erste  Äbtheilung, 

1. 

Ist  s  die  Wurzel  einer  irreductibeln  Gleichung  «ten  Grades,  deren 
Coeffieienten  ganze  Functionen  mten  Grades  von  ss  sind,  so  entsprechen 
jedem  Werthe  von  s  n  Werthe  von  s,  die  sich  mit  e  überall,  wo  sie 
nicht  unendlich  werden,  stetig  ändern.  Stellt  man  daher  (nach  S.  90) 
die  Verzweigungsart  dieser  Function  durch  eine  in  der  .s-Ebene  aus- 
gebreitete unbegrenzte  Fläche  T  dar,  so  ist  diese  in  jedem  Theile  der 
Ebene  jifach,  und  s  ist  dann  eine  einwerthige  Function  des  Orts  in 
dieser  Fläche.  Eine  unbegrenzte  Fläche  kann  entweder  als  eine  Fläche 
mit  unendlich  weit  entfernter  Begrenzung  oder  als  eine  geschlossene 
angesehen  werden,  und  Letzteres  soll  bei  der  Fläche  T  geschehen,  so 
dass  dem  Werthe  .s  =  oo  in  jedem  der  n  Blätter  der  Fläche  Ein 
Punkt  entspricht,  wenn  nicht  etwa  für  .s  =  cxj  eine  Verzweigung 
stattfindet. 

Jede  rationale  Function  von  s  und  s  ist  offenbar  ebenfalls  eine 
einwerthige  Function  des  Orts   in   der  Fläche  T  und  besitzt  also  die- 
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selbe  Verzweigungsart  wie  die  Function  s,  und  es  wird  sich  unten 
ergeben,  dass  auch  das  Umgekehrte  gilt. 

Durch  Integration  einer  solcHen  Function  erhält  man  eine  Fnnction, 
deren  verschiedene  Fortsetzungen  für  denselben  Theil  der  Fläche  T 
sich  nur  um  Constanten  unterscheiden,  da  ihre  Derivirte  für  denselben 
Punkt  dieser  Fläche  immer  denselben  Werth  wieder  annimmt. 

Ein  solches  System  Yon  gleichverzweigten  algebraischen  Functionen 
und  Integralen  dieser  Functionen  bildet  zunächst  den  Gegenstand  unserer 
Betrachtung;  statt  aber  von  diesen  Ausdrücken  dieser  Functionen  aus- 
zugehen, werden  wir  sie  mit  Anwendung  des  Dirichlet'schen  Princips 
(S.  99)  durch  ihre  ünstetigkeiteu  definiren. 


Zur  Vereinfachung  des  Folgenden  heisse  eine  Function  für  einen 
Tunkt  der  Fläche  T  unendlich  Mein  von  der  ersten  Ordnung,  wenn  ihr 
Logarithmus  bei  einem  positiven  Umlaufe  um  ein  diesen  Punkt  um- 
gebendes Fl ächen stück ,  in  welchem  sie  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden bleibt,  um  2%i  wächst.  Es  ist  demnach  für  einen  Punkt, 
um  den  die  Flä«he  T  sich  (t  mal  windet,  wenn  dort  s  einen  endlichen 

Werth  a  hat,  (2  —  d)  ,  also  {ds)  ,  wenn  aber  s  =  c»,  ( — j   unendlich 

klein  von  der  ersten  Ordnung.  Der  Fall,  wo  eine  Function  in  einem 
Punkte  der  Fläche  T  unendlich  klein  oder  unendlich  gross  von  der 
vten  Ordnung  wird,  kann  so  betrachtet  werden,  als  wenn  die  Function 
in  V  dort  zusammenfallenden  (oder  unendlich  nahen)  Punkten  unendlich 
klein  oder  unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung  wird,  wie  in  der 
Folge  bisweilen  geschehen  soU. 

Die  Art  und  Weise,  wie  jene  hier  zu  betrachtenden  Functionen 
unstetig  werden,  kann  dann  so  ausgedrückt  werden.  Wird  eine  von 
ihnen  in  einem  Punkte  der  Fläche  T  unendlich,  so  kann  sie,  wenn  r 
eine  beliebige  Function  bezeichnet,  die  in  diesem  Punkte  unendlich 
klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  stets  durch  Subtraction  eines  end- 
lichen Ausdrucks  von  der  Form 

Alogr  -\-  Br~'  +  Cr~^  ~\-  ■■■ 
in   eine   dort   stetige  verwandelt  werden,  wie  sich  aus  den  bekannten 
"  nach  Cauchj  oder  durch  die  Fourier'sehe  Reihe  zu  beweisenden 
—  Sätzen  über  die  Entwicklung  einer  Function  in  Potenzreihen  ergiebt. 
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Man  denke  sich  jetzt  eine  in  der  2-Ebene  allenthalben  »fach  ans- 
gehreitete  unbegrenzte  und  nach  dem  Obigen  als  geschlossen  zu  be- 
trachtende zusammenhängende  Flache  T  gegeben  und  diese  in  eine 
einfach  zusammenhängende  T'  zerschnitten.  Da  die  Begrenzung  einer 
einfach  zusammenhangenden  Fläche  aus  Einem  Stiicte  besteht,  eine 
geschlossene  Fläche  aber  durch  eine  ungerade  Anzahl  von  Schnitten 
eine  gerade  Zahl  von  Begrenzungsstiicben,  durch  eine  gerade  eine  un- 
gerade erhält,  so  ist  zu  dieser  Zerschneidung  eine  gerade  Anzahl  von 
Schnitten  erforderlich.  Die  Anzahl  dieser  Querschnitte  sei  =  2p.  Die 
Zerschneidung  werde  zur  Vereinfachung  des  Folgenden  so  ausgeführt, 
dass  jeder  spätere  Schnitt  von  einem  Punkte  eines  früheren  bis  zu 
dem  anatossenden  Punkte  auf  der  anderen  Seite  desselben  geht:  wenn 
sich  dann  eine  Grösse  längs  der  ganzen  Begrenzung  von  2"  stetig 
ändert  und  im  ganzen  Schnittsysteme  zu  beiden  Seiten  gleiche  Äende- 
rungen  erleidet,  so  ist  die  Differenz  der  beiden  Werthe,  die  sie  in 
demselben  Punkte  des  Sehnittnetzes  annimmt,  in  allen  Theilen  Eines 
Querschnitts  derselben  Constanten  gleich. 

Man  setze  nun  s  =  x-^-yi  und  nehme  in  T  eine  Function  K-\-ßi 
von  X,  y  folgen  derma  ssen  an: 

In  der  Umgebung  der  Punkte  e^,  %,  ...  bestimme  man  sie  gleich 
gegebenen  in  diesen  Punkten  unendlich  werdenden  Functionen  von 
X  ■\- yi,  und  zwar  um  e,,  indem  man  eine  beliebige  Function  von  s, 
die  in  s,  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  durch  r^  be- 
zeichnet, gleich  einem  endlichen  Ausdrucke  von  der  Form 

Ä,  log  r.  +  B,r7^  +  CrT^  -{ ==  9v{n), 

worin  Ay,  B^,  (7,.,  ...  willkürliche  Constanten  sind.  Man  ziehe  ferner 
nach  einem  beliebigen  Punkte  von  allen  Punkten  £,  fnr  welche  die 
Grösse  A  von  Nuil  verschieden  ist,  einander  nicht  sehneidende  Linien 
durch  das  Innere  von  T,  von  £,.  die  Linie  l,.  Man  nehme  endlieh 
die  Function  in  der  ganzen  noch  übrigen  Fläche  T  so  an,  dass  sie 
ausser  den  Linien  l  und  den  Querschnitten  überall  stetig,  auf  der  posi- 
tiven (linken)  Seite  der  Linie  l,  um  —27tiA,  und  auf  der  positiven 
Seite  des  vten  Querschnitts  um  die  gegebene  Coustante  U"''  grösser  ist, 
als  auf  der  andern,  und  dass  das  Integra! 

durch  die  Fläche  T  ausgedehnt  einen  endlichen  Werth  erhält.  Dies 
ist  wie  leicht  zu  sehen  immer  möglich,  wenn  die  Summe  sämmtlicher 
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GrÖasen  Ä  gleich  Null  ist,  aber  auch  nur  unter  dieser  Bedingung,  weil 
nur  dann  die  Function  nach  einem  Umlaufe  um  das  System  der  Linien  l 
den  vorigen  Werth  wieder  annehmen  kann. 

Die  Constanten  W-\  M^\...,  U^p\  um  welche  eine  solche  Function  auf 
der  positiven  Seite  der  Querschnitte  grösser  ist,  als  auf  der  andern, 
sollen  die  Periodicitätsmoduln  dieser  Function  genannt  werden. 

Nach  dem  Dirichlet' sehen  Princip  kann  nun  die  Function  K-\-ßi 
in  eine  Function  oj  von  x  -{-  yi  verwandelt  werden  durch  Subtraelion 
einer  ähnlichen  in  2"  allenthalben  stetigen  Function  von  x,  y  mit  rein 
imaginären  Periodicitätsmoduln,  und  diese  ist  bis  auf  eine  additive 
Constante  völlig  bestimmt.  Die  Function  o  stimmt  dann  mit  u  -\-  ßi 
in  den  Unstetigkeiten  im  Innern  von  T'  und  in  den  reellen  Theilen 
der  Periodicitätsmoduln  überein.  Für  to  können  daher  die  Functionen 
ipr  und  die  reellen  Theile  ihrer  Periodicitätsmoduln  willkürlich  gegeben 
werden.  Durch  diese  Bedingungen  ist  sie  bis  auf  eine  additive  Con- 
stante völlig  bestimmt,  folglich  auch  der  imaginäre  Theil  ihrer  Perio- 
dicitätsmoduln. 

Es  wird  sieh  zeigen,  dass  diese  Function  to  sUmmtliche  im  §,  1 
bezeichneten  Functionen  als  speeielle  Fälle  unter  sich  enthält, 

4. 
Allenthalben  endliche  Functionen  ca.    (Integrale  erster  Gattung.) 

Wir  wollen  jetzt  die  einfachsten  von  ihnen  betrachten  und  zwar 
zuerst  diejenigen,  die  immer  endlich  bleiben  und  also  im  Innern  von 
T'  allenthalben  stetig  sind.  Sind  Wj,  Wg,  . .  .,  Wp  solche  Functionen, 
so  ist  auch 

M!  ^  Kj  et),  +  «a  Wä  +  ■  ■  ■  +  «p  Wp  +  eonst., 
worin  a^,  a^,  . . .,  «p  beliebige  Constanten  sind,  eine  solche  Function. 
Es  seien  die  Periodicitätsmoduln  der  Functionen  w^,  w^,  .,.,  Wp  für  den 
vken  Querschnitt  lC]\  IcP,  . .  ,,  ft^''.  Der  Periodieitätsmodul  von  tv  für 
diesen  Querschnitt  ist  dann  «,  Äi  +  "^^  m  -h  ' "  ~i'  '^p  ^p  =  Z;  " ,  und 
setzt  man  die  Grössen  a  in  die  Form  y  +  ffi,  so  sind  die  reellen 
Theile  der  2p  Grössen  W^>,  ¥^'',  ...,  M^^l  lineare  Functionen  der  Grössen 
7\^  7ij  ■  ■  ■;  Ypi  ^ij  ^ai  ■  ■  v  ^p-  Wenn  nun  zwischen  den  Grössen  %, 
w^,  . . .,  Wp  keine  lineare  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  statt- 
findet, so  kann  die  Determinante  dieser  linearen  Ausdrücke  nicht  ver- 
schwinden; denn  es  Hessen  sich  sonst  die  Verhältnisse  der  Grössen  a 
so  bestimmen,  dass  die  Periodicitätsmoduln  des  reellen  Theils  von  tv 
sämmtlich  0  würden,  folglich  der  reelle  Theil  von  w  und  also  auch  w 
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selbst  nach  dem  Dirichtet'schen  Prmcip  eine  Constante  sein  müsste. 
Es  können  daher  dann  die  2p  Grossen  y  und  d  so  bestimmt  werden, 
dass  die  reellen  Theile  der  Penodiiitatsmoduln  gegebene  Wertbe  er- 
halten; und  folglich  kann  u  jede  immer  endlich  bleibende  Function  to 
darstellen,  wenn  ii\,  w^,  . .  ,  Hj  keiner  linearen  Gleicbong  mit  eon- 
stanten  Coefficienten  genügen  Diese  Functionen  lassen  sich  aber 
immer  dieser  Bedingung  gemäss  wählen;  denn  so  lange  (t  <^,  linden 
zwischen  den  Periodicitätsmoduln  des  reellen  Theils  von 

"i  ^1  +  "s  w;^  4"  ■  ■  ■  +  "/i-  '*^  +  const. 
lineare  Bedingungsgleichungen  statt;  es  ist  daher  Wf,^i  nicht  in  dieser 
J'^oriu  enthalten,  wenn  man,  was  nach  dem  Obigen  immer  möglich  ist, 
die  Periodicitätsmoduln  des  reellen  Theils  dieser  Function  so  bestimmt, 
dass  sie  diesen  Bediugungsgleichungen  nicht  genügen. 

Functionen  o,  die  für  einen  FunM  der  Fläche  T  unendlich 
von  der  ersten  Ordnung  werden.  (Integrale  zweiter  Gattung.) 
Es  sei  ra  nur  für  einen  Punkt  s  der  Fläche  T  unendlich,  und  für 
diesen  seien  alle  Coefficienten  in  ip  ausser  B  gleich  0.  Eine  solche 
Function  ist  dann  bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt  durch  die 
Grösse  S  und  die  reellen  Theile  ihrer  Periodicitätsmoduln.  Bezeichnet 
fis)  irgend  eine  solche  Function,  so  können  in  dem  Ausdrucke 

t{s)  =  ßf{B}  +  «1  M^i  +  «2  Wg  H \-a^Wp-\-  conat. 

die  Constanten  ß,  a^,  a^,  . . .,  Up  immer  so  bestimmt  werden,  dass  für 
ihn  die  Grösse  S  und  die  reellen  Theile  der  Periodicitätsmoduln  be- 
liebig gegebene  Werthe  erhalten.  Dieser  Aasdruck  stellt  also  jede 
solche  Function  dar. 

Functionen  o,  welche  für  swei  Punhte  der  Fläche  T 
logarithmisch  unendlich  werden.  (Integrale  dritter  Gaikmg.) 
Betrachten  wir  drittens  den  Fall,  wo  die  Function  o  nur  loga- 
rithmisch unendlich  wird,  so  muas  dies,  da  die  Summe  der  Grössen  A 
gleich  0  sein  muss,  wenigstens  für  zwei  Punkte  der  Fläche  T,  s^  und  b^, 
geschehen  und  A^^ — A^  sein.  Ist  von  den  Functionen,  bei  denen 
dies  statt  hat  und  die  beiden  letztern  Grössen  =  1  sind,  irgend  eine 
■ffif*(ej,  Cä),  so  sind  nach  ähnlichen  Schlüssen,  wie  oben,  »He  übrigen 
in  der  Form 

qj(ej,  jg)  =  cs^(£,,  £,3)  -\-  a^w^-\'  tt^Wi -{-■■■■{-  apWp-{-  const. 
enthalten. 


y  Google 


VI,    Theorie  der  Aberschen  Functionen.  107 

Für  die  folgenden  Bemerkungen  nehmen  wir  zur  Vereinfachung 
an,  dass  die  Punkte  e  keine  Verzweigungs punkte  sind  und  nicht  im 
Unendlichen  liegen.  Man  kann  <lann  r^  =  s  —  Sv  setzen,  indem  man 
durch  s^  den  Werth  von  s  in  t^  bezeichnet.  Wenn  man  dajin  oT  (s,,  e^) 
so  nach  0j  differentiirt,  dass  die  reellen  Theile  der  Periodicitätsmoduln 
(oder  auch  p  von  den  Pcriodicitätemoduln)  und  der  Werth  von  "Srffii,  sj 
für  einen  beliebigen  Punkt  der  Flüche  T  constaut  bleiben,  so  erhält 
man  eine  Function  i{e^),  die  in  b^  unstetig  wie  -37-  wird.   Umgekehrt 

ist,  wenn  t(si)  eine  solche  Function  ist,  /  ((f,)  ds^,  durch  eine  be- 
liebige in  2*  von  t^  nach  s^  führende  Linie  genommen,  gleich  einer 
Function  1S{8.^,  s^).  Auf  ähnliche  Art  erhält  man  durch  n  successive 
Differentiationen  eines  solchen  ((fj)  nach  2,  Functionen  to,  welche  im 
Punkte  £;  wie  w!(s  —  Sj)""""^  unstetig  werden  und  übrigens  endlich 
bleiben. 

Für  die  ausgeschlossenen  Lagen  der  Punkte  b  bedürfen  diese  Sätze 
einer  leichten  Modifieation. 

Offenbar  kann  nun  ein  mit  consfcanten  Coefficienten  aus  Functionen 
te,  aus  Functionen  is  und  ihren  Derivirten  nach  den  Unstetigkeits- 
werthen  gebildeter  linearer  Ausdruck  so  bestimmt  werden,  dass  er  im 
Innern  von  T'  beliebig  gegebene  Un Stetigkeiten  von  der  Form,  wie  m, 
erhält,  und  die  reellen  Theile  seiner  Periodieitätsmoduln  beliebig  ge- 
gebene Werthe  annehmen.  Durch  einen  solchen  Ausdruck  kann  also 
jede  gegebene  Function  0  dargestellt  werden. 

5. 

Der  allgemeine  Ausdruck  einer  Function  ra,  die  für  m  Punkte  der 
Fläche  T,  e^,  e^,  ...,  b^  unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung  wird, 
ist  nach  dem  Obigen 

s  =  ßJ,+ß^ts-\ \-ß,.t^  +  a^w^-{-a,w.,-\ \-cCptVp'\-  const., 

worin  t^  eine  beliebige  Function  ((£,.)  und  die  Grössen  «  und  ß  Con- 
stanten sind.  Wenn  von  den  m  Punkten  s  eine  Anzahl  q  in  denselben 
Punkt  Tj  der  Fläche  T  zusammenfallen,  so  sind  die  p  diesen  Punkten 
zugehi3rigen  Functionen  t  zu  ersetzen  durch  eine  Function  t{ri)  und 
deren  p  —  1  erste  Derivirte  nach  ihrem  Unstetigkeitswerthe  (§.  2). 

Die  2p  Periodieitätsmoduln  dieser  Function  s  sind  lineare  homogene 
Functionen  der  p -{- m  Grössen  «  und  ß.  Wenn  m'^p~\-  1,  lassen 
sich  also  2p  von  den  Grössen  a  und  ß  als  lineare  homogene  Functionen 
der  übrigen  so  bestimmen,  dass  die  Periodieitätsmoduln  sämmtlich  0 
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werden.  Die  Function  enthält  dann  noch  m — p+1  willkürliche  Con- 
stanfcen,  von  denen  sie  eine  lineare  homogene  Function  ist,  und  kann 
als  ein  linearer  Ausdruck  von  m — j)  Functionen  betrachtet  werden, 
deren  jede  nur  für  j)  +  1  Werthe  unendlich  von  der  ersten  Ordnung 
wird. 

Wenn  m  =j3  +  1  ist,  so  sind  die  Verhältnisse  der  2p-\-l  Grössen 
a  und  ß  bei  jeder  Lage  der  p  -\-  l  Punkte  s  völlig  bestimmt.  Es 
können  jedoch  für  besondere  Lagen  dieser  Punkte  einige  der  Grössen 
ß  gleich  0  werden.  Die  Anzahl  dieser  Grössen  sei  =  m  —  (t,  so  dass 
die  Function  nur  für  ji  Punkte  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird. 
Diese  (i  Punkte  müssen  dann  eine  solche  Lage  haben,  dass  von  den 
2p  Bediugungscfleichußgen  zwischen  den  p-\-  {t  übrigen  Grössen  ß  und  a 
p  -\-  1  —  It  eine  identische  Folge  der  übrigen  sind,  und  es  können 
daher  nur  2ji — p  —  1  von  ihnen  beliebig  gewählt  werden.  Ausserdem 
enthält  die  Function  noch  2  willkürliche  Constanten. 

Es  sei  nun  s  so  zu  bestimmen,  dass  f^  möglichst  klein  wird.  Wenn  s 
ftmal  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird,  'so  ist  dies  auch  mit 
jeder  rationalen  Function  ersten  Grades  von  s  der  Fall;  man  kann 
daher  für  die  Lösung  dieser  Aufgabe  einen  der  (i  Punkte  beliebig 
wählen.  Die  Lage  der  übrigen  muss  dann  so  bestimmt  werden,  dass 
i»  -f-  1  —  fi  von  den  BedinguugsgLeichungen  zwischen  den  Grössen  a 
und  ß  eine  identische  Folge  der  übrigen  sind;  es  muss  also,  wenn 
die  Verzweigungswerthe  der  Fläche  T  nicht  besondern  Bedingungs- 
gleichungen genügen,  p  -{-  1  —  f^f*  —  1  oder  (t  ^  ^p  -\-  1  sein. 

Die  Anzahl  der  in  einer  Function  s,  die  nur  für  m  Punkte  der 
Fläche  T  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird  und  übrigens  stetig 
bleibt,  enthaltenen  willkürlichen  Constauten  ist  in  allen  Fällen 
=  2m  — p  -\-  1. 

Eine  solche  Function  ist  die  Wurgel  einer  Gleichung  m'™  Grades, 
deren  Coefßämten  ganm  Functionen  m**"  Grades  von  0  sind. 

Sind  Sj,  s^,  . . .,  s„  die  n  Werthe  der  Function  s  für  dasselbe  s, 
und  bezeichnet  0  eine  beliebige  Grösse,  so  ist  (6 — s,)(<J — Sa)'"('^ — ^'') 
eine  einwerthige  Function  von  0,  die  nur  für  einen  Punkt  der  s-Ebene, 
der  mit  einem  Punkte  £  zusammenfällt,  unendlich  wird  und  unendlich 
von  einer  so  hohen  Ordnung,  als  Punkte  £  auf  ihn  fallen.  In  der 
That  wird  für  jeden  auf  ihn  fallenden  Punkt  £,  der  kein  Verzweigungs- 
punkt ist,  nur  ein  Factor  dieses  Products  von  einer  um  1  höheren 
Ordnung  unendlich,  für  einen  Punkt  e,  um  den  die  Fläche  T  sich 
(tmai  windet,  aber  fi  Factoren  von  einer  um  —  höheren  Ordnung. 
Bezeichnet  man  nun  die  Werthe  von  s  in  den  Punkten  s,  wo  s  nicht 
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unendlich  ist,  durch  g„  £j,  ...,  §^  und  (s  —  t,)  («  — £a) .-.  (^  —  tv)  durch 
«D,  so  ist  aQ(e  —  s,)...(6^s,^  eine  einwerthige  Function  von  e,  die 
für  alle  endlichen  Werthe  von  0  endlich  ist  und  für  s  ^  00  unendlieh 
von  der  m'""  Ordnung  wird,  also  eine  ganze  Function  m'^"  Grades  von  2. 
Sie  ist  zugleich  eine  ganze  Function  n""  Grades  von  ß,  die  für  6  =  s 
verschwindet.  Bezeichnet  man  sie  durch  F  und,  wie  wir  in  der  Folge 
thun  wollen,  eine  ganze  Function  F  n""  Grades  von  6  und  mf™  Grades 

von  s  durch  F{6,  z),  so  ist  s  die  Wurzel  der  Gleichung  F  {s,  d)  =  0. 

Die  Function  F  ist  eine  Potenz  einer  unzerfällbaren  —  d.  h.  nicht 
als  ein  Produet  aus  ganzen  Functionen  von  0  und  z  darstellbaren  — 
Function,  Denn  jeder  ganze  rationale  Factor  von  F  (e,  z)  bildet,  da 
er  für  einige  der  Wurzeln  Sj,  s^,  ■  -  -  s„  verschwinden  niuss,  für  ff  ^  s 
eine  Function  von  s,  die  in  einem  Theile  der  Fläche  T  verschwindet 
und  folglich,  da  diese  Fläche  zusammenhängend  ist,  in  der  ganzen 
Fläche  0  sein  muss.  Zwei  unzerfällbare  Factoren  von  F{(S,  0)  könnten 
aber  nur  für  eine  endliclio  Anzahl  von  Werthenpaaren  zugleich  ver- 
schwinden, wenn  die  eine  nicht  durch  Multiplication  mit  einer  Con- 
stanten aus  der  andern  erhalten  werden  könnte.  Folglich  muss  F  eine 
Potenz  einer  unzerfällbaren  Function  sein. 

Wenn  der  Exponent  v  dieser  Potenz  >  1  ist,  so  wird  die  Ver- 
aweigungsart  der  Function  s  nicht  dargestellt  durch  die  Fläche  T, 
sondern  durch  eine  in  der  ^-Ebene  allenthalben  -fach  ausgebreitete 
Fläche  T,  in  welcher  die  Fläche  T  allenthalben  vfach  ausgebreitet  ist. 
Es  kann  dann  zwar  s  als  eine  wie  T  verzweigte  Function  betrachtet 
werdeuj  nicht  aber  umgekehrt  T  als  verzweigt,  wie  s. 

Eine  solche  nur  in  einzelneu  Punkten  von  T  unstetige  Function, 
wie  s,  ist  auch  -^.  Denn  diese  Function  nimmt  zu  beiden  Seiten  der 
Querschnitte  und  der  Linien  l  denselben  Werth  an,  da  die  Differenz 
der  beiden  Werthe  von  m  in  diesen  Linien  längs  denselben  constant 
ist;  sie  kann  nur  unendlich  werden,  wo  ra  unendlich  wird,  und  in  den 
Yerzweigungspunkten  der  Fläche  und  ist  sonst  allenthalben  stetig,  da 
die  Derivirte  einer  einändrig  und  endlieh  bleibenden  Function  ebenfalls 
einändrig  und  endlich  bleibt. 

Es  sind  daher  sämmtliche  Functionen  ot  algebraische  wie  T  ver- 
zweigte Functionen  von  s  oder  Integrale  solcher  Functionen.  Dieses 
System  von  Functionen  ist  bestimmt,  wenn  die  Fläche  T  gegeben  ist 
und  hängt  nur  von  der  Lage  ihrer  Verzweigungspunkte  ab. 
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Es  sei  jetzt  die  irreductible  Gleichung  F  (s,  s)  =  0  gegeben  und 
die  Art  der  Verzweigung  der  Function  s  oder  der  sie  darstellenden 
Fläche  T  zu  bestimmen.  Wenn  für  einen  Werth  ß  von  z  ji  Zweige 
der  Function  zusammenhängen,  so  daas  einer  dieser  Zweige  sich  erst 
nach  fi  Umläufen  des  B  um  jJ  wieder  in  sieh  selbst  fortsetzt,  so  können 
diese  ft  Zweige  der  Function  (wie  nach  Cauchy  oder  durch  die 
Fourier'sehe  Reihe  leicht  bewiesen  werden  kann)  dargestellt  werden 
durch  eine  Eeihe  nach  steigenden  rationalen  Potenzen  von  z  —  ß  mit 
Exponenten  vom  kleinsten  gemeinschaftlichen  Nenner  jt,  und  um- 
gekehrt. 

Ein  Punkt  der  Fläche  T,  in  weichem  nur  zwei  Zweige  einer 
Function  zusammenhängen,  so  dass  sich  um  diesen  Punkt  der  erste  in 
den  zweiten  und   dieser  in  jenen  fortsetzt,  heisse  ein  einfacher   Ver- 


Ein  Punkt  der  Fläche,  um  welchen  sie  sich  (^  +  l)mal  windet, 
kann  dann  angesehen  werden  als  fi  zusammengefallene  (oder  unendlich 
nahe)  einfache  Verzweigungspunkte. 

Um  dies  zu  zeigen,  seien  in  einem  diesen  Punkt  umgebenden 
Stücke  der  s-Ebene  Sj,  s^,  . . .  s^+i  einandrige  Zweige  der  Function  s 
und  in  der  Begrenzung  desselben,  bei  positiver  Umschreibung  auf 
einander  folgend,  a^,  a^,  . . .,  a^,  einfache  Verzweigungspunkte.  Durch 
einen  positiven  Umlauf  am  «^  werde  s,  mit  s^,  um  a^  s^  mit  Sg,  . . ., 
um  a^  Si  mit  s^(+i  vertauscht.  Es  gehen  dann  nach  einem  positiven 
Umlaufe  um  ein  alle  diese  Punkte  (und  keinen  andern  Verzweigungs- 
punkt) enthaltendes  Gebiet 

in  Sä,  Sg,  . .  .,  s^+i,  s^,  über, 
und  es  entsteht  daher,  wenn  sie  zusammenfallen,  ein  jtfacher  Windungs- 
punkt, 

Die  Eigenschaften  der  Functionen  at  hängen  wesentlich  davon  ab, 
wie  vielfach  zusammenhängend  die  Fläche  T  ist.  Um  dies  zu  ent- 
scheiden, wollen  wir  zunächst  die  Anzahl  der  einfachen  Verzweigungs- 
punkte der  Function  s  bestimmen. 

In  einem  Verzweigungspunkte  nehmen  die  dort  zusammenhängen- 
den Zweige  der  Function  denselben  Werth  an,  und  es  werden  daher 
zwei  oder  mehrere  Wurzeln  der  Gleichung 

if(s)-«.ä-  +  o,s-'  +  .-  +  <..  =  0 
einander  gleich.     Dies  kann  nur -geschehen,  wenn 
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F'{s)  =  «0  ns"-'  +  a,  ^^^  s"-*  +  ■  ■  ■  +  «„-i 
oder  die  einwerthige  Function  von  e,  F' (s^)  F'(s^)  .  . .  F'(s„),  ver- 
schwindet. Diese  Function  vrird  für  endliche  AVerthe  von  0  nur  un- 
endlich, vf enn  s  =  CO,  also  «q  =  0  ist  und  muss,  um  endlich  zu  bleiben, 
mit  «„""^  multiplicirt  werden.  Sie  wird  dann  eine  einwerthige,  für 
ein  endliches  0  endliehe  Function  von  3,  welche  für  3  =  00  unendlich 
von  der  2wi(«  —  l)ten  Ordnung  wird,  also  eine  ganze  Function 
2m(n — l)ten  Grades.  Die  Werthe  von  ^,  für  welche  F'(s)  und  F(s) 
gleichzeitig  verschwinden,  sind  also  die  Wurzeln  der  Gleichung 
2m(n—  l)teu  Grades 
g(0)  =  ap''-äi7F'(sf)  =  O  oder  auch,  in  F'{si)=a^n{Si~' Si'),{i'^i'), 


=  <1— «  JT(s,  -  s,.)  =  0,  (i^.-), 

welche  durch  Elimination  von  s  aus  i^'  (s)  ^ 

_  0  nnd  F{s)  —  0 

gebildet 

werden  kann. 

Wird  F(s,s)  =  Otäis  —  ii,s  —  ß, 

so  ist 

-F(»,>)-|f(»-«)  +  S{.^ffl 

+  i|fj  (»-")'+ 2  £(»■ 

~-a)(,- 

■«  +  ??' 

>-«') 

+ 

^■(')=lf+S|(-«)+S(' 

-«  + 

Ist  also  für  (s  =  a,  2  =  /3)  ^  =  0  und   verschwinden  -^ ,  j^  dann 

nicht,  so  wird  s — cc  unendlich  klein,  wie  (ß  —  ß)^,  und  findet  also 
ein  einfacher  Verzweigungspunkt  statt.  Es  werden  zugleich  in  dem 
Producte  IlF'{s,)  zwei  Factoren  unendlich  klein  wie  (s  — (J)i,  und 
Q(/)  erhält  dadurch  den  Factor  (s^ß).  In  dem  Falle,  dass  -j^ 
und  -^-^  nie  verschwinden,  wenn  gleichzeitig  i^=0  und  Tf^  =  0 
werden,  entspricht  demnach  jedem  linearen  Factor  von  Q{^)  ein  ein- 
facher Verzweiguugspunkt,  und  die  Anzahl  dieser  Punkte  ist  also 
=  2«.{«-l). 

Die  Lage  der  Yerzweigungs punkte  hängt  von  den  Coefficienten 
der  Potenzen  von  e  in  den  Functionen  a  ab  und  ändert  sich  stetig  mit 
denselben. 

Wenn  diese  Coefficienten  solche  Werthe  annehmen,  dass  zwei 
demselben   Zweigepaar    an  gehörige    einfache   Verzweigungspunkte    zu- 
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sammen fallen,  so  heben  diese  sich  auf,  und  es  werden  zwei  Wurzeln 
von  F(s)  einander  gleich,  ohne  dass  eine  Verzweigung  stattfindet. 
Setzt  sich  um  jeden  von  ihnen  s,  in  s^  und  s^  in  s^  fort,  so  geht  durch 
einen  Umlauf  um  ein  beide  enthaltendes  Stück  der  0-Ebene  s^  in  Sj 
und  Sj  in  ^  aber,  und  beide  Zweige  werden  eiuändrig,  wenn  sie  zu- 
sammenfallen.    Es  bleibt  dann   also  auch  ihre  Deriyirte  ^-   einändrig 

und  endlich,  und  folglich  wird  ^^  =  —  f?  |^  =  0. 

°  CS  de   es 

Wird  J-  =  ^  =.  ^  =  0  für  s  =  ß,  3  =  /5,  so  ergeben  sich  aus 
den  drei  folgenden  Gliedern  der  Entwicilung  von  F{s,  s)  zwei  Wertlie 
^^^  J^^  ^  di'  (ß  =  ^t  ^^=ß)-  Sind  diese  Werthe  ungleich  und  end- 
lich, so  können  die  beiden  Zweige  der  Function  s,  denen  sie  angehören, 
dort  nicht  zusanimenbängen  und  sich  nicht  verzweigen.  Es  wird  dann 
g---  für  beide  unendlich  klein  vrie  s  —  ß,  und  Q  (ß)  erhält  dadurch  den 
Factor  {s  —  ßY]  es  fallen  also  nur  zwei  einfache  Verzweigungspnnkte 


Um  in  jedem  Falle,  wenn  für  s  =  ß  mehrere  Wurzeln  der  Gleichung 
F(s)  =^  0  gleich  a  werden,  zu  entscheiden,  wie  viele  einfache  Ver- 
zweigungspunkte für  (s^K,  s  =  ^)  zusammenfallen,  und  wie  viele  von 
diesen  sich  aufheben,  muss  man  diese  Wurzeln  (nach  dem  Verfahren 
von  Lagrange*)  soweit  nach  steigenden  Potenzen  yon  ^ — ß  entwickeln, 
big  diese  Entwicklungen  sammtlicb  von  einander  verschieden  werden, 
wodurch  sich  die  wirklich  noch  stattfindenden  Verzweigungen  ergeben. 
Und  man  muss  dann  untersuchen,  von  welcher  Ordnung  F' (s)  für 
jede  dieser  Wurzeln  unendlich  klein  wird,  um  die  Anzahl  der  ihnen 
zugehörigen  linearen  Factoren  von  Q  (s)  oder  der  für  (s  =  a,  0  =  ß) 
zusammengefallenen  einfachen  Verzweigungspunkte  zu  bestimmen. 

Bezeichnet  die  Zahl  p,  wie  oft  sich  die  Fläche  T  um  den  Punkt 
(s,  d)  windet,  so  wird  im  Punkte  (ß)  F'(s)  so  oft  unendlich  klein  von 
der  ersten  Ordnung,  als  dort  einfache  Verzweigungspunkte  zusammen- 
fallen, de      i'  so  oft,  als  deren  wirklich  stattfinden,  folglich  F'  (s)  ds  '^ 
so  oft,  als  von  ihnen  sich  aufheben. 

Ist  die  Anzahl  der  wirklich  stattfindenden  einfachen  Verzweigungen 
w,  die  Anzahl  der  sich  aufhebenden  2r,  so  ist 
w  +  2r  =  2(M— l)m. 

*J  Lagrange,  Nouvelle  möthode  pour  resoudre  les  equatiotis  litteralee  par  le 
moyen  des  sdties.  Mem.  de  VAcademie  de  Berlin  XXIV  1780,  Oeuvres  de  Lagrange 
Tome  in  p.  6.  W- 
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Nimmt  man  an,  dass  die  Verzweigungsp unkte  nur  paarweise  und  sich 
aufhebend  zusammenfallen,  so  ist  für  r  Werthenpaare  (s  =  j'j,  z  =  8^ 

dz~-    ds'         \ds8z) 

nicht  Null  und  für  w  Werthenpaare  von  s  und  ^;  F=  0,  -k-  =  0,   - 
nicht  Null  und  ~  nicht  Null. 

Wir  beschränken  uns  meistens  auf  die  Behandlung  dieses  Falles, 
da  sich  die  Resultate  auf  die  übrigen  als  Grenzfalle  desselben  leicht 
ausdehnen  lassen,  und  wir  können  dies  hier  um  so  mehr  thun,  da 
wir  die  Theorie  dieser  Functionen  auf  eine  von  der  Ausdrucksform 
unabhängige,  keinen  Ausnahmefällen  unterworfene  Grundlage  gestützt 
haben. 


Es  findet  nun  bei  einer  einfach  zusammenhängenden,  über  einen 
endlichen  Theil  der  ^-Ebene  ausgebreiteten  Fläche  zwischen  der  An- 
zahl ihrer  einfachen  Verzweigungspnnkte  und  der  Anzahl  der  Um- 
drehungen, welche  die  Richtung  ihrer  Begrenzungslinie  macht,  die 
Relation  statt,  dass  die  letztere  um  eine  Einheit  grösser  ist,  als  die 
erstere;  und  aus  dieser  ergiebt  sich  für  eine  mehrfach  zusammen- 
hängende Fläche  eine  Relation  zwischen  diesen  Anzahlen  und  der  An- 
zahl der  Querschnitte,  welche  sie  in  eine  einfach  zusammenhängende 
verwandeln.  Wir  konneu  diese  Relation,  welche  im  Gruüde  von  Masa- 
verhältnissen  unabhängig  ist  und  der  anälysis  situs  angehört,  hier  für 
die  Fläche  T  so  ableiten. 

Nach  dem  Dirichlet'schen  Princip  lässt  sich  in  der  einfach  zu- 
sammenhängenden Fläche  2"  die  Function  log£  von  z  so  bestimmen, 
dass  l  für  einen  beliebigen  Punkt  im  Innern  derselben  unendlich  klein 
von  der  ersten  Ordnung  wird,  und  Iog£  längs  einer  beliebigen  sich 
nicht  sehneidenden,  von  dort  nach  der  Begrenzung  führenden  Linie 
auf  der  positiven  Seite  um  —  2wi  grösser,  als  auf  der  negativen, 
übrigens  aber  allenthalben  stetig  und  längs  der  Begrenzung  von  T' 
rein  imaginär  ist.  Es  nimmt  dann  die  Function  g  jeden  Werfch,  dessen 
Modul  <  1,  einmal  an;  die  Gesamratheit  ihrer  Werlhe  wird  folglich 
durch  eine  über  einen  Kreis  in  der  ^-Ebene  einfach  ausgebreitete 
Fläche  vertreten.  Jedem  Punkte  von  T'  entspricht  ein  Punkt  des 
Kreises,  und  umgekehrt.  Es  wird  daher  für  einen  beliebigen  Punkt 
der  Fläche,  wo  B^d,  £=5',  die  Function  i; — %  unendlich  klein  von 
der  ersten  Ordnung,  und  folglich  bleibt  dort,  wenn  die  Fläche  T'  sich 
{\i.  +  l)mal  um  ihn  windet,  bei  endlichem  s 
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Iiei  unendlichem  /  aber 

^~^ ^ 

endlich.  Das  Integral  /  d\og  j- ,  um  den  ganzen  Kreis  positiv  heruin- 
genommen,  ist  gleich  der  Summe  der  Integrale  um  die  Punkte,  wo 
jz  unendlich  oder  Null  wird,  und  also  =  2jci(w— -2«).  Bezeichnet  s 
ein  Stück  der  Begrenzung  von  2"  von  einem  und  demselben  bestimmten 
Punkte  bis  zu  einem  veranderlicben  Punkte  der  Begreazmig,  und  0  das 
entsprechende  Stück  auf  dem  Kreisumfange,  so  ist 

und,  durch  die  ganze  Begrenzung  ausgedehnt, 


ß 


3ii-(2j'-2)2«i. 


Es  ergiebt  sich  demnach  w  —  2«  =  2(p  —  1).     Da  nun 
w_2((«-l)»>-,-), 
J.-(»-l)(«-l)-n(') 


Der  allgemeine  Ausdruck  der  wie  T  verzweigten  Functionen  s 
von  3,  die  für  m  beliebig  gegebene  Punkte  von  T  unendlich  von  der 
ersten  Ordnung  werden  und  übrigens  stetig  bleiben,  enthält  nach  dem 
Obigen  m  —  i»  +  1  willkürliche  Constanten  und  ist  eine  lineare 
Function  derselben  (§.  5),  Lassen  sich  also,  wie  jetzt  gezeigt  werden 
soll,  rationale  Ausdrücke  von  s  und  s  bilden,  die  für  m'  beliebig  ge- 
gebene, der  Gleichung  F=0  genügende  Werthenpaare  von  s  und  s 
unendlich  von  der  ersten  Ordnung  werden  und  lineare  Functionen  von 
m'  —  p -\-  1  willkürliehen  Constanten  sind,  so  kann  durch  diese  Aus- 
drücke jede  Function  s'  dargestellt  werden. 

Damit  der  Quotient  zweier  ganzen  Functionen  x  (s.  ^)  nnd  ^  (s,  2) 
für  s  ^  00  und  ^  ^=  00  beliebige  endliche  Werthe  annehmen  kann, 
müssen  beide  von  gleichem  Grade  sein;  der  Ausdruck,  durch  welchen 
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s'  dargestellt  werden  suU,   sei  daher  von  der  Form  '^  l' "J- ,  und  über- 

dies  sei  v>  n  —  1,  ;i  >  w  —  1,  Wenn  zwei  Zweige  der  Function  s 
ohne  zusammen  zuhängen  einander  gleich  werden,  also  für  zwei  ver- 
schiedene Funkte  der  Fläche  T  s  =  y  und  s  =  ^  wird,  so  wird  s',  all- 
gemein zu  reden,  in  diesen  beiden  Punkten  verschiedene  Werthe  an- 
nehmen; soll  also  TJ)  —  i/x  allenthalben  =0  sein,  so  muss  für  zwei 
verschiedene  Werthe  von  s'  ^  (y,  Ö")  —  s' ;[  (y,  ä)  =  0  sein,  folglich 
^  (y,  d)  =  0  und  it  (y,  6)  =  0,  Es  müssen  also  die  Functionen  x  ^'^'^ 
ip  i'är  die  r  Werthenpaare  s  =  y^,  s  =  iJp  (S.  112)  verseh winden*). 

Die  Function  %  verschwindet  für  einen  Werth  von  0,  für  welchen 
die  einwerthige  und  für  ein  endliches  s  endliche  Function  von  g 

■S^»-V«Wi(».)--.z(».)-o 

ist;  diese  Function  wird  für  ein  unendliches  s  unendlich  von  der  Ord- 
nung mv-\-n(i  und  ist  also  eine  ganze  Function  {mv-j-niijten  Grades. 
Da  für   die  Werthenpaare   (y,  d)  zwei   Factoren  des  Products  llxisi) 

unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  werden,  also  K{0)  unendlich 
klein  von  der  zweiten  Ordnung,  so  wird  x  ausserdem  noch  unendlich 
klein  von  der  ersten  Ordnung  für 

i  =  mv  -\-  njt  —  2r 
Werthenpaare  von  s  und  s  oder  Punkte  von  T. 

Ist  v>n  —  1 ,  (t>  m  —  1 ,  so  bleibt  der  Werth  der  Function  x 
ungeändert,  wenn  man 

worin  p  beliebig  ist,  für  x{s,  z)  setzt;  es  können  also 

^un  den  Coefhcieuten  dieses  Ausdrucks  nillkuilah  an^tnommen  werden 
Weiden  nun  von  den 


*■)  Es  lat  hipr,  wie  gesagt  cur  der  tili  beruoksioiitigf,  wo  die  Verzweigimgs 
]  unkte  der  FQnLtion  f  nm  paitneiae  und  sich  aufhebend  /ubammenfallen  Im 
Allgemeinen  musHPn  in  einem  Punkte  von  T,  wo  nach  der  Anffaf,sung  ira  §  ij 
Bich  aufhebende  Verzweignn gapunkte  zusammenfdUen,  %  und  i/i,  wenn  T  sich  um 

dusen  Punkt   p  mal  windet    unendlich  klein  werden,  wie  F  {«)(??*       ,  damit  die 
ersten   Wieder    in    dPi    Entwicklung   dei    daiznstellendeu    bunction   mch   gi,n?fn 

lotenden  von  {-/-)      beliebige  Wcrthi'  itinekiuiin  können 
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fr+  1)  («  +  !)-(.-» +1)  fr-«. +  1) 
noch  übrigen  r  als  lineare  Functionen  der  übrigen  so  bestimmt,  dass 
X  für  die  r  Werihenpaare  (y,  d)  verschwindet,  so  enthält  die  Function 
X  noch 

,  =.  (l, -\.  1)  (v -\- i)  -  (v  ~  n -\- 1)  (ii  -  m  +  1)  -  r 
=  nf,  +  niv  ^(n~l)(m~l)-r+l 
willkürliche  Constanten.     Es  ist  also 

i  —  £  ^  (n  —  l)(m  —  1)  ~  r  —  1  =  jp  —  1 , 
Nimmt  man  ;*  und  v  so  an,  dass  e  >  m'  ist,  so  kann  man  x  so 
bestimmen,  dass  es  für  m'  beliebig  gegebene  Werthenjmare  unendlich 
klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  und  dann,  wenn  m'^p,  ij;  so  ein- 
richten, dass  —  für  alle  übrigen  Werthe  endlich  bleibt.  In  der  That 
ist  ip  ebenfalls  eine  lineare  homogene  Function  von  s  willkürlichen 
Constanten,  und  es  lassen  sich  also,  weim  s  —  i  +  »j'>  1  ist,  i  —  ni 
von  ihnen  als  lineare  Functionen  der  übrigen  so  bestimmen,  dass  ip 
für  die  i  —  m  Werthenpaare  von  s  und  0,  für  welche  x  noch  unendlich 
klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  ebenfalls  verschwindet.  Die 
Function  ip  enthält  demnach  s  —  i-|- )»'=«»' — P -\- l  willkürliche 
Constanten,  und  —  kann  also  jede  Function  s'  darstellen. 


Da  die  Functionen  -=-  algebraische  wie  s  verzweigte  Functionen 
von  s  sind  (§.  5),  so  lassen  sie  sich  zufolge  des  eben  bewiesenen 
Satzes  rational  in  s  und  2  ausdrücken,  und  sämmtliche  P'Unctionen  a 
als  Integrale  rationaler  Functionen  von  s  und  s. 

Ist  w  eine  allenthalben  endliehe  Function  m,  so  wird  ^--  unendlich 
von  der  ersten  Ordnung  für  jeden  einfachen  Verzweigungspunkt  der 
Fläche  T,  da  dw  und  (ds)^  dort  unendlich  klein  von  der  ersten 
Ordnung  sind,  bleibt  aber  sonst  allenthalben  stetig  und  wird  für 
g  =  00  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung.  Umgekehrt  bleibt 
das  Integral  einer  Function,  die  sieh  so  verhält,  allenthalben  endlich. 

Um  diese  Function  -j-  als  Quotient  zweier  ganzen  Functionen  von 
s  und  2  auszudrücken,  muss  man  (nach  §.  S)  zum  Nenner  eine  Function 
nehmen,  die  verschwindet  in  den  Verzweigungspunkten  und  für  die 
r  Werthenpaare  {y,  ä).    Dieser  Bedingung  genügt  man  am  einfachste}! 
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durcii  eine  Function,  die  nur  für  diese  Werthe  0  wird.   Eine  aolcho  ist 

Diese  wird  für  ein  unendliches  s  unendlich  von  der  (m — 2)ten  Ord- 
nung (da  ßp  dann  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  wird)  und 
für  ein  unendliches  ^  unendlich  von  der  mten  Ordnung-  Damit  ~ 
ausser  den  Verzweigungspunkten  endlich  und  für  ein  unendliches  s 
unendlich  klein  von   der  zweiten  Ordnung  ist,  muss   also  der  Zähler 

eine  ganze  Function  g){  s,  s  )  sein,  die  für  die  r  Werthenpaare 
{y,  S)  (8.  112)  verschwindet.     Demnach  ist 


»-/^'^-^=-/'"Ä 


"3F 

worin  cp  =  0  tat  s  =  y„,  s  =  Öf,,  p  =  1,  2,  .  . .,  r. 

Die  Function  ip  enthält  (n  ^  1)  (»w  —  1)  constante  Ooefficienien, 
und  wenn  r  von  ihnen  als  lineare  Functionen  der  Übrigen  so  bestimmt 
werden,  dass  g>  =  0  für  die  r  Werthenpaare  s  =  y,  s  =  d,  so  bleiben 
noch  (*»  —  l){n  —  1)  -~  r  oder  p  willkürlieh,  und  es  erhält  (p  die  Form 

«i9'i  +  «2%  -) \-«p9p> 

worin  <p^,  (p^,  .  ..,  (p^  besondere  Functionen  fp,  von  denen  keine  eine 
lineare  Function  der  übrigen  ist,  und  a^,  a^,  ....  Kp  beliebige  Con- 
stanten sind.  Als  allgemeiner  Ausdruck  von  w  ergiebt  sieh,  wie  oben 
auf  anderem  Wege 

KjJf^  -f"  K^Wg  -|-  KptCp  -\-  coust. 

Die  nicht  allenthalben  endlich  bleibenden  Functionen  a  und  also 
die  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  lassen  sich  nach  denselben 
rrincipien  rational  in  s  und  z  ausdrücken,  wobei  wir  indess  hier  nicht 
verweilen,  da  die  allgemeinen  Regeln  des  vorigen  Paragraphen  keiner 
weitern  Erläuterung  bedürfen  und  zur  Betrachtung  bestimmter  Formen 
dieser  Integrale  erst  die  Theorie  der  -S-Funetionen  Äniass  giebt. 

10. 
Die  Function  tp  wird  ausser  für  die  r  Werthenpaare  (j,  ö)  noch 
für  m (n  —  2)  +  w {ni  —  2)  —  2r  oder  2(j>—l)  der  Gleichung  _F  =  0 
genügende  Werthenpaare  von  s  und  s  unendlich  klein  von  der  ersten 
Ordnung.     Sind  nun 

qrj'"  =  ß/'Vi  +  a/'Vi  ^ h  a/'ip,, 

und 
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Kwej  beliebiae  Functionen  m,  so  kanu  man  in  dem  Ausdrucke  ^  den 
Nenner  ao  bestiinnien,  dass  er  für  jp  —  1  beliebig  gegebene  der  Glei- 
chung I''  =  0  genügende  Werthenpaare  von  s  und  z  gleich  Null  wird, 
und  dann  den  Zähler  so,  dass  er  für  j)  —  2  von  den  übrigen  Werthen- 
jiiiaren,  für  welche  9'''  noch  gleich  0  wird,  gleichfalls  verschwindet. 
Er  ist  dann  noch  eine  lineare  Function  von  zwei  willkürlichen  Con- 
stanten und  folglich  ein  allgemeiner  Ausdruck  einer  Function,  die  nur 
für  p  Punkte  der  Fläche  T  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird. 
Eine  Function,  die  für  weniger  als  p  Punkte  unendHch  wird,  bildet 
einen  speciellen  Fall  dieser  Function;  es  lassen  sich  daher  alle  Functionen, 
die  für  weniger  sils  p  -\-  1  Punkte  der  Fläche  T  unendKch  von  der 
ersten  Ordnung  werden,  in  der  Form  -,j  oder  in  der  Form  j—r^,  wenn 
(t'"  und  M)'^'  zwei  allenthalben  endliche  Integrale  rationaler  Functionen 
von  s  und  s  sind,  darstellen. 


11. 
Eine   wie   T  verzweigte   Function   g^    von   z,   die   für   k,    Punkte 
dieser  FlUche   unendlich   von   der  ersten  Ordnung  wird,  ist  nach  dein 
Früheren  (S.  108)  die  Wurzel  einer  Gleichung  von  der  Form 

(?(3„   3)  =  0 

und  nimmt  daher  jeden  Werth  für  n^  Punkte  der  Fläche  T  an.  Wenn 
man  sich  also  jeden  Punkt  von  T  durch  einen  den  Werth  von  ^^  in 
diesem  Punkte  geometrisch  repräsentirenden  Punkt  einer  Ebene  ab- 
gebildet denkt,  so  bildet  die  Gesammtheit  dieser  Punkte  eine  in  der 
«,-Ebene  allenthalben  w^  fach  ausgebreitete  und  die  Fläche  T  —  be- 
kanntlich in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  —  abbildende  Fläche  2\. 
Jedem  Punkt  in  der  einen  Fläche  entspricht  dann  ein  Punkt  in  der 
andern.  Die  Functionen  m  oder  die  Integrale  wie  T  verzweigter 
Functionen  von  n  geben  daher,  wenn  man  für  s  als  unabhängig  ver- 
änderliche Grösse  ^^i  einführt,  in  Functionen  über,  welche  in  der  Fläche 
Tj  allenthalben  einen  bestimmten  Werth  und  dieselben  ünstetigkeiten 
haben,  wie  die  Functionen  o  in  den  entsprechenden  Punkten  von  T, 
und  welche  folglich  Integrale  wie  J^  verzweigter  Functionen  von 
s^  sind. 

Bezeichnet  Sj  irgend  eine  andere  wie  T  verzweigte  Function  von 
2,  die  für  m^  Punkte  von  T  und  also  auch  von  2\  unendlich  von  der 
ersten  Ordnung  wird,  so  findet  (§.  5)  zwischen  s^  und  z^  eine  Gleichung 
von  der  Form 
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F,(s;,  5  =  0 

«tatt,  worin  F.^  eine  Potenz  einer  uuz  er  fällbaren  ganzen  Function  von 
s,  und  s-y  ist,  und  es  lassen  sich,  wenn  diese  Potenz  die  erste  ist,  alle 
wie  Ty  verzweigten  Functionen  von  s^,  folglich  alle  rationalen  Functionen 
von  s  und  s  rational  in  Sj  und  z^  ausdrücken  (§.  8). 

Die  Gleichung  F{s,  g)  =  0  feann  also  durch  eine  rationale  Sub- 
stitution in  F{s,,  ^,)  =  0  und  diese  in  jene  transformirt  werden. 

Die  Grössengebiete  (s,  ß)  und  (s^,  aj  sind  gleichvielfach  zu- 
sammenhängend, da  jedem  Punkte  des  einen  ein  Punkt  des  andern 
entspricht.  Bezeichnet  daher  r,  die  Anzahl  der  Fälle,  in  welchen 
Sj  und  ^j  für  zwei  verschiedene  Punkte  des  Grössengebiets  (S;,  s^)  beide 
denselben  Werth  annehmen  und  folglich  gleichzeitig  F^,  ■—  und  -k-' 
gleich  0  und 

nicht  Null  ist,  so  niuss 

(,,,  _  1)  (™,  _  1)  _  ^,  =j,  =  („  -  1)  („i  -  1)  -  r 


12. 

Man  betrachte  nun  als  zu  Einer  Klasse  gehörend  alle  irredudiblcn 
algebraischen  Gleicfmngen  zwischen  zwei  veränderlichen  Grösse«,  weldtc 
sich  durch  rationale  SvhsUtuHonen  in  einander  transformiren  lassen,  so 
dass  F{s,  g)  =^0  und  F,  {s„  Zj)  =  0  zu  derselben  Klasse  gehören,  wenn 
sich  für  s  und  s  solche  rationale  Functionen  von  s,  und  0,  setzen 
lassen,  dass  J!^(s,  ä)  =  0  in  F^(s,,  Sj)  =  0  übergeht  und  zugleich  s^ 
und  g^  rationale  Functionen  von  s  und  z  sind. 

Die  rationalen  Functionen  von  s  und  s  bilden,  als  Functionen  von 
irgend  einer  von  ihnen  §  betrachtet,  ein  System  gleiehverzweigter 
algebraischer  Functionen,  Auf  diese  Weise  führt  jede  Gleichung 
offenbar  zu  einer  Klasse  von  Systemen  gleich  verzweigt  er  algebraischer 
Functionen,  welche  sich  durch  Einführung  einer  Function  des  Systems 
als  unabhängig  veränderlicher  Grösse  in  einander  trai^formiren  lassen 
und  zwar  alle  Gleichungen  Einer  Klasse  zu  derselben  Klasse  von 
Systemen  algebraischer  Functionen,  und  umgekehrt  führt  (§.  11)  jede 
Klasse  von  solchen  Systemen  zu  Einer  Klasse  von  Gleichungen. 

Ist  das  GrÖssengebiet  (s,  z)  {2p  +  l)fach  zusammenhängend  und 
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die  Function  £  in  ft  Punkten  desselben  uneüdlieh  von  der  ersten 
Ordnuiig,  so  ist  die  Anzahl  der  Verzweigungswerthe  der  gleichver- 
zweigten Functionen  von  £,  welche  durch  die  übrigen  rationalen 
Functionen  von  s  und  ^  gebildet  werden,  2(fi-j-j) — 1),  und  die  An- 
Kahl  der  willkürlichen  Goustanten  in  der  Function  ?  2(i  — p  +  1  (§.  5)- 
Diese  lassen  sich  so  bestimmen,  dass  2ft  —  p  -\-  1  Verzweigungswerthe 
gegebene  Werthe  annehmen,  wenn  diese  Verzweigungswerthe  von 
einander  unabhängige  Functionen  von  ihnen  sind,  und  zwar  nur  auf 
eine  endliche  Anzahl  Arten,  da  die  Bedingungsgleichungen  algebraisch 
sind.  In  jeder  Klasse  von  Systemen  gleiehverzweigter  {2p  ■{-  l)fach 
zusammenh äugender  Fanetionen  giebt  es  daher  eine  endliehe  Anzahl 
von  Systemen  jiwerthiger  Functionen,  in  welchen  2/1 — p -\-  1  Ver- 
zweigungswerthe gegebene  Werthe  annehmen.  Wenn  andererseits  die 
^^(l*-  -\-  P  ^  '^)  Verzweigungspunkte  einer  die  £- Ebene  allenthalben 
fti'aeh  bedeckenden  {2p -\-  l)fach  zusammenhängenden  Fläche  beliebig 
gegeben  sind,  so  giebt  es  (g§,  3—5)  immer  ein  System  wie  diese 
Fläche  verzweigter  algebraischer  Functionen  vou  £.  Die  Sp  —  3 
übrigen  Verzweigungswerthe  in  jenen  Systemen  gleich  verzweigter 
(iwerthigcr  Functionen  können  daher  beliebige  Werthe  annehmen; 
und  es  hängt  also  eine  Klasse  von  Systemen  gleiehverzweigter  (2p  -{-  1)- 
t'iich  zusammenhängender  Functionen  und  die  zu  ihr  gehörende  Klasse 
algebraischer  Gleichungen  von  3p  —  3  stetig  veränderlichen  Grössen 
:ib,  welche  die  Moduln  dieser  Klasse  genannt  werden  sollen. 

Diese  Bestimmung  der  Anzahl  der  Moduln  eiuer  Klasse  {2p -\-  1)- 
fach  zusammenhängender  algebraischer  Functionen  gilt  jedoch  nur 
unter  der  Voraussetzung,  dass  es  2f^ — P -\- i-  Verzweigungswerthe 
giebt,  welche  von  einander  unabhängige  Functionen  der  willkürliehen 
Constanten  in  der  Function  £  sind.  Diese  Voraussetzung  trifft  nur  zu, 
wenn  p>  l,  und  die  Anzahl  der  Moduln  ist  nur  dann  =  3j)  —  3,  für 
p  =  1  aber  =  1.  Die  directe  Untersuchung  derselben  wird  indess 
schwierig  durch  die  Art  und  Weise,  wie  die  willkürlichen  Conatanten 
in  g  enthalten  sind.  Man  führe  deshalb  in  einem  Systeme  gleiehver- 
zweigter {2p  -\-  l)fach  zusammenhängender  Functionen,  um  die  Anzahl 
der  Moduln  zu  bestimmen,  als  unabhängig  veränderliche  Grösse  nicht 
eine  dieser  Functionen,  sondern  ein  allenthalben  endliches  Integral 
einer  solchen  Function  ein. 

Die  Werthe,  welche  die  Function  w  von  0  innerhalb  der  F'läehe 
T'  annimmt,  werden  geometrisch  repräsentirt  durch  eine  einen  end- 
lichen Theil  der  w-Ebene  einfach  oder  mehrfach  bedeckende  und  die 
Fläche  1"  (in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich)  abbildende  Fläche,  welche 
durch   S  bezeichnet  werden   soll.     Da  w   auf  der   positiven   Seite   des 
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vten  Querschnibts  um  die  Constante  ¥■">  grösser  ist,  als  auf  der  nega- 
tiven, so  besteht  die  Begrenzung  von  S  aus  Paareu  von  parallelen 
Curven,  welche  denselben  Theil  des  2"  begrenzenden  Sehnittsysfcems 
abbilden,  und  es  wird  die  Ortsverscbiedenbeit  der  entsprechenden 
Punkte  in  den  parallelen,  den  vten  Querschnitt  abbildenden  Begren- 
zungstheilen  von  S  durch  die  complexe  Grösse  Jc'"^  ausgedrückt.  Die 
Anzahl  der  einfachen  Verzweigungspunkte  der  Fläche  S  ist  2p  —  2, 
da  dw  in  2p  —  2  Punkten  der  Fläche  T  unendlich  klein  von  der 
zweiten  Ordnung  wird.  Die  rationalen  Functionen  von  s  und  0  sind 
dann  Functionen  von  w,  welche  für  jeden  Punkt  von  S  Einen  be- 
stimmten, wo  sie  nicht  unendlich  werden,  stetig  sich  ändernden  Werth 
haben  und  in  den  entsprechenden  Punkten  paralleler  Begrenzungstheile 
denselben  Werth  annehmen.  Sie  bilden  daher  ein  System  gleichver- 
zweigter und  2i»fach  periodischer  Functionen  von  w.  Es  lässt  sieh 
nun  (auf  ähnlichem  "Wege,  wie  in  den  §§.  3—5)  zeigen,  dass,  die 
2p  —  2  Verzweigun gapunkte  und  die  2p  Ortsverschiedenheiten  paralleler 
Begrenzungstheile  der  Fläche  S  als  willkürlich  gegeben  vorausgesetzt, 
immer  ein  System  wie  diese  Fläche  verzweigter  Functionen  esistirt, 
welche  in  den  entsprechenden  Punkten  paralleler  Begrenzungstheile 
denselben  Werth  annehmen  und  also  S^fach  periodisch  sind,  und  die, 
als  Functionen  von  einer  von  ihnen  betrachtet,  ein  System  gleichver- 
zweigter (2p  -f-  l)faeh  zusammenhängender  algebraischer  Functionen 
bilden,  folglich  zu  einer  Klasse  von  (2j) -j-  l)fach  zusammenhängenden 
algebraischen  Functionen  führen.  In  der  That  ergiebt  sich  nach  dem 
Dirichlet'achen  Prineip,  dass  in  der  Fläche  S  eine  Function  von  w 
bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt  ist  durch  die  Bedingungen, 
im  Innern  von  S  beliebig  gegebene  ün Stetigkeiten  von  der  Form  wie 
(o  in  T'  anzunehmen  und  in  den  entsprechenden  Punkten  paralleler 
Begrenzungstheile  um  Oonstanten,  deren  reeller  Theil  gegeben  ist,  ver- 
schiedene Werthe  zu  erhalten.  Hieraus  schliesst  man  ähnlich,  wie  im 
g.  5,  die  Möglichkeit  von  Functionen,  welche  nur  in  einzelnen  Punkten 
von  S  unstetig  werden  und  in  den  entsprechenden  Punkten  paralleler 
Begrenzungstheile  denselben  Werth  annehmen.  Wird  eine  solche 
Function  0  in  n  Punkten  von  S  unendlich  von  der  ersten  Ordnung 
und  sonst  nicht  unstetig,  so  nimmt  sie  jeden  complexen  Werth  in 
n  Punkten  von  S  an;  denn  wenn  a  eine  beliebige  Constante  ist,  so  ist 
fd  log  (s  ^  a),  um  S  erstreckt,  =  0,  da  die  Integration  durch  parallele 
Begrenzungstheile  sich  aufhebt,  und  es  wird  daher  3  —  a  in  8  ebenso 
oft  unendlich  klein,  als  unendlich  von  der  ersten  Ordnung.  Die  Werthe, 
welche  s  annimmt,  werden  folglieh  durch  eine  über  die  2-Ebeue  allent- 
halben wfach  ausgebreitete  Fläche  repräsentirt,  und  die  übrigen  ebenso 
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verzweigten  und  periodischen  Functionen  von  w  bilden  daher  ein 
System  wie  diese  Fläche  verzweigter  (2p -\-  l)fach  zusammenhängender 
algebraischer  Functionen  von  0,  w.  z.  b.  w. 

Für  eine  beliebig  gegebene  Klasse  (2p-|-l)  fach  zusammenhängender 
algebraischer  Functionen  kann  man  nun  in  dem  als  unabhängig  ver- 
änderliehe Grösse  einzuführenden 

die  Grössen  et  so  bestimmen,  dass  p  von  den  2p  Periodicitätsniodulii 
gegebene  Werthe  amiehmen,  und  c  wenn  j>  >  1  so,  dass  einer  von  den 
2p  —  2  Verzweigungswerthen  der  periodischen  Functionen  von  w  einen 
gegebenen  Werth  erhält.  Dadurch  ist  w  völlig  bestimmt,  und  also 
sind  es  auch  die  Sp  —  3  übrigen  Grössen,  von  denen  die  Verzwei- 
gungsart ucd  Periodicität  jener  Functionen  von  w  abhängt;  und  da 
jedweden  Werthen  dieser  Sp  —  3  Grössen  eine  Klasse  von  {2p  -\-  l)fach 
zusammenhängenden  algebraischen  Functionen  entspricht,  so  hängt  eine 
solche  von  3p  ^  3  unabhängig  veränderlichen  Grössen  ab. 

Wenn  ß  =  1  ist,  so  ist  kein  Verzweigungspunkt  vorhanden,  und 
es  läsat  sich  in 

!(I  =  «,  Wj  +  c 

die  Grösse  Kj  so  bestimmen,  dass  ein  Periodicitätsmodul  einen  ge- 
gebenen Werth  erhält,  und  dadurch  ist  der  andere  Periodicitätsmodul 
bestimmt.     Die  Anzahl    der  Moduln   einer  Klasse  ist  also  dann  ^  1. 


13. 
Nach   den  obigen   (im   §.  11   entwickelten)  Pi'incipien  der  Trans- 
formation musM  man,  um  eine  beliebig  gegebene  Gleichung  F(s,  2)  =  0 
durch   eine   rationale  Substitution    in  eine  Gleichung  derselben  Klasse 

von  möglichst  niedrigem  Grade  zu  transformiren ,  zuerst  für  ^j  einen 
rationalen  Ausdruck  in  s  und  s,  r{s,  2},  so  bestimmen,  dass  Mj  mög- 
lichst klein  wird,  und  dann  s^  gleich  einem  andern  rationalen  Aus- 
drucke /(s,  s)  so,  dass  m^  möglichst  klein  wird  und  zugleich  die  zu 
einem   beliebigen   Werthe   von   ^j   gehörigen   Werthe   von  Sj   nicht  in 

Gruppen  unter  einander  gleicher  zerfallen,  so  dass  Fi{Sj,  ^,)  nicht 
eine  höhere  Potenz  einer  unzerfällbaren  Function  sein  kann. 

Wenn  das  GrÖssengebiet  (s,  z)  (2p  -f- 1)  fach  zusammenhängend  ist, 
so  ist  der  kleinste  Werth,  den  w,  annehmen  kann,  allgemein  zu  reden, 
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^  y  +  1  (§.5)  und  die  Anzahl  der  Fälle,  in  deueu  Sj  und  Si  für 
zwei  verschiedene  Punkte  des  GrÖssengebiets  beide  denselben  Werth 
annehmen, 

In  Giner  Klasse  vüii  algebraischen  Gleichungen  zwischen  zwei  ver- 
ünderlichen  Grössen  haben  demnach,  wenn  ihre  Moduln  nicht  beson- 
deren Bedingungsgleichungen  genügen,  die  Gleichungen  niedrigsten 
Grades  folgende  Form: 

tilr   p  —  1,  F(s,  n)  —  0,     r  —  0 

J)  —  3,  F(s,  «)  —  0,     r  —  0 

jj  — 2,ij"-3,    I''(s,  2)=-0;     r  — ((«— a)" 
1)>2 

p  =  2,.  -  2,    f(s,  "ß)  -  0,    r  -  (^  -  1)  (p  -  3). 
Von   den  Coefficienten  der  Potenzen  von  s  und  0  in  den  ganzen 
Functionen  F  müssen  r  als  lineare  homogene  Functionen  der  übrigen 


so  bestimmt  werden,  dass  ^—  und  ^^  für  r  der  Gleichung  ^^=0 
genügende  Werth enp aar e  gleichzeitig  verschwinden.  Die  rationalen 
Functionen  von  s  und  ?,  als  Functionen  von  einer  von  ihnen  betrachtet, 
stellen  dann  alle  Systeme  (2p  -("  l)fach  zusammenhängender  algebrai- 
scher Functionen  dar. 


14. 

Ich  benutze  nun  nach  Jacobi  (Journ.  f.  Math.  Bd.  0  Nr.  32 
§.  8*)  das  Ahel'sche  Additionstheorem  zur  Integration  eines  Systems 
von  Differentialgleichungen ;  ich  werde  mich  dabei  auf  das  beschränken, 
was  in  dieser  Abhandlung  später  nÖthig  ist. 

Führt  man  in  einem  allenthalben  endlichen  Integrale  w  einer 
rationalen  Function  von  s  und  g  als  unabhängig  veränderliche  Grösse 
eine  rationale  Function  von  s  und  a,  £,  ein,  die  für  m  Werthenpaare 
von  s  und  s  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird,  so  ist  -7-  eine 
mwerthige  Function  von  §.  Bezeichnet  man  die  mWerthe  von  w  für 
dasselbe  £  durch  mjW,  ii^^\  . . .,  «?!'"',  so  ist 


dt    "^    <i£    "■■  ^     dS 


*)  Jacobi'ü  gesammelte  Werke  Bei.  II,  S.  15. 
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eine  einwertbige  FuDction   von  g,   deren  lütegral  allentlialbeu  endlich 

bleibt,  und  folglich  ist  auch/^(M><')  +  m><^i  -\ 1-  w'"'!)  alleuthalbeii 

t-inwerthig  und  endlich,  mithin  constant.  Auf  äbulicbe  Weise  findet 
sichj  wenn  o"!,  m'^),  . . .  g)*"'*  die  demselben  g  entsprechenden  Werthe 
eines  beliebigen  Integrals  ra  einer  rationalen  l'unction  von  s  und  s 
bezeichnen,  /(7(iö'"  -|-  ra*^'  +  ■  ■  ■  +  OJ*"'')  his  auf  eine  additive  Con- 
stante  aus  den  Unstetigkeiten  von  to  und  zwar  als  Summe  von  einer 
rationalen  Function  und  mit  constanten  Coefficienten  versehenen  Loga- 
rithmen rationaler  Functionen  von  ^ 

Mittelst  dieses  Satzes  lassen  sich,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll, 
folgende  p  gleichzeitige  Differentialgleichungen  zwischen  den  p  -\-  I 
der  Gleichung  i'{s,  s)  =  0  genügenden  Werthenpaaren  von  s  und  0, 
(Si,  ^1).  (5a,  «ä).  -■■)  (Sp+h  ^j'+O 


für  ir  ^  1,  2,  . . .,  j),  allgemein  oder  vollständig  (complete)  iutegriren. 
Durch  diese  Differentialgleichungen  sind  p  von  den  Grössenpaaren 
{Sf,,  s^)  als  Functionen  des  einen  noch  übrigen  völlig  bestimmt,  wenn 
für  einen  beliebigen  Werth  des  letzteren  die  Werthe  der  übrigen 
gegeben  werden.  Wenn  man  also  diese  p  -\-  \  Grössenpaare  als 
Functionen  einer  veränderlichen  Grösse  %  so  bestimmt,  dass  sie  für 
denselben  Werth  0  dieser  Grösse  beliebig  gegebene  Anfangswerthe 
(sf,  .^i),  (sa,  Sg),  ...,  (sp+i,  ^p+i)  annehmen  und  den  Differential- 
gleichungen genügen,  so  bat  man  dadurch  die  Differentialgleichungen 
allgemein  integrirt.  Nun  lässt  sich  die  Grösse  y-  als  einwertbige  und 
folgbch  rationale  Function  von  (s,  z)  immer  so  bestimmen,  dass  sie 
nur  für  alle  oder  einige  von  den  j)  +  1  Werthenpaaren  {s/, ,  s^)  un- 
endlich und  für  diese  nur  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird,  da 
sich  in  dem  Ausdrucke 

2"  ft.i(4, 4)  +  2  "'••""  +  ""'■ 

die  Verhältnisse  der  Grössen  a  und  ß  immer  so  bestimmen  lassen, 
dass  die  Periodicitätsmoduln  sämmtlicb  0  werden.  Es  genügen  dann, 
wenn  kein  ß  ^  0  ist,  den  zu  lösenden  Differentialgleichungen  die 
^)  -|-  1  Zweige  der  (p  -{-  l)werthigen  gleichverzweigten  Functionen  s  und 
*•  von  e,  (Sj,  Si),  (Sä,  2i),  ...,  (S;,+i,  2p+i),  welche  ffir  §=0  die 
Werllie    {a",  sfj,  [bs,  ^),  . . .,  (s°+i,  2°+0    annehmen.      Wenn    aber 
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vou  den  Grössen  ß  einige,  etwa  die  p  -\-  1  —  M  letzten  gleich  0 
werden,  so  werden  die  zu  lösenden  Differentialgleichungen  befriedigt 
durch  die  mj  Zweige  der  mwerthigen  Functionen  s  und  s  von  ^,  (s,,  2,), 
{ss,  2s),  ...,  (s«,  «m),  welche  für  £  =  0  gleich  (sj,  sf),  {sj,  St),  ■■■, 
\S%i,  Sm)  werden,  und  durch  constante,  also  ihren  Anfangswerthen 
s,;,-fi,  ...,  s^4-i  gleiche  Werthe  der  Grossen  s^+i,  £,/,+i;  ...;  s^+i,  ^p+i- 
Im  letzteren  Falle  sind  von  den  p  linearen  homogenen  Gleichungen 


^0 


für   31=1,  2,  ...,   p   zwischen   den  Grössen    "j,r,-"  -   -:  i'+T-  —  '« 

eine  Folge  der  übrigen;  es  ergeben  sich  hieraus  p-}-l  ^  m  Bedingungs- 
gleichungen, welche,  damit  dieser  Fall  eintritt,  zwischen  den  Functionen 
(Sj,  S|),  ...,  (sm,  s„,)  und  also  auch  zwischen  ihren  Anfangswerthen 
(s^*,  ^^\,  ...,  (^,  ^)  erfüllt  sein  müssen,  und  es  können  daher  von 
diesen,  wie  oben  (§.  5}  gefunden,  nur  2m  — p  ~  1  beliebig  gegeben 
werden. 


/ 


durch  das  Innere  von  2"  integrirt,  gleich  w«  und  der  Periodicitäts- 
modul  von  tv„  für  den  »itea  Querschnitt  gleich  i^,  eo  dass  sich  die 
Functionen  w,,  tv^,  ...,  Wp  des  Grössenpaars  (s,  s)  heim  Uebertritfc 
des  Punkts  (s,  s)  von  der  negativen  auf  die  positive  Seite  des  vten 
Querschnitts  gleichzeitig  um  V-^ ,  ^"'j  ...,  J*''*  ändern.  Zur  Abkürzung 
mag  ein  System  von  p  Grössen  (6j,  h^,  .  .  ,,  &j,)  einem  andern 
(aj ,  «2  j  ■  ■  ■ )  "p)  congruent  nach  2p  Systemen  susammmgeköriger  Moduln 
genannt  werden,  wenn  es  aus  ihm  durch  gleichzeitige  Aenderungen 
sämmtlicher  Grössen  um  zusammengehörige  Moduln  erhalten  werden 
kann.  Ist  der  Modul  der  arten  Grösse  im  vten  Systeme  ==  B'\  so 
h  eis  st  denmacli 

(6,,  S,,...,6„)ES(a,,  «,,...,«,), 
wenn 

für  m  =  1 ,  2,  . . .,  p  und  )», ,  ni.^,  . . .,  «%„  ganze  Zalilen  sind. 
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Da  sich  p  beliebige  Grössen  «i,  a^,  , . .,  «^  immer  und  nur  auf 

eine  Weise   in  die  Form  «« '= -^  1^^^'  seteen  lassen,  so  dass  die  2p 

Grossen  |  reell  sind,  und  durch  Aeaderung  dieser  Grössen  ^  um  ganze 
Zahlen  alle  congrueaten  Systeme  und  nur  diese  sich  ergeben,  so  erhält 
man  aus  jeder  Reihe  congruenter  Systeme  eins  und  nur  eins,  wenn 
man  in  diesen  Ausdrücken  jede  Grosse  |  alle  Wertlie  von  einem  be- 
liebigen Werthe  bis  zu  einem  um  1  grösseren,  einen  der  beiden  GrenK- 
werthe  eingeschlossen,  stetig  durchlaufen  lässt. 

Dieses  festgesetzt,  folgt  aus  den  obigen  Differentialgleichungen 
oder  aus  den  p  Gleichungen 

"V  dic'i"  =  0  für  ;r  =  l,  2,  ...,  p 

durch  Integration 

worin  Cj ,  c^,  . . . ,  Cf,  constante  von  den  Werthen  (s**,  s")  abhängige 
Grössen  sind. 

16. 

Drückt  man  ^  als  Quotienten  zweier  ganzen  Functionen  von  s  und 
s,  --,  aus,  so  sind  die  GrÖsaenpaare  (S[,  s,),  . . ,,  (s„,,  b^)  die  gemein- 
schaftlichen Wurzeln  der  Gleichungen  F=0  und  ^- =  £■  Da  die 
ganze  Fmiction 

z  -  g*  -  ns,  i) 

für  alle  Werthenpaare,  für  welche  %  und  ^  gleichzeitig  verschwinden 
ebenfalls,  was  auch  t,  sei,  verschwindet,  so  können  die  Grössenpaare 
{s■^,  s^},  . .  .,  (s„,,  0„,)  auch  definirt  werden  als  gemeinschaftliche  Wurzeln 
der  Gleichung  F=0  und  einer  Gleichung  f(s,  s)  =  0,  deren  Coeffi- 
cienten  so  sich  ändern,  dass  alle  übrigen  gemeinschaftlichen  Wurzein 
constant  bleiben.     Wenn  t»  <j)  +  1,  kann  g  in  der  Form  dar- 

gestellt werden  (§.  10)  und  /'  in  der  Form 

Die  aligemeinsten  Werthe  der  den  j>  Gleichungen 


■  ,7itiO')  =  0  für  n:  =  1,  2, 


,P 
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genügenden  Functionenpaare  (sj,  s^,  ...,  (Sp,  Sf)  werden  daher  ge- 
bildet dureli  p  gemeinschaftliche  Wurzeln  der  Gleichungen  F  ==■  0  und 
90=^0,  welche  ao  sich  ändern,  dass  die  übrigen  gemeinsehafUichen 
Wurzeln  eon staut  h leiben.  Hieraus  folgt  leicht  der  später  nöthige 
Satz,  dass  die  Aufgabe,  p  ^  1  von  den  2p  —  2  Grössenpaaren 
(sj,  0j),  ...,  (S2p-i,  g2p-2)  ftlß  Functionen  der  p  —  1  übrigen  so  v.a 
bestimmen,  dass  die  p  Gleichungen 

"^  (iw^'*  =  0  für  31  =  1 ,  2 ,  . . .,  p 

erfüJlt  werden,  völlig  allgemein  gelöst  wird,  wenn  man  für  diese 
2^  —  2  örössenpaare  die  von  den  r  Wurzeln  s  =  y^,  s  =^  ä^  (§.  6) 
verschiedenen  gemeinschaftlichen  Wurzeln  der  Gleichungen  i*'=0  und 
9!)  =  0  oder  die  2p  —  2  Werthenpaare  nimmt,  für  welche  dto  unend- 
lich klein  von  der  zweiten  Ordnung  wird,  und  dass  diese  Aufgabe 
daher  nur  eine  Lösung  zulässt.  Solehe  Grbssenpaare  sollen  durch  die 
Gleichung  q^  =  0  verknüpft  heissen.     Infolge  der  Gleichungen 

V  «^wl,"!  =  0  wird  (  V  it^^l ,     V(t^">,  ...,    2"!^"')' 

die  Summe  über  solche  Grössenpaare  ausgedehnt,  congruent  einem 
Constanten  Grössensysteme  (Cy,  c^,  ...,  e^,  worin  Cn  nur  von  der 
additiven  Constante  in  der  Function  m'«  oder  dem  Anfangswerthe  des 
sie  ausdrückenden  Integrals  abhängt. 


Zweite  Abtheilung. 

17. 
Für  die  ferneren  Untersuchungen  über  Integrale  von  algebraischen, 
(2p -\-  ])fach  zusammenhängenden  Functionen  ist  die  Betrachtung  einer 
piach  unendlichen  Ö'-Reihe  von  grossem  Nutzen,  d.  h.  einer  ßfach 
unendlichen  Reihe,  in  welcher  der  Logarithmns  des  allgemeinen  Gliedes 
eine  ganze  Function  zweiten  Grades  der  Stellcnzeiger  ist.  Es  sei  in 
dieser  Function  für  ein  Glied,  dessen  Stellenzeiger  m^,  m^,  ...,  "nip 
sind,  der  Coefficient  des  Quadrats  m^  gleich  a  ,  des  doppelten  Pro- 
ducts m/^mf,'  gleich  «,,,  „■  ^  «,,',  ^ ,  der  doppelten  Grösse  m,,  gleich  v,, , 
und  das  constante  Glied  =  0,  Die  Summe  der  Reihe,  über  alle  ganzen 
positiven  oder  negativen  Werthe  der  Grössen  ni  ausgedehnt,  werde 
als  Function  der  jp  Grössen  v  betrachtet  und  durch  S-(«,,  v^,  ...,  Vp) 
bezeichnet,  so  dass 
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(1.)       »(..,,  »,,...,..„)_(^ 


,(DV.^,. 


worin  die  Saiumationen  im  Esponenten  sich  auf  /t  und  (t',  die  äuasereii 
Sumtuationeii  auf  jMj,  nt^,  ...,  ntp  beziehen.     Damit  diese  Keihe  con- 

vcrgirt,  muss  der  reeUe  Theil  von  1 -SJ  a,,^^'m,,ma'  wesentlich  negativ 
sein  oder,  als  eine  Summe  Yon  positiven  oder  negativen  Quadraten 
reeller  linearer  von  einander  unabhängiger  Functionen  der  Grössen  m 
dargestellt,  aus  p  negativen  Quadraten  zusammengesetzt  sein. 

Die  Function  &■  bat  die  Eigenschaft,  dass  es  Systeme  von  gleich- 
zeitigen Aenderungen  der  ^Grössen  v  giebt,  durch  welche  log^  nur 
um  eine  lineare  Function  der  Grössen  v  geändert  wird,  und  zwar  2p 
von  einander  unabhängige  Systeme  (d.  h.  von  denen  beins  eine  Folge 
der  übrigen  ist).  Denn  man  bat,  die  ungeändert  bleibenden  Grössen  v 
unter  dem  Fun ctionszei eben  &■  weglassend,  für  (t  ^  1,  2,  .  ■ .,  p 

(2.)     *  =  S-  (i)^  +  Tri)     und 

wie  sieh  sofort  ergiebt,  wenn  man  in  der  Reihe  für  #  den  Stellen- 
zeiger nif,  in  nif,  +  1  verwandelt,  wodurch  sie,  während  ihr  WerÜi 
ungeändert  bleibt,  in  den  Ausdruck  zur  Eecbten  übergebt. 

Die  Function  &  ist  durch  diese  Relationen  und  durch  die  Eigen- 
schaft, allenthalben  endlich  zu  bleiben,  bis  auf  einen  constanten  Factor 
bestimmt.  Denn  in  Folge  der  letzteren  Eigenschaft  und  der  Rela- 
tionen (2.)  ist  sie  eine  einwerthige,  für  endliche  v  endliche  Function 
von  e    ' ,  e    ^  ,  . . .,  v    ''  und  folglich  in  eine  jjfacb  unendliche  Reibe 


)  der  Form 


2U,.„ 


2^1.- 


mit  den  constanten  Coefficienten  A  cntwickelbar.    Aus  den  Relationen 
(3.)  ergiebt  sich  aber 

2Za,    ^m    4-a, 
^,, „,„-hl,.,.,.<„  =  A«,,...,™ ,«^,     *     '■        '  ' 

folglich 


(f)'v, 

j4,„  „1   =  const.  e 
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Mau  kann  dalier  diese  Eigenschaften  der  Function  zu  ihrer 
Definition  verwenden.  Die  Systeme  gleich  zeitiger  Äenderungen  der 
Grössen  v,  durch  welche  sich  log*  nur  um  eine  lineare  Function  von 
ihnen  ändert,  sollen  Systeme  msammengeköriger  Feriodkitätsmodul/n  der 
unabhänpkf  veründerlkiim  Grössen  in  dieser  ■»-Function  genannt  werden. 


18. 

Ich  substituire  nun  für  die  p  Grössen  v^,  v^,  ...,  v^  j)  immer 
endlich  bleibende  Integrale  Mj  ,  «^  j  ■  ■  ■  ?  "p  rationaler  Functionen  einer 
veränderlichen  Grösse  0  und  einer  (2p  +  l)fach  zusammenhängenden 
algebraischen  Function  s  dieser  Grösse,  und  für  die  zusammengehörigen 
Periodicitätsmoduln  der  Grössen  v  zusammengehörige  (d.  h.  an  dem- 
selben Querschnitte  stattfindende)  Periodicitätsmoduln  dieser  Integrale, 
so  dass  log  ■9'  iu  eine  Function  einer  Veränderlichen  z  übergeht, 
welche  sich,  wenn  s  und  s  nach  beliebiger  stetiger  Aenderung  von  s 
den  vorigen  Werth  wieder  annehmen,  um  lineare  Functionen  der 
Grössen  w  ändert. 

Es  soll  zunächst  gezeigt  werden,  dass  eine  solche  Substitution  für 
jede  i2p  +  1)  fach  zusammenhängende  Function  s  möglich  ist.  Die  Zer- 
schneidung der  Fläche  T  muss  zu  diesem  Zwecke  so  durch  2p  in  sich 
zurücklaufende  Schnitte  % ,  a^ ,  . . .,  a^,  \,\,  . . .,  bp  geschehen,  dass 
folgende  Bedingungen  erfüllt  werden.  Wenn  man  «j ,  m^  ,  . . , ,  Up  so 
wählt,  dass  der  Periodicitätsmodul  von  m^  an  dem  Schnitte  «^  gleich 
rej,  an  den  übrigen  Schnitten  a  gleich  0  ist,  und  man  den  Periodicitäts- 
modul von  Mj<  au  dem  Schnitte  i,  durch  a,,  ^,  bezeichnet,  so  muss 
«,(,*==  öv,;<  und   der  reeUe  Theil  von  2^ a,, ^ /,■  m^nif,-  für  alle  reellen 

(ganzen)  Werthe  der  p  Grössen  m  negativ  sein. 

19. 
Die  Zerlegung  der  Fläche  T  werde  nicht  wie  bisher  nur  durch  in 
sich  zurücklaufende  Querschnitte,  sondern  folgender massen  ausgeführt. 
Man  mache  zuerst  einen  in  sich  zurücklaufenden  die  Fläche  nicht  zer- 
stückelnden Schnitt  öj  und  führe  dann  einen  Querschnitt  b^  von  der 
positiven  Seite  von  a^  auf  die  negative  zum  Anfangspunkte  zurück, 
worauf  die  Begrenzung  aus  einem  Stücke  bestehen  wird.  Einen  dritten 
die  Fläche  nicht  zerstückelnden  Querschnitt  kann  man  demzufolge 
(wenn  die  Fläche  noch  nicht  einfach  zusammenhängend  ist)  von  einem 
beliebigen  Punkte  dieser  Begrenzung  bis  zu  einem  beliebigen  Begren- 
zungspunkte, also  auch  zu  einem  früheren  Punkte  dieses  Querschnitts 

UiBuiNH's  gosaiiiiaelte  mathuniatiEclie  Worke.  0 
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führen.  Man  thue  das  Letztere,  so  dasa  dieser  Querschnitt  aus  einer 
in  sich  zurücklaufenden  Linie  a^  und  einem  dieser  Linie  Toraufgehen- 
den  Theile  c^  besteht,  welcher  das  frühere  Schnittsjstena  mit  ihr  ver- 
bindet. Den  folgenden  Querschnitt  b^  ziehe  man  TOn  der  positiven 
Seite  Ton  «^  ^^if  ^^^  negative  zum  Anfangspunkte  zurück,  worauf  die 
Begrenzung  wieder  aus  einem  Stücke  besteht.  Die  weitere  Zersehnei- 
dung  kann  daher,  wenn  nothig,  wieder  durch  zwei  in  demselben 
Punkte  anfangende  und  endende  Schnitte  a^  und  b^  und  eine  das 
System  der  Linien  a^  und  b^  mit  ihnen  verbindende  Linie  c^  geschehea. 
Wird  dieses  Verfahren  fortgesetzt,  bis  die  Fläche  einfach  zusammen- 
hangend ist,  so  erhält  man  ein  Schnittnetz,  welches  aus  p  Paaren  von 
zwei  in  einem  und  demselben  Punkte  anfangenden  und  endenden  Linien 
Oj  und  6j ,  Og  und  \,  . . .,  Up  und  bp  besteht  und  aus  p  —  1  Linien 
%,  Cg,  . . .,  c,,_i,  welche  jedes  Paar  mit  dem  folgenden  verbinden.  Es 
möge  Cy  von  einem  Punkte  von  by  nach  einem  Punkte  von  «,+i  gehen. 
Das  Schnittnetz  wird  als  so  entstanden  betrachtet,  dass  der  {2v — l)te 
Querschnitt  aus  c^—i  und  der  von  dem  Endpunkte  von  c,_i  zu  diesem 
zurückgezogenen  Linie  a,  besteht,  und  der  2i'te  durch  die  von  der 
positiven  auf  die  negative  Seite  von  Oy  gezogene  Linie  6v  gebildet  wird. 
Die  Begrenzung  der  Fläche  besteht  bei  dieser  Zerschneidung  nach 
einer  geraden  Anzahl  von  Schnitten  aus  einem,  nach  einer  ungeraden 
aus  zwei  Stücken. 

Ein  allenthalben  endliches  Integral  w  einer  rationalen  Function 
von  s  und  0  nimmt  dann  zu  beiden  Seiten  einer  Linie  c  denselben 
Werth  an.  Denn  die  ganze  früher  entstandene  Begrenzung  besteht 
aus  einem  Stücke  und  bei  der  Integration  längs  derselben  von  der 
einen  Seite  der  Linie  c  bis  auf  die  andere  wird  fdw  durch  jedes  früher 
entstandene  Schnittelement  zweimal,  in  entgegengesetzter  Richtung, 
erstreckt.  Eine  solche  Function  ist  daher  in  T  allenthalben  ausser 
den  Linien  a  und  b  stetig.  Die  durch  diese  Linien  zerschnittene  Fläche 
T  möge  durch  T"  bezeichnet  werden. 


Es  seien  nun  w^,  w^,  ...,  Wp  von  einander  unabhängige  solche 
Functionen,  und  der  Periodicitätsmodul  von  w,,  an  dem  Querschnitte 
«V  gleich  Ä^  und  an  dem  Querschnitte  6„  gleich  Sp  .  Es  ist  dann 
das  Integral  fWftdw,,',  um  die  Fläche  T"  positiv  herum  ausgedehnt, 
=  0,  da  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  allenthalben  endlich 
ist.  Bei  dieser  Integration  wird  jede  der  Linien  a  und  h  zweimal, 
einmal  in  positiver  und  einmal  in  negativer  Richtung  durchlaufen,  und 
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es  muss  während  jener  Integration,  wo  sie  als  Begrenzung  des  posi- 
tiverseits  gelegenen  Gebiets  dient,  für  mj,,  der  Wertli  auf  der  positiven 
Seite  oder  w,,+  ,  während  dieser  der  Werth  auf  der  negativen  oder 
w^"  genommen  werden.  Es  ist  also  dies  Integral  gleich  der  Summe 
aller  Integrale  f{w^  —  Wfr')dWf,-  durch  die  Linien  a  und  b.  Die 
Linien  b  führen  von  der  positiven  zur  negativen  Seite  der  Linien  a, 
und  folglieh  die  Linien  a  von  der  negativen  zur  positiven  Seite  der 
Linien  6.     Das  Integral  durch  die  Linie  a^  ist  daher 

und  das  Integral  durch  die  Linie  by 

=  l's'-;^dWf,.  =  —  BjrUj? . 

Das  Integral  fW/,dn^'fi-,  um  die  Fläche  T"  positiv  herum  erstreckt, 
ist  also 

-2(4"<.'-i!.'U!?}, 

und  diese  Summe  folglich  =  0.  Diese  Gleichung  gilt  für  je  zwei  von 
den  Functionen  Wj,  Wj,  ,..,  tVp  und  liefert  also  i^  —  Relationen 
zwischen  deren  Periodicitätsmoduln. 

Nimmt  man  für  die  Functionen  w  die  Functionen  ii  oder  wählt 
man  sie  so,  dass  A^  für  ein  von  jt  verschiedenes  v  gleich  0  und 
A''^  =  jti  ist,  so  gehen  diese  Relationen  über  in  B'/^'nti  —  Bp''xi  =  0' 
oder  in  a^,,,-  =  ßj.-,/!- 

2L 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  dass  die  Grössen  a  die  zweite  oben 
nöthig  gefundene  Eigenschaft  besitzen. 

Man  setze  w=^ iJ.-\-vi  und  den  Periodicitatsmodul  dieser  Function 
an  dem  Schnitte  ay  gleich  j1''I  =  a^  -}-  y^i  und  an  dem  Schnitte  6p. 
gleich  i?'''  =  ß^  -^  Syi.     Es  ist  dann  das  Integral 

/((lf)"+(l|)V^ 

oder 

J  \dwdy        dyox)  > 

*)  Dii'fl  Integi-al  drückt  den  Inhalt  der  Flii.ehe  aus,  welche  die  Geaiimmtheit 
der  WerÜie,  die  ic  innerhalb  T"  anniinnit,  auf  der  ■Mi-Kbeni^  rapväsciil.ii't. 
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durch  die  Fläche  T"  gleich  dem  Begrenzungamtegral  ffidv  um  T" 
positiv  herum  erstreckt,  also  gleich  der  Summe  der  Iiitegrale/(fi+ — (i~)dv 
durch  die  Linien  a  und  b.  Das  Integral  durch  die  Linie  «v  ist 
=^ a,,fdv  =  ecyöy,  das  Integral  durch  die  Linie  K  gleich  ß,fdv  ^~  ß,yv 
und  folglich 

Diese  Summe  ist  daher  stets  positiv. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  zu  beweisende  Eigenschaft  der  Grössen  a, 
wenn  man  ttlr  w  setzt  Mj^Wj  -|-  ii^m^  _j_  . . .  _j-  Upttip.  Denn  es  ist  dann 
j^W  =:  nii-ni,  £*'*  ^  2^a,,^ymi,,  folglieh  a^  stets  =  0  und 

/((§£)'+  (If)') "-- ^f-y -  -  -^•».c- 

oder  gleich  dem  reellen  Theile  von  —  %Ea^,,,m,,mt,  welcher  also  für 
alle  reellen  Werthe  der  Grössen  m  positiv  ist. 

22. 
Setzt  man  nun   in   der  ^-Reihe  (1)   §.  17   für  a,i,,^'  den  Periodi- 
citätsmodui  der  Function  m„  an  dem  Schnitt  6^'  und,  durch  e^,  e.^,  ...,  fij, 
beliebige  Oon,stanten  bezeichnend,  Uf,  —  e^  für  V/,,  so  erhält  man  eine 
in  jedem  Punkte  von  T  eindeutig  bestimmte  Function  von  s, 

welche  ausser  den  Linien  b  stetig  und  endlieh  und  auf  der  positiven 
Seite  der  Linie  K  \e  '•  '  '■')  mal  so  gross  als  auf  der  negativen 
ist,  wenn  man  den  Functionen  u  in  den  Linien  b  selbst  den  Mittel- 
werth  von  den  Werthen  zu  beiden  Seiten  beilegt.  Für  wie  viele 
Punkte  von  T'  oder  Werthenpaare  von  s  und  2  diese  Function  un- 
endlich klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  kann  durch  Betrachtung 
des  Begrenzungsintegrals  yiJ  log  ■d-,  um  T'  positiv  herum  erstreckt, 
gefunden  werden;  denn  dieses  Litegral  ist  gleich  der  Anzahl  dieser 
Punkte  multiplicirt  mit  27ti.  Andererseits  ist  dies  Integral  gleich  der 
Summe  der  Integrale y((ZlogS^"  —  dlog^~)  durch  sämmtliehe  Schnitt- 
linien a,  b  und  c.  Die  Integrale  durch  die  Linien  a  und  c  sind  ^  0, 
das  Integral  durch  br  aber  gleich  —  2fdu^  =  2jti,  die  Summe  aller 
also  =p2xi.  Die  Function  &  wird  daher  unendlich  klein  von  der 
ersten  Ordnung  in  j> Punkten  der  Fläche  2",  welche  durch  'rj^,  jj^,  ■  ■  -/fip 
bezeichnet  werden  mögen. 
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Dureli  einen  positiven  Umlauf  des  Punktes  (s,  i)  uin  einen  dieser 
Punkte  wächst  logö'  um  2wj,  durch  einen  positiven  Umlauf  um  das 
Schnittepaar  a„  und  hy  um  —  2ffi.  Um  daher  die  Function  log* 
alienthallien  eindeutig  zu  bestimmen,  führe  man  von  jedem  Punkte  i\ 
einen  Schnitt  durch  das  Innere  nach  je  einem  Lmienpaar,  von  ij,  den 
Schnitt  l,  nach  a^  und  hy,  und  zwar  nach  ihrem  gemeinschaftlichen 
Anfangs-  und  Endpunkte,  und  nehme  in  der  dadurch  entstandenen 
Fläche  T*  die  Function  allenthalben  stetig  an  Sie  l^t  dann  auf  der 
positiven  Seite  der  Linien  l  um  —  2ji«,  auf  dei  positiven  Seite  dei 
Linie  «v  um  t/r^ai  und  auf  der  positiven  Seite  der  Linie  iy  um 
—  2  (tiy  —  ey)  —  hr  2n  i  grösser,  als  auf  der  negativen,  wenn  g^  und  h^ 
ganze  Zahlen  hezeichneu. 

Die  Lage  der  Punkte  ij  und  die  Werthe  der  Zahlen  <j  und  h 
hängen  von  den  Grössen  e  ab,  und  diese  Abhängigkeit  lässt  sich  auf 
folgendem  Wege  näher  bestimmen.  Das  Integral /logö' rftt^,  um  T* 
positiv  herum  erstreckt,  ist  ^  0,  da  die  Function  logö'  in  T*  stetig 
bleibt.  Dieses  Integral  ist  aber  auch  gleich  der  Summe  der  Integrale 
/(logS^"  —  log©^)(iM,,  durch  sämmtliehe  Schnittlinien  l,  a,  b  und  c 
und  findet  sich,  wenn  man  den  Werth  von  «^  im  Punkte  ij,  durch 
R„    bezeichnet. 


i  (_2' "!'" + K'i  +_2'9-°'-"  - ""  + 


worin  h/,  von  den  Grössen  e,  g,  h  und  der  Lage  der  Punkte  r]  unab- 
hängig ist.     Dieser  Ausdruck  ist  also  =  0. 

Die  GfrÖsse  ^,,  hängt  von  der  Wahl  der  Function  !(^  ab,  welche 
durch  die  Bedingung,  an  dem  Schnitte  «^  den  Periodicitätsmodul  7ci, 
an  den  übrigen  Schnitten  a  den  Feriodicitätsmodul  0  anzunehmen,  nur 
bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt  ist.  Nimmt  man  für  «(^  eine 
um  die  Constante  c„  grössere  Function  und  zugleich  e„  um  c^,  grösser, 
so  bleiben  die  Punetion  &  imd  folglich  die  Punkte  ij  und  die  Grössen 
<jy  h  ungeändert,  der  Werth  von  «,,  im  Punkte  ij^  aber  wird  aj''  +  c„ . 
Es  geht  daher  ft,,  in  k^  —  (p  —  ^)<'p  über  und  verschwindet,  wenn' 
Cf,  =  -  -_--  genommen  wird. 

Man  kann  folglich,  wie  für  die  Folge  geschehen  soll,  die  addi- 
tiven Constanten  in  den  Functionen  u  oder  die  Anfangswerthe  in  den 
sie  ausdrückenden  Integralen  so  bestimmen,  dass  man  durch  die  Sub- 
stitution von  U/,  —  .^ßj,  für  v„  in  \og&(v^,  . . .,  Vp)  eine  Function  er- 
hält, welche  in  den  Punkten  i}  logarithmisch  unendlich  wird  und,  durch 
T*  stetig  fortgesetzt,  auf  der  positiven  Seite  der  Linien  t  uin  — 2?r;. 


y  Google 


134  ^I-    Thcone  dur  Abol'sohen  Functionen. 

der  Linieü  a    um   0   und   der  Linie  i^,  um  —  2  (mv  —  21«;,''')  grösser 

wird,  als  auf  der  negativen.  Zur  Bestimmung  dieser-  Anfangswerthe 
werden  sich  später  leichtere  Mittel  darbieten,  als  der  obige  Integral- 
ausdruck für  l',,. 


Setzt  man  (m,  ,  «^ ,  .  . . ,  ji^)  ee;  (ßi''' ,  a^'' ,  - .  . ,  «)/'')  nach  deu  2p 
Modiilsjstemen  der  Functionen  u  (g.  15),  also 

fe,.,,...,.,)B.(-|'V,_|'>,, ..,_§>), 

so  wird  '&  =  0.  Wird  umgekehrt  S'  =  0  für  v^^r,,,  so  ist  ('"ij'äj  ■■•?  ''p) 
einem  Grössensysteme  von  der  Form 

(-|.i-,-|.r....,^|.r) 

congruent.  Denn  setzt  mau  v,,,  =  m^  —  aif'  +  r^,  indem  man  rj^  be- 
liebig wählt,  so  wird  die  Fuuciion  &  ausser  in  ijp  noch  in  ^  —  1 
andern  Punkten  unendlich  klein  von  der  ersten  Orduung,  und  be- 
zeichnet man  diese  durch  »jj,  r^.,,  . . .,  ^ip—i,  so  ist 

(-  2«'"'  -l*""'  ■  ■  ■■  -l*"'")  -  ('.'  ^>.  ■  -  '>)■  *) 

Die  Function  9  bleibt  ungeändert,  wenn  man  sämmtliche  Grössen 
V  in's  Entgegengesetzte  verwandelt;  denn  verwandelt  man  in  der  Reibe 
für  & (t\ ,  V2,  . . .,  Vp)  sämmtliche  Indices  m  in's  Entgegengesetzte,  wo- 
durch der  Werth  der  Reihe  ungeändert  bleibt,  da  —  nh  dieselben  Werthe 
wie  m»  durchläuft,  so  geht^(vj,  t-^, . . . ,  v^)  über  in  '&(—%,  — v^, ...,  —v^). 

Nimmt  man  nun  die  Punkte  ^1,  %,  .  ■ .,  i??— 1  beliebig  an,  so 
wird   &■{—  ^cci^ ,  ...,  —  2;kJ,'')  =  0  und  folglich,  da  die  Fmietion  * 

wie  eben  bemerkt  gerade  ist,  auuli  & (I^alK  ..  .,  ^Cp'')  ^  0.  Es  lassen 
sich  also  die  p  —  l  Punkte  %,  Tjp^i,  . . ,,  »jaj,_ä  so  bestimmen,  dass 

und  folglich 

*)  Vgl.  hierzu  Abhanillitng  XI.  W. 
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(^.t'....,^«?)-«'- 


.  0) 


ist.  Die  Lage  der  p  —  1  letzten  Punkte  hängt  dann  von  der  Lage 
der  p  —  1   ersten   so  ab,  dass  bei  beliebiger  stetiger  Aenderung  der- 

selben  2:dix'i'  =  0  für  ji  =  1,  2,  . .  .,p,  und  folglieh  sind  (§.  16)  die 

Punkte  ri  solche  2p  —  2  Punkte,  für  welche  ein  dw  unendlich  klein 
Ton  der  zweiten  Ordnung  wird,  oder  wenn  man  den  Werth  des 
ürössenpaars  (s,  z)  im  Punkte  jj^  durch  (e,,  £,.)  bezeichnet,  so  sind 
(''i  1  ^i)  j  ■  -  - )  (*äp— ä ,  Up~2)  durch  die  Gleichung  rp  ^0  Terknöpfte 
Werthenpaare  (§.  16). 

Bei  deii  hiej-  gewählten  Anfangswerthen  der  Integrale  u  wird  also 


(J..fi,...,  j„r)^(o, 


,  0), 


icenn  die  StUHmatioiten  über  sammtliche  von  den  Grossenpaaren  {y^,  Ö^) 
(§.  6)  verschiedene  gememschaßlicJie  Wurgehi  der  Gleiciiung  JJ  =  0  und 
der  Gleicfmng  c^fp^  ^  c^ep^ -j- ■  ■  ■ -j- Cp<pp  ^  0  ^streckt  werden,  wobei 
die  eonstanten  Grössen  c  beliebig  sind. 

Sind  e^,  e^,  . . .,  £„,  raPunkte,  für  welche  eine  rationale  Function  | 
Yon  s  nnd  r,  die  jxnial  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird,  den- 
selben Werth  annimmt,  und  «i^'' ,  s^,  s,,  die  Werthe  von  ii„ ,  s,  s  im 

Punkte  £^,   so   ist  (§.  15)  (2;«!"',  JSu^',  ...,  Uup)  congriient  einem 

Constanten,  d.  Ji.  vom  Werthe  der  Grösse  |  unabhängigen  Grössen- 
systeme  {b, ,  h.^,  . , . ,  bp),  und  es  kann  dann  für  jede  beliebige  Lage 
eines  Punktes  e  die  Lage  der  übrigen  so  bestimmt  werden,  dass 


(2'«r,...,  J',.;:'>)E.ft, 


Ma;i  kann  daher,  wenn  m  ^  p,  (ii,  — b,, 


(». 


-^" 


-  b/i)  und,  wenn  w(  <^), 


-i,) 


für  jede  beliebige  Lage  des  Punktes  (s,  0)  und  der  p  — -in  Punkte  ij 
auf  die  Form  ( —  Sui  ,  . . , ,  —  StXp)  bringen,  indem  man  einen  der 
Punkte  s  mit  (5,  s)  zusammenfallen  lässt,  und  folglich  ist 


»(«,- 


-24" 


-h) 
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für  jedwede  Werthe  des  Grössenpaara  {s,  g)  und  der  p  ■ 
paare  (tf,,  £,)  gleich  0. 


Aua  der  Unterauehung  des  §.  22  folgt  als  Corollar,  dass  ein  be- 
liebig  gegebenes   UrÖssensystem   {(:^,  ...,  Cp)   immer    einem   und  nur 

einem   Grössensysteme    von    der    Form    (i'ai'' ,  . . . ,  2^a^^)    congruent 

ist,  wenn  die  Function  &(iij  —  e,,  ...,  u^  ~  e^)  nicht  identisch  ver- 
schwindet; denn  es  müssen  dann  die  Punkte  t;  die  j)  Punkte  sein,  für 
welche  diese  Function  0  wird.  Wenn  aber  * (mj''  —  e^,  . . .,  tip''  —  e,,) 
für  jeden  Werth  von  (s^,,  5j,)  verschwindet,  so  lässt  sich 

«  -.„..„<'-.,)  ^  (-2"'«" ,  •  ■  ■ .  -2 »?') 

setzen  (§.  23),  und  es  lassen  sicJi  also  für  jeden  Werth  des  GrÖssen- 
paars  (s^,,  Zp)  die  Grössenpaare  (s,,  sj,  ...,  (sj,_i,  Sp-i)  so  bestim- 
men, das? 

(l,.f>,,..,l.^r')^i. ,,). 

und  folglieh,  bei  stetiger  Aenderung  von  (sp,  Sp),  irrfwn'  =0  ist  für 

T  ^  1,  2,  ■  ■  ■,  p.  Die  p  Grössenpaare  (s^,  Sy)  sind  daher  p  von  den 
Grösaenpaaren  (y^,  d«)  verschiedene  Wurzeln  einer  Gleichung  qj  =  0, 
deren  Coefflcienten  so  sieh  ändern,  dass  die  übrigen  p  —  2  Wurzeln 
constant  bleiben.  Bezeichnet  man  die  Werthe  von  Wn  für  diese  p  —  2 
Werthenpaare   von  s  und  s  durch  u^+'\  M<f+'',  ..,,  m^'^-"*,   so  ist 

und  folglich 

(.„...,,,)=,  (-2'«!".. .■,-2'V'). 

Umgekehrt  ist,  wenn  diese  Congruenz  atattfindet, 

» (»f  -  q , . . . , ..;,"  - «,)  - »( J"  »i" , . . . ,  ^ «,';')  -  0 . 

Ein  beliebig  gegebenes  GrÖssmsystem  (e, ,  . .  . ,  e^  ist  also  nur  Einmti 
Qrössensystem    von    der    Form    (i.'ßi   ,  .  .  . ,  i'ßp ')    congruent,   tvenn  es 
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f—2  11—2 

nickt  einem  GrÖssensysteme  von  der  Form  ( —  ^«i  ,  ,  .  .,  —  -2^«J-  )  con- 
gruent  ist,  und  unendlich  vielen,  wenn  dieses  stattfindet. 

Da  % Gfi  —  Luf,  ...,u„—  1:4")  =  «-(i«!'"  —  M„  ■  ■  ■ , ^4"  -  M/.) , 
so  ist  &  eine  ganz  ähnliche  Function  wie  von  (s,  0)  auch  von  jedem 
deip  Grössenpaare  (ßp,  ^).  Diese  Function  von  (ff^,  g^)  wird  =0  für  das 
Werthenpaar  (s,  z)  und  für  die  den  übrigen  p  —  1  Grössenpaaren  (6,  £) 
durch  die  Gleichung  y  =  0  verknüpften  p —  1  Punlite.  Denn  bezeichnet 
man  den  Werth  von  w,  in  diesen  Punkten  mit  /S),'',  ^5i',  ■ .  ■,  (^'"^'j  so  ist 

(^4">,....|.r)^(„p-|M-> .r-|Ä-) 

und  folglich  ■&  ^  0,  wenn  ?j,,  mit  einem  dieser  Punkte  oder  mit  dem 
l*unkte  (s,  g)  zusammenfällt. 


Aus  den  bisher  entwickelten  Eigenschaften  der  Function  5'  ergiebt 
sich  der  Ausdruck  von  logö'  durch  Integrale  algebraischer  Functionen 
von  (s,0),  K,  y,  ...,K,  £.). 

Die    Grösse    log  »  (u^i''  —  Zcc'-f ,...)  —  log  *  (ji'"  —  Saf ,  .  . .) 

ist,  als  Function  von  (e^,  ^)  betrachtet,  eine  Function  von  der  Lage 
des  Punkts  tjp,  welche  im  Punkte  e^,  wie  —  log(g,,  —  Sj),  im  Punkte  e^, 
wie  log  (5„  —  ^2)  unstetig  wird  und  auf  der  positiven  Seite  einer  von 
Sj^  nach  s^  zu  ziehenden  Linie  um  2xi,  auf  der  positiven  Seite  der 
Linie  h„  um  2  (i(t^'  —  uf)  grösser  ist,  als  auf  der  negativen,  ausser 
den  Linien  b  und  der  Verbindungslinie  von  t^  und  s^  aber  allenthalben 
stetig  bleibt.  Bezeichnet  nun  73^''' {t^,  s^)  irgend  eine  Function  von 
(ßf.,  &.),  welche  ausser  den  Linien  h  ebenso  unstetig  ist  und  auf  di 
einen  Seite  einer  solchen  Linie  ebenfalls  um  eine  Constante  grössei 
ist,  als  auf  der  andern,  so  unterscheidet  sie  sich  (§.  3)  von  dieser  nu: 
um  eine   von   (ff^,  £„)  unabhängige   Grösse,   und  folglich  ist  sie  von 

JT'flFWfeji  £^)  nur  um  eine  von  sämmtlichen  Grössen  (e,  Q  unabhängige 

und  also  bloss  von  (Sj,  s^)  und  (s^,  s^  abhängende  Grösse  verschieden. 
*"''"' (*!'  ^2)  drückt- den  Werth  einer  Fucction  Tff  (f,,  %)  des  §.  4  für 
(s,  b)  =  (fl^,  5^)  aus,  deren  Periodicitätsmoduln  an  den  Schnitten  a 
gleich  0  sind.  Aendert  man  diese  Function  um  die  Constante  c,  so 
ändert  sich  E^s^"'^{£^,  s^)  um  pc\  man  kann  daher,  wie  für  die  Folge 
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geschehen  soll,  die  additive  Constante  in  der  Function  sr(fi,  f^)  oder 
den  Anfangswerth  in  dem  sie  darstellenden  Integrale  dritter  Gattung 

so  bestimmen,  dass  logö-l*'  —  logö-'^i  ■=  £ss<'''(£j,  e^).   Da  ■&  von  jedem 

der  GfrÖssenpaare  (<j,  £)  auf  ähnliche  Art,  wie  von  (s,  2)  abhängt,  .so 
kann  die  Aenderung  von  log*,  wenn  irgend  eins  der  Grössenpaare 
(s,  s),  («1,  g,),  . . . ,  (ffj,,  gp)  eine  endliche  Aenderung  erleidet,  während 
die  Übrigen  eonstant  bleiben,  durch  eine  Summe  von  Functionen  'W 
ausgedrückt  werden.  Offenbar  kann  man  also,  indem  man  nach  und 
nach  die  einzelnen  Grossenpaare  (s,  z),  (ffj,  ?,),  .,.,  {6p,  tp)  ändert, 
log  9-  ausdrücken  durch  eine  Summe  von  Functionen  is  und 

log*(0,  0,  ...,  0) 
oder  den  Werth  von  logS^  für  ein  beliebiges  anderes  Werthen- 
systeni.  Die  Bestimmung  von  log^(0,  0,  ...,  0)  als  Function  der 
dp  —  3  Moduln  des  Systems  rationaler  Functionen  von  s  und  s 
(§.  12)  erfordert  ähnliche  Betrachtungen,  wie  sie  von  Jacobi  in  seinen 
Arbeiten  über  elliptische  Functionen  zur  Bestimmung  von  0(0)  an- 
gewandt worden  sind.  Man  kann  daKu  gelangen,  indem  man  mit  Hölfe 
der  Gleichungen 

wenn  ji  von  ft'  verschieden  ist,  die  Differeutialquotientci)  von  log-S 
nach  den  Grössen  «  in 


d  log  9 


durch  Integrale  algebraischer  Functionen  ausdrückt.  Für  die  Aus- 
führung dieser  Rechnung  scheint  jedoch  eine  ausführlichere  Theorie 
der  Functionen,  welche  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  alge- 
braischen Coefficienten  genügen,  nothig,  die  ich  nach  den  hier  an- 
gewandten Principien  nächstens  zu  liefern  beabsichtige. 

Ist  (s^,  £2)  unendlich  wenig  von  (sj,  ?j)  verschieden,  so  geht 
(ir(£[,  fj)  über  in  (7ä:,((£i),  worin  i{fi~)  ein  Integral  zweiter  Gattung 
einer  rationalen  Function  von  s  und  ä  ist,  welches  in  Sj  wie  _-^  un- 
stetig wird  und  an  den  Schnitten  a  den  Periodicitätsmodul  0  hat;  und 
es  ergiebt  sich,  dass  der  Periodicitätsmodul  eines  solchen  Integrals  an 

dem  Schnitte  6,  gleich  2  —  ■  ist  und  die  Integrationscons taute  sieh 
so  bestimmen  lässt,  dass  die  Summe  der  Werthe  von  ^(e,)  für  die 
p  Werthcnpaare  (ö,,  ?,),  . .  .,  (©„,  tp)  gleich  ^}^^^  wird.  Es  ist  dann 
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— ^z —   gleich   der  Summe  der  Werthe  von  t  (j;^,)  für  die  den  j)  —  1 

von  (ff„,  5^)  verschiedenen  Grössenpaaren  (e,  ^)  durcli  die  Gleichung 
qp  =  0  verknüpften  p—1  Werthenpaare  und  für  das  Werthenpaar 
(s,  s),  nnd  man  erhält  für 

<^^  *.  +i;  '-^f- «,  -  "iiog»»' , 

einen  Ausdruck,  welchen  Weierstrass  für  den  Fall,  wenn  s  nur  eine 
zweiwerthige  Function  von  a  ist,  gegeben  hat  (Joiim.  für  Mathem. 
Bd.  47  S.  300  Form.  35). 

Die  Eigenschaften  von  (3  (f, ,  e^  und  t  (e^)  als  Functionen  von 
(s^,  ^i)  und  (5^,  Äg)  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 

"(^■,  ^0  =  }(log*{«f -P«,,  ...)-log#(V,^'-j»(,,  ...)) 
und 

^  ,    ,  _  _l  31og&(«i^i- p«^^.J 

welche  in  den  obigen  Ausdrücken  für  log^'^'  —  JogS^"  und  — ^ 

als  specielle  Fälle  enthalten  sind,  if) 

26. 

Es  soll  jetzt  die  Aufgabe  behandelt  werden,  algebraische  Functionen 
von  s  als  Quotienten  zweier  Producte  von  gleichvielen  Functionen 
&  (Mj  —  Cj ,  . . .)  und  Potenzen  der  Grössen  e"  darzustellen. 

Ein  solcher  Ausdruck  erlangt  bei  den  Ueb ergangen  von  (s,  z)  über 
die  Querschnitte  constante  Factoren,  und  diese  müssen  Wurzeln  der 
Einheit  sein,  wenn  er  algebraisch  von  s  abhängen  und  also  bei  stetiger 
Fortsetzung  für  dasselbe  s  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  an- 
nehmen soll.  Sind  alle  diese  Factoren  jite  Wurzeln  der  Einheit,  so 
ist  die  /ite  Potenz  des  Ausdrucks  eine  einwerthige  und  folglich  ratio- 
nale Function  von  s  und  £. 

Umgekehrt  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  jede  algebraische  Function 
r  von  s,  die  innerhalb  der  ganzen  Fläche  2"  stetig  fortgesetzt,  allent- 
halben nur  einen  bestimmten  Werth  annimmt  und  beim  U  eher  schreiten 
eines  Querschnitts  einen  constanten  Factor  erlangt,  sich  auf  mannig- 
faltige Art  als  Quotient  zweier  Producte  von  d'-Functionen  und 
Potenzen  der  Grössen  e"  ausdrücken  läast.  Man  bezeichne  einen 
Werth  von  w„  für  »•  =  00  durch  ß^  und  für  r  0=  0  durch  y^  und 
nehme  log)',  indem  man  von  jedem  Punkte,  wo  r  unendlich  von  der 
ersten  Ordnung   wird,   nach  je  einem  Punkte,   wo   r  unendlich  klein 
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von  der  ersten  Ordnung  wird,  eine  Linie  durch  das  Innere  von  J" 
zieht,  ausser  diesen  Liuien  in  T'  allenthalben  stetig  an,  Ist  dann 
log^  auf  der  positiven  Seite  der  Linie  b„  um  ^,2rci  und  auf  der  posi- 
tiven Seite  der  Linie  a^  um  —  h^^Tci  grösser,  als  auf  der  negativen, 
so  ergiebt  sieh  durch  die  Betrachtung  des  BegreuzuDgsintegrals/logrt?«^, 

für  (1^1,2,  ■•-,  p,  worin  g^  und  ky  nach  dem  oben  Bemerkten 
ratioLiale  Zahlen  sein  müssen  und  die  Summen  auf  der  linken  Seite 
der  Gleichung  über  sUmmtliche  Punkte,  wo  r  unendlich  klein  oder 
unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung  wird,  auszudehnen  sind,  indem 
man  einen  Punkt,  wo  r  unendlich  klein  oder  unendlich  gross  von  einer 
höheren  Ordnung  wird,  als  aus  mehreren  solchen  Punkten  bestehend 
betrachtet  (§.  2).  Wenn  diese  Punkte  bis  auf  p  gegeben  sind,  so 
lassen  sich  diese  p  immer  und,  allgemein  zu  reden,  nur  auf  eine  Weise 
so  bestimmen,  dass  die  2p  Factoren  e  "  ,  e  '  gegebene  Werthe 
annehmen  (§§.  15,  24). 

Wenn  man  nun  in  dem  Ausdrucke 


worin  P  und  Q  Producta  von  gloichvielen  Functionen  &  («,  —  2;«'"', . . .) 
mit  demselben  (s,  £)  und  verschiedenen  (ff,  t)  sind,  die  Werthenpaare 
von  s  und  0,  für  welche  r  unendlich  wird,  für  Grössenpaare  (e,  £)  in 
den  ■&-Functionen  des  Nenners  und  die  Werthenpaare,  für  weiche  r 
verschwindet,  für  Grössenpaare  (0,  £)  in  den  S^-Functionen  des  Zählers 
substituirt  und  die  übrigen  Grössenpaare  (ff,  £)  im  Nenner  imd  im 
Zähler  gleich  annimmt,  so  stimmt  der  Logarithme  dieses  Ausdrucks 
in  Bezug  auf  die  Unstetigkeiten  im  Innern  von  2"  mit  logr  überein, 
und  ändert  sich  beim  Uebersch reiten  der  Linien  a  und  b,  wie  logr, 
nur  um  rein  imaginäre  längs  diesen  Linien  coustante  Grössen;  er 
unterscheidet  sich  also  von  log»'  nach  dem  Dirichlet'schen  Princip 
nur  um  eine  Constante  und  der  Ausdruck  selbst  von  r  nur  durch 
einen  eonstanten  Factor.  Bei  dieser  Substitution  darf  selbstredend 
keine  der  fl'-Functionen  identisch,  für  jeden  Werth  von  s,  verschwinden. 
Dieses  würde  geschehen  (§,  23),  wenn  sämmtliche  Werthenpaare,  für 
welche  eine  einwerthige  Function  von  (s,  g)  verschwindet,  für  Grössen- 
paare (ff,  £)  in  einer  und  derselben  ■&-Fuuction  substituirt  würden. 

27. 
Als  Quotient  Bweicr  ö'-Fimctionen,   multipücirt  mit  Potenzen  der 
Grössen  e",  lässt  sich  demnach  eine  einwerthige  oder  rationale  Function 
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von  (s,  2)  nicht  darstellen.  Alle  Functionen  r  aber,  die  für  dasselbe 
Wertbenpaar  von  s  und  s  mehrere  Wertbe  annebmen  nnd  nur  für  ^ 
oder  weniger  Werthenpajire  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  werden, 
sind  in  dieser  Form  darstellbar  und  umfassen  alle  in  dieser  Form 
darstellbaren  algebraischen  Functionen  von  s.  Man  erhält,  abgesehen 
von  einem  constanten  I'actor,  jede  und  jede  nur  einmal,  wenn  man  in 


für  A,  nnd  (f,.  rationale  ächte  Brüche  und  u-,  —  ^a;,     für  Vy  setzt. 

Diese  Grösse  ist  zugleich  eine  algebraische  Function  von  jeder 
der  Grössen  £  und  die  (im  vor.  g.)  entwickelten  Frincipien  reichen 
völlig  hin,  um  sie  durch  die  Grössen  s,,  t,^,  ..,,  ^  algebraisch  aus- 
zudrücken. 

In  der  That:  Als  Function  von  (s,  z)  nimmt  sie,  durch  die 
ganze  Fläche  T'  stetig  fortgesetzt,  allenthalben  einen  bestimmten 
Werth  an,  wird  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  für  die  Werthen- 
paare  (e^,  %^)y  . . .,  (ff^,  g^)  nnd  erlangt  an  dem  Schnitte  a^  beim  Ueber- 
gange  von  der  positiven  zur  negativen  Seite  den  Factor  e"  ,  an 
dem  Schnitte  \  den  Factor  e  *  ;  und  jede  andere  dieselben  Be- 
dingungen erfüllende  Function  von  (s,  s)  unterscheidet  sich  von  ihr 
nur  durch  einen  von  (s,  s)  unabhängigen  Factor.  Als  Function  von 
(ö^,  g,,)  nimmt  sie,  durch  die  ganze  Fläche  T'  stetig  fortgesetzt,  allent- 
halben mien  bestimmten  Werth  an,  wird  unendlich  von  der  ersten 
Ordnung  für  dasWerthenpaar  (s,s)  und  für  die  den  übrigen jJ—lGrössen- 
paaren  (e,  £)  durch  die  Gleichung  9?  =  0  verknüpften  ^  —  1  Wertheu- 
paare («1  ,  £1  ),  ...,  (e]^i,  £^1)  und  erlangt  an  dem  Schnitte  w,. 
den  F''actor  e  ^  ,  an  dem  Schnitte  6»  den  Factor  e  "  \  und  jede 
andere  dieselben  Bedingungen  erfüllende  Function  von  (ff„,  g„)  unter- 
scheidet sich  von  ihr  nur  durch  einen  von  (ff^,  £,,)  unabhängigen 
F'actor.  Bestimmt  man  also  eine  algebraische  Function  von  s,  %^,  ...,  %p 

/■((»,  ^);  {•„  ü,  ■•■,(»„  W) 

SO,  dass  sie  als  Function  von  jeder  dieser  Grössen  dieselben  Eigen- 
schaften besitzt,  so  unterscheidet  sie  sich  von  dieser  nur  durch  einen 
von  sUmmtlichen  Grössen  ß,  £,,  . .  .,  ^  unabhängigen  Factor  und  wird 
also  ^  Af,  wenn  A  diesen  Factor  bezeichnet.  Um  diesen  Factor  zu 
bestimmen,  drücke  man  in  f  die  von  (ff,,,  S^,)  verschiedenen  Grössen- 
paare  (e,  %)  durch  (<?i"*,  £j''j,  . . .,  (ej;'-:,  ^p-\)  aus,  wodurch  er  in 
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j((»,„  i,);  {s,  J),  (.i",  Sf") («&,  dSO) 

übergehe;  offenbar  erhält  man  dann  den  iaversen  Werth  der  darzu- 
stellenden Function  und  also  einen  Ausdruck,  welcher  =  -.:;,  sein  muss, 
wenn  man  in  Ag  für  (u,,,  g^)  das  Grössenpaar  (s,  s)  und  für  die 
Grössenpaare  (s,  s),  («i"',  gS"'),  .  .  .,  {4-i,  ip-i)  die  Wertlienpaare 
von  (s,  s)  substituirt,  für  welche  die  darzustellende  Function  und  also 
f=0  wird.  Hieraus  ergiebt  sich  Ä^  und  also  A  bis  auf  das  Vor- 
zeichen, welches  durch  directe  Betrachtung  der  9' -Reihen  in  dem  dar- 
zustellenden Ausdrucke  gefunden  werden  kann.  (*) 
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Anmerkungen. 

(1)  (Zn  Seite  1^ )  Der  hier  lusge  procbene  Satz  lirdi  f  einer  gewissen  Em 
Bchrinliimg  und  näheren  Präoi^ming  wie  von  Tun  lli  bemertt  let  (Atti  della 
R  ai-ea^emia  dei  Lmeei  ^ei  II  y  1  2  1875  Im  Aniiang  m  den  "Naehnchten 
der  Geeellachaft  der  WiS'jeneohaften  au  Gottingen  1»75) 

Wei  n  ddS  Carvensystem  a  sowolil  mit  dtm  Curvensjstera  &  als  mit  einem 
zweiten  CarvtQSj-fltem  c  einen  Iheil  der  Mache  T  Tollstindig  begrenzt  bo  ist 
dimit  die  CurveiJ  Systeme  6  und  <.  zusammen  genommen  gleiclifalls  einen  Theil 
der  Fläche  begrenzen  m  AllgPmeiaen  erforderlich  dass  nicht  s  hon  ein  fheil 
der  Curven  o  mit  6  oder  m  t  c  anaammen  einen  Fläehentheil  begrenzen 

Der  \on  den  Curvensystemen  '  c  begrenzte  HiLhentheil  der  auch  wenn  die 
Fläcbentheile  a  b  nnd  a  c  einfach  sind  a  ''  mehreren  getrennten  Stuckpn  be 
stehen  kann  w  rd  von  Tocell  n  tolgendei  Wei^o  beschrieben  Ir  lesteht  aus 
der  ftpsammthpit  äft  Fl^chtntheile  ab  ind  a  c  wena  -von  len  gemein 
simen  'stucken  dieser  beiden  1  l^i-hentheile  diejenif,en  wefegenommea  werden 
die  durch  Curven  a  begrenzt  iind 

Das  von  Tonellt  gewählte  Beispiel  emer  geschlossenen  md  durch  einen 
Pnnkt  begrenzten  fünffach  ausammenhangenden  Doppel  Eingfläciie  erläutert 
und  veransehauhcbt  die^e  VerhaltniaRe 

Anf  die  von  Uiemann  gemachte  Anwendung  dieses  Satze'!  aaf  die  Defin  tion 
des  (h+  l)fai,hen  Zasamtuenhai ges  m  der  das  zivor  mit  a  bezeichnete  System 
immer  nur  smi  einer  tuive  luinlich  der  duroh  6  ersetzten  Curve  a  besteht 
sind  diese  Bemerkungen  ohne  Einflus'' 
(**)  (Zu  ^Pite  114)  Setzt  min  d  =  lis  e  ^  so  ist  cp  der  Winkel  den  die  Rieh 
tung  Ips  Eier  entei  /  der  Begren^ung^ilinie  mit  dei  i  Axe  lüdet  ind  iko 
das  Integral 


^,j""T.-hj' 


gleich  der  Anzahl  der  Umdrehungen ,  welche  die  Richtung  der  Begrenzungs- 
linie  beim  Durchlaufen  in  positivem  Sinne  macht.  Dabei  wird  jeder  Quer- 
schnitt zweimal  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen ,  so  dase  diese  Theilo 
der  Drehung  sich  aufheben,  und  nur  die  von  den  2p  —  1  Knotenponktea  des 
Queraehnittnetzes  (§.  3)  herrührenden  Drehungen,  deren  jede  2w  beträgt,  übrig 
bleiben.  So  ergiebt  sich  die  Relation  w  —  2m  ^=  2  (p  —  1),  die  der  Ausdruck 
für  den  am  Anfang  des  §.  7  ausgesprochenen  Lehrsatz  ist. 

Einen  Beweis  dieses  Theorems,  der  vom  Dirichlet'schen  Prinoip  keinen  Ge- 
branch macht  und  überhaupt  von  Mass  Verhältnissen  ganz  absieht,  hat  C.  Neu- 
mann gegeben  (Vorlesungen  über  Riemann's  Theorie  dei- Aberschen  Intei^'ralc 
Cap.  7,  §.  8,  zweite  Auflage,  Leipzig  1884), 
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(3)  (Zu  Seite  139)  Den  in  g.  26  angeregten  Gedankengang  haben  J.  Thomae 
(Journal  für  Mathematik  Bd,  66,  71,  76),  Fuchs  (ebenda  Bd.  73)  und  V.  Klein 
(.Matheraatiöche  Änualen  Bd.  36)  weiter  verfolgt. 

(4)  (Zu  Seite  142  )  lieber  die  Form  der  algebraischen  l'nnction  f  mögen  noch  einige 
iäeaietkuQ(,en  folgen    ht  n  dtt  kleii  tte  gemein  et  haftli&he  Nenner  dei  Grössen  h 

nd  j^  so  st  die  jite  Potenz  »oi  /  eine  einwerthige  Funct  on  sowohl  von  {  j  als 
von  sammtlichen  Uro  tenpairen  (a  J]  un  1  folglich  /  die  j  te  \\  rael  ans  eii  er 
rationalen  Function  Diese  rationale  Function  muas  alo  Function  von  (s  ')  so  be 
stimmt  werden  dasE  sie  für  de;  GriSsaeni aare  (ö  £)  nendlich  vcn  dornten 
Ordnung  wiid  und  daas  von  den  np  I  unkten  fflr  welche  s  e  nnendlich  klein 
wird    ebenfalls  je  n  zusammenfallen 

Ist  1  irgend  eine  F  inction  von  {s  ')  welche  au  den  QaerBchnitten  dieselben 
Factoren  erlingt  wie  f  und  bezp  chnet  l  den  Werth  dieser  Fuoct  on  f  ir  das 
^  nrüienpaar  (a      £  )    so  itt  /     i"^  1    I  l    eine    ation  le  F  n  t  on  y  von 

(a     )  und  sammtlichen  iiro  sen  [a    £)    aho 


[Bemerkung  aus  den  in  Riemunn's  Nachlaas  bcfißdlicheii 
stehenden  Abhandlung.] 
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VII. 

Ueber  die  Anzahl  der  Primzahleu  unter  einer 
gegebenen  Grösse. 

(Monatsberichte  der  Berlinei'  Akademie,  Novemloer  1859) 

Meinen  Dank  für  die  Auszeiclinuiig,  welche  mir  die  Akademie 
durch  die  Aufnahme  nnter  ihre  Co rrespond enteil  hat  zu  Theil  werden 
lassen,  glaube  ich  am  besten  dadurch  zu  erkennen  zu  geben,  dass  ich 
von  der  hierdurch  erhaltenen  Erlaubnis s  baldigst  Gebrauch  mache 
durch  Mittheilung  einer  Untersuchung  über  die  Häufigkeit  der  Prim- 
zahlen; ein  Gegenstand,  welcher  durch  das  Interesse,  welches  Gauss 
und  Diriehlet  demselben  längere  Zeit  geschenkt  haben,  einer  soleben 
Mittheilung  vielleicht  nicht  ganz  unwerth  erscheint. 

Bei  dieser  Untersuchung  diente  mir  als  Ausgangspunkt  die  von 
Euler  aemacbte  Bemerkung,  dass  das  Product 


IT: 


wenn  für  p  alle  Primzahlen,  für  n  alle  ganzen  Zahlen  gesetzt  werden. 
Die  Function  der  complexen  Veränderlichen  s,  welche  durch  diese 
beiden  Ausdrücke,  so  lange  sie  convergiren,  dargestellt  wird,  bezeichne 
ich  durch  £(s).  Beide  convergiren  nur,  so  lange  der  reelle  Theil  von 
s  grosser  als  1  ist;  es  lässt  sich  indess  leicht  ein  immer  gültig  blei- 
bender Ausdruck  der  Function  finden.   Durch  Anwendung  der  Gleichung 


'  dx  ■■ 


^n{ß^\) 


;rhält  man  zunächst 


J      e'  —  i 
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Betrachtet  man  nun  das  Integral 


ß 


^y~ 


von  +  oo  bis  +  CO  positiv  um  ein  Grössengebiet  erstreckt,  welches 
den  Werth  0,  aber  keinen  andern  Unstetigkeitswerth  der  Function 
unter  dem  Integralzeichen  im  Innern  enthält,  so  ergiebt  sich  dieses 
leicht  gleich 

vorausgesetzt,  dass  in  der  vieldeutigen  Function  (— a;)'"'  ^e'^-i)ioB(-"^) 
der  Logarithmus  von  —  a;  so  bestimmt  worden  ist,  dass  er  für  ein 
negatives  x  reell  wird.     Man  hat  daher 


2sin^s  i7(s~  1)  t(s)  =  ij^-~zri 


das  Integral  in  der  eben  angegebenen  Bedeutung  verstanden. 

Diese  Gleichung  giebt  nun  den  Werth  der  Function  t,  (s)  für  jedes 
beliebige  complexe  s  und  zeigt,  dass  sie  einwerthig  und  für  alle  end- 
lichen Werthe  von  s,  ausser  1,  endlieb  ist,  ao  wie  aucb,  dass  sie  ver- 
schwindet, wenn  s  gleich  einer  negativen  geraden  Zahl  ist.  (^) 

Wenn  der  reelle  Theil  von  s  negativ  ist,  kann  das  Integral,  statt 
positiv  um  das  angegebene  Grössengebiet  auch  negativ  um  das  Grössen- 
gebiet, welches  sämmtliche  übrigen  eomplexen  Grössen  enthält,  erstreckt 
werden,  da  das  Integral  durch  Werthe  mit  unendlich  grossem  Modul 
dann  unendlich  klein  ist.  Im  Innern  dieses  Grossengebiets  aber  wird 
die  Function  unter  dem  Integralzeichen  nur  unstetig,  wenn  x  gleich  einem 
ganzen  Vielfachen  von  +  2ni  wird  und  das  Integral  ist  daher  gleich 
der  Summe  der  Integrale  negativ  um  diese  Werthe  genommen.  Das 
Integral  um  den  Werth  n2m  aber  ist  =( — «2jti)'-^  (— 2aj), 
man  erhält  daher 

2  sinres  27(s  -  1)  g(s)  =  (2s)'  2?«'-'  ((-  i)'-^  +  i'-i), 
also   eine  Relation  zwischen  i(s)  und  g{l  —  s),   welche  sich  mit  Be- 
nutzung bekannter  Eigenschaften  der  Function  II  aneh  so  ausdrücken 
lässt: 

bleibt  ungeändert,  wenn  s  in  1  —  s  verwandelt  wird. 

Diese  Eigenschaft  der  Function  veranlasste  mich  statt  71  (s  —  1) 
das  Integral  7I/-|- —  1)   in   dem  allgemeinen  Gliede  der  Reihe  ^~ 
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unter  einer  gegebenen  Grösse.  147 

einzuführen,  wodurch  man  einen  sehr  bequemen  Ausdruck  der  Function 
£(s)  erhält.     In  der  That.  hat  man 

in(i^  ly-i  -Je-'"-xi-'dx, 

also,  wenn  man 

setzt,  j  «  ^ 

oder  da 

2f{x)  +  1  =  x~'^(2tl!(^)  +  l),  (Jacobi,  Fund.  S.  184)  *) 

-  «1^-1) +i  *  w  (»'^  ~ '  +  »^  ~  ^)  ■**  • 

Ich  setze  nun  s  =^  ^  -[-  i»  und 

n(i)(s-i)«-^S(s)-|{(), 

80  dass  ^„ 

|(f)  =  ^  —  (i(  +  ^) J  ,(, (3;) a:"*"^  cos (i-t\og x)  dx 
oder  auch 

|(f)  =  4  r^^^^)^  ^"  *  co8(iiloga:)  d:c. 

Diese  Function  ist  für  alle  endlichen  Werthe  von  t  endlich,  und 
lässt  sich  nach  Potenzen  von  ((  in  eine  sehr  schnell  convergirende 
Reihe  entwiciieln.  Da  für  einen  Werth  von  s,  dessen  reeller  Bestand- 
theil  grösser  als  1  ist,  log£(s)  =  —  .£log{l  —  ß-')  endlich  bleibt, 
und  von  den  Logarithmen  der  übrigen  Faetoren  von  |  {()  dasselbe  gilt, 
so  kann  die  Function  |(()  nur  verschwinden,  wenn  der  imaginäre 
Theil  von  t  zwischen  \i  und  —  \i  liegt.  Die  Anzahl  der  Wurzeln 
von  |(i)^0,  deren  reeller  Theil  zwischen  0  und  2"  liegt^  ist  etwa 

*)  Jacobi's  gesammelte  Werke  Bd.  I.  S.  2.S5.  W. 
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denn  das  Integral  fdlog^iß)  positiv  um  den  Inbegriff  der  Werthe 
von  t  erstreckt,  deren  imaginärer  Theil  zwischen  ^i  und  — ^i  und 
deren  reeller  Tlieil  zwischen  0  und  T  liegt,  ist  (bis  auf  einen  Bruch- 

theil  von  der  Ordnung  der  Grösse  -.-,)  gleich  (Tlog^ Tj  i;  dieses 

Integra]  aber  ist  gleich  der  Anzahl  der  in  diesem  Gebiet  liegenden 
Wurzeln  von  g(i)  =  0,  nmltiplicirt  mit  Sji i.  Man  findet  nun  in  der  That 
etwa  so  viel  reelle  Wurzeln  innerhalb  dieser  Grenzen,  und  es  ist  sehr 
wahrscheinlich,  daas  alle  Wurzeln  reell  sind.  Hiervon  wäre  allerdings 
ein  strenger  Beweis  zu  wünschen;  ich  habe  indess  die  Aufsuchung 
desselben  nach  einigen  fluchtigen  vergeblichen  Versuchen  vorläufig 
bei  Seite  gelassen,  da  er  für  den  nächsten  Zweet  meiner  Untersuchung 
entbehrlich  schien. 

Bezeichnet  man  durch  «  jede  Wurzel  der  Gleichung  |  (c)  =  0,  so 
kann  man  log  |  (t)  durch 

£Iog(l-ii)  +  logKO) 
ausdrücken;  denn  da  die  Dichtigkeit  der  Wurzeln  von  der  Grösse  t 
mit  t  nur  wie  log^  wächst,  so  convergirt  dieser  Ausdruck  und  wird 
für  ein  unendliches  t  nur  unendlich  wie  flogt;  er  unterscheidet  sich 
also  von  log^(i)  um  eine  Function  von  tt,  die  für  ein  endliches  t 
stetig  und  endlich  bleibt  und  mit  tt  dividirt  für  ein  unendliches  t  un- 
endlich klein  wird.  Dieser  Unterschied  ist  folglieh  eine  Constante, 
deren  Werth  durch  Einsetzung  von  i  =  0  bestimmt  werden  kann. 

Mit  diesen  Hülfsmitteln  läast  sich  nun  die  Anzahl  der  Primzahlen, 
die  kleiner  als  x  sind,  bestimmen. 

Es  sei  F(x),  wenn  x  nicht  gerade  einer  Primzahl  gleich  ist,  gleich 
dieser  Anzahl,  wenn  aber  x  eine  Primzahl  ist,  um  ^  grösser,  so  dass 
für  ein  x,  hei  welchem  F{x}  sich  sprungweise  ändert, 

Ersetzt  man  nun  in 
log£{s)  =  -27log(l  ~p-0  =  Sp-  +  kEp-^'  ■Y\^P-^'  +  ■■  ■ 


'  durch 


s  f  x-'—'-dx,  p-'^'  durch  s  f  cc 
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unter  einer  gegebenen  Grö 
SO  erhält  mau 


s^=-jVo 


wenn  man 

Fix)  ■\-  \F(^x^)  +  \-F{x^)  +  ■  ■  ■ 

durch  fix)  bezeichnet. 

Diese  Gleichung  ist  gültig  für  jeden  complexen  Werth  a  -}-  bi  von 
s,  wenn  «>  1.     Wenn  aber  in  diesem  Umfange  die  Gleichung 


(j{s)=J  h{x)x-'dlogx 


gilt,  so  kann  man  mit  Hülfe  des  Fourier' sehen  Satzes  die  Function  /( 
durch  die  Function  ij  ausdrucken.  Die  Gleichung  zerfällt,  wenn  h{x) 
reell  ist  und 

S(a  +  Si)-j,,  (6) +  %(*), 
in  die  beideu  folgenden: 

tjiib)  ^  f  h(x)jr-"  cos {b\ogx)diogx, 

^ffi  (^)  ^  —  i  /  /i  {x)  x—"  sin  (b  log  x)  d  log  x . 

Wenn  mau  beide  Gleichungen  mit 

(cos  (b  log  y)  •}-  i  siu  (h  log  y))  dh 

multiplicirt  und  von  —  oo  bis  +  '^  integrirt,  so  erhalt  man  in  beiden 
auf  der  rechten  Seite  nach  dem  Fourier'sehen  Satze  Jth{i/)y~'',  also, 
wenn  mau  beide  Gleichungen  addirt  und  mit  iy^  multiplicirt. 


27tih(y)^J  g(s)y<ds, 


woriu   die  Integration  so  auszuführen  ist,  dass  der  reelle  Theil  von  s 
constant  bleibt.  (^) 

Das  Integral  stellt  für  einen  Werth  von  y,  bei  welchem  eine 
sprungweise  Äenderung  der  Function  h(y)  stattfindet,  den  Mittelwerth 
aus  den  Wertheu  der  Function  h  zu  beiden  Seiten  des  Sprunges  dar. 
Bei  der  hier  vorausgesetzten  Bestimmungsweise  der  Function  f{x) 
besitzt  diese  dieselbe  Eigenschaft,  und  man  hat  daher  völlig  allgemein 
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Für  log  g  kann  man  nun  den  ftiilier  gefundenen  Ausdruck 
|-log«-log(s-  l)-log/7(-j)  +  2:Mog(l  +  «-^4^)+  log 5(0) 


snbstituiren;  die  Integrale  der  einzelnen  Glieder  dieses  Ausdrucks 
würden  aber  dann  ins  Unendliche  ausgedehnt  nicht  convergiren,  wes- 
halb es  zweckmässig  ist,  die  Gleichung  vorher  durch  partielle  Inte- 
gration in 

11         /    "  — s 

f(x)  ■=  —  T— ^  -. —     /    ^ x'ds 


umzuformen. 
Da 

-  log  n{-^)  =  lim  (2'  1*^8  (l  +  2lj)  -  T  ^«S '")  • 
für  m  =  oü,  aiso 

ds  ,^  ds  ' 

so  erhalten  dann  sämmtliche  Glieder  des  Ausdruckes  für  f{x)  mit  Aus- 
nahme von 


1 
2nl 

Joga: 

:i" 

log  1(0)  !• 

äs 

-log  5(0) 

die 

Form 

+  ^ 

7  1^", 

../' 

'd '°'!  (' 

L  — 

iÖ... 

(is 

Nun  ist  aber 

'  " 

K-: 

-1ob(i 

-i)). 

I 

d^  {ß-s)ß' 

und,  wenn  der  reelle  Theil  von  s  grösser  als  der  reelle  Theil  von  ß  ist, 


1       /•    'x'ds  aß  /'    *   1  j 
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oder 


=  /  x^—^äx, 


je  nachdem  der  reelle  Tlieil  von  ß  negativ  oder  positiv  ist.    Man  hat 
daher 


--5b/l'°s(l-f)=''* 
=  /  -. dx  -f-  const.  im  ersten 


=/f 


-  dx  ■\-  const.  im  zweiten  Falle. 


Im  ersten  Falle  bestimmt  sich  die  Integration  s  const  ante,  wenn 
man  den  reellen  Theil  von  ß  negativ  uneüdlich  werden  lässt;  im 
zweiten  Falle  erhält  das  lategral  von  0  bis  x  um  2iti  verschiedene 
Werthe,  je  nachdem  die  Integration  durch  eomplexe  Werthe  mit  posi- 
tivem oder  negativem  Arcus  geschieht,  und  wird,  auf  jenem  Wege 
genommen,  unendlich  klein,  wenn  der  Coefficient  von  i  in  dem  Werthe 
von  ß  positiv  unendlich  wird,  auf  letzterem  aber,  wenn  dieser  Coeffi- 
cient negativ  unendlich  wird.    Hieraus  ergiebt  sich,  wie  auf  der  linken 

Seite  log  (1 r-J   zu  bestimmen  ist,   damit  die  Integrationsconstante 

wegfällt. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  den  Ausdruck  von  f{x)  er- 
hält man 

/■(«)  -  Li{x)  -  S'  {Li  {x*+")  +  Li  (»*—)) 


!-/? 


3:  log 


li  +  iogKO),(*) 


wenn  in  £"  für  a  sämmtliche  positiven  (oder  einen  positiven  reellen 
Theil  enthaltenden)  Wurzeln  der  Gleichung  g  (a)  =  0,  ihrer  Grösse 
nach  geordnet,  gesetzt  werden.  Es  lässt  sich,  mit  Hülfe  einer  ge- 
naueren Discussion  der  Function  | ,  leicht  zeigen,  dass  bei  dieser  An- 
ordnung der  Werth  der  Reihe 
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s(Li{J+")  +  Li(x'-—))kgx 
mit  dem  Greiizwerth,  gegen  welchen 

2Sj 5; ^''» 

bei  unaufhörlichem  Wachsen  der  Grösse  h  convergirt,  übereinstimmt; 
durch  veränderte  Anordnung  aber  würde  sie  jeden  beliebigen  reellen 
Werth  erhalten  können. 

Aus  f(x)  findet  sieh  F{x)  mittelst  der  durch  Umkehrung  der 
Relation 

sich  ergebenden  Gleichung 

F{x)-i:(~iy^f{x-), 

worin  für  m  der  Reihe  nach  die  durch  kein  Quadrat  ausser  1  theil- 
baren  Zahlen  zu  setzen  sind  und  ji  die  Anzahl  der  Primfactoreu  von 
m  bezeichnet. 

Beschränkt  man  S"  auf  eine  endliche  Zahl  von  Gliedern,  so  giebt 
die  Derivirte  des  Ausdrucks  für  f{x)  oder,  bis  auf  einen  mit  wach- 
sendem X  sehr  schnell  abnehmenden  Theil, 

logx  logx 

einen  angenäherten  Ausdruck  für  die  Dichtigkeit  der  Primzahlen  -{- 
der  halben  Dichtigkeit  der  Prjmzahlquadrate  +  ^  von  der  Dichtig- 
keit der  Primzahlcuben  u.  s.  w.  von  der  Grosse  x. 

Die  bekannte  Näherungsformel  F(x)^Li(x)  ist  also  nur  bis 
auf  Grössen  von  der  Ordnung  x^  richtig  und  giebt  einen  etwas  zu 
grossen  Werth;  denn  die  nicht  periodischen  Glieder  in  dem  Ausdrucke 
von  F{x)  sind,  von  Grössen,  die  mit  x  nicht  in's  Unendliche  wachsen, 
abgesehen: 

LUX)  -  i  Li{xi)--iLi(xi)  ^  i  Li(xi)  +  i  Li(ii) 
~iLi(xi)  +  ..- 

In  der  That  hat  sieh  hei  der  von  Gauss  und  Goldschmidt  vor- 
genommenen und  bis  zu  a:  =  drei  Millionen  fortgesetzten  Tergleichung 
von  Li(x)  mit  der  Anzahl  der  Primzahlen  unter  x  diese  Anzahl  schon 
vom   ersten  Hunderttausend   an  stets   kleiner   als  Li{x)  ergeben,  und 
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zwar  wächst  die  Differenz  uoter  manclien  Schwankungen  allmählicli 
mit  X.  Aber  aucli  die  von  den  periodischen  Gliedern  abhängige 
stellenweise  V^erdichtung  und  Verdünnung  der  Primzahlen  hat  schon 
bei  den  Zählungen  die  Aufmerksamkeit  erregt,  ohne  daas  jedoch  hierin 
eine  Gesetzmässigkeit  bemerkt  worden  wäre.  Bei  einer  etwaigen  neuen 
Zählung  würde  es  interessant  sein,  den  Einfluss  der  einzelnen  in  dem 
Ausdrucke  für  die  Dichtigkeit  der  Primzahlen  enthaltenen  periodischen 
Glieder  zu  verfolgen.  Einen  regelmässigeren  Gang  als  F{x)  würde 
die  Function  f(x)  zeigen,  welche  sich  schon  im  ersten  Hundert  sehr 
deutlich  als  mit  Li  (x)  +  log  |  (0)  im  Mittel  übereinstimmend  er- 
kennen lässt. 
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Anmerkungen. 

In  einem.  Briefe,  dessen  Entwurf  im  Nachlaas  vorliegt,  findet  sich,  nachdem 
das  Resultat  der  Arbeit  mitgetlieilt  ist,  folgende  Bemerkung: 

„Den  Beweis  habe  ich  noch  nicht  völlig  ausgeführt,  und  ich  möchte  in  Be- 
treff desselben  .  .  noch  die  Bemerkung  beifügen.,  dass  die  beiden  Sätze,  welche 
ich  dort  nnr  angeführt  habe, 

dass  zwischen  0   und  T  etwa  —  log  -~  —  —    reelle  'Wurzeln   der  Glei- 
chung g  (ß)  ^  0  liegen,  und 

dasB    die  Reihe  2;"  lLi(^xi+'''j  +  Li(xi—'")'\  ,  wenn  die  Glieder  nach 
wachsenden  a  geordnet  werden,  gegen  denselben  Grenzwerth  convergirt,  wie 

a+ii 


2  511  log«*/  d. 


— -  a^  lis  bei  unaufhörliehem  Wachsen  der  Grösse  h 


ans   emer  nenen  Entnicklung  dei  Finohon  ^  folgen,  welche  ich  aber  noch  nicht 
genug  vereinfacht  hatte,  um  sie  mittheilen  zu  können 

Trota  mancher  späterer  Uiiteian,bungen  (Scheibnei     Pilz    Stieltjea)  sind  die 
Dunkelheiten  dieser  Arbeit  noch  nicht  volhg  a,ufgehellt 

(1)  (lü  Seite  146)    TJiea  "VerViaUen  dfi  EimctioTi  %{<)  ergieLt  sn,\i  mit  BenuUimg 
der  zweiten  Form  dieser  Function 

2E(.)_„n(-.)Jt^£J^ 

und  mit  Rücksicht  dwauf,  dass  ~ h  "S"  i°  '^^^  Entwicklung  nach  steigenden 

Potenzen  von  x  nur  ungerade  Potenzen  enthält. 

(2)  (Zu  Seite  ÜB.)    Der  Ausdruck  dieses  Sataes  ist  nicht  ganz  genau.    Die  beiden 
Gleichungen,    einzeln    in    der   angegebenen   Weise  behandelt,    ergehen,    wemi 

die  Integrationsgrenzen  0,  co  auf  log«  bezogen  werden,  ji)/~"  (  fi(y)  +  ''("))  i 

und  also  erst  in  ihrer  Summe  die  Formel  des  Testes. 

(3)  (Zu  Seite  151.)    Die  Punction  Li{x)  ist  für  reelle  Werthe  von  a:,  die  grösser 

als  1  sind,  zu  deflniren  durch  das  Integral    I  ,4;  7ci,  wo  das  obere  oder 
das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die  Integration  durch  compleie 
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Werthe  mit  positivem  oder  Degatiyem  Arcus  geBohieht,  Daraus  leitet  man 
leicht  die  von  Scheibner  (Schlömiloh's  Zeitschrift  Bd.  V)  gegehene  Ent- 
wicklung her 

nw_i.giogr-r(i)+J;<^f , 

die  für  alle  Werthe  von  a  gilt,  und  tur  negative  reelle  Werthe  eine  Unstetig- 
keit  ergiebt.    (Vgl.  Gauss  Bessel  Briefwechsel ) 

Befolgt  man  die  von  Riemann  angedeutete  Rechnung,  so  findet  man  in  der 
Formel  log  —  anstatt  log|[,0)  Mughcherweiae  hegt  nnr  em  Schreib-  oder 
Druckfehler  -vor,  log|(0)  an  Stelle  yon  log?(0),  da  E(0)  =  -^  ist. 
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vm. 

Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von  endlicher 
Schwingungsweite. 

(Aus  dem  achten  Bandi;  dei  Abhandlungen  dec  Königlichen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Gottingen      1860.) 

Obwohl  die  DillereutialgleiLhnngeu ,  nach  welchen  sich  die  Be- 
wegung der  Gase  bestimmt,  langet  aufgestellt  worden  sind,  so  ist 
doch  ihre  Integration  fast  nui  fui  den  Fall  ausgeführt  worden,  wenn 
die  Druckverschiedenheiten  ah  unendlich  kleine  Bruchtheile  des  ganzen 
Drucks  betrachtet  weiden  können,  und  man  hat  sich  bis  auf  die  neueste 
Zeit  begnügt,  nur  die  ersten  Potenzen  dieser  Bruchtheile  zu  berück- 
sichtigen. Erst  ganz  vor  Kurzem  hat  Helmholtz  auch  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  mit  in  die  Rechnung  gezogen  und  daraus  die  objective 
Entstehung  von  Combinations tonen  erklärt.  Es  lassen  sich  indess  für 
den  Fall,  dass  die  anfängliche  Bewegung  allenthalben  in  gleicher 
Richtung  stattfindet  und  in  jeder  auf  dieser  Richtung  senkrechten  Ebene 
Geschwindigkeit  und  Druck  constant  sind,  die  exacten  Differential- 
gleichungen vollständig  integriren;  und  wenn  auch  zur  Erklärung  der 
bis  jetzt  experimentell  festgestellten  Erscheinungen  die  bisherige  Be- 
handlung vollkommen  ausreicht,  so  könnten  doch,  bei  den  grossen 
Fortschritten,  welche  in  neuester  Zeit  durch  Helmholtz  auch  in  der 
esperim enteilen  Behandlung  akustischer  Fragen  gemacht  worden  sind, 
die  Resultate  dieser  genaueren  Rechnung  in  nicht  allzu  ferner  Zeit 
vielleicht  der  experimentellen  Forschung  einige  Anhaltspunkte  gewähren; 
und  dies  mag,  abgesehen  von  dem  theoretischen  Interesse,  welches  die 
Behandlung  nicht  linearer  partieller  Differentialgleichungen  hat,  die 
Mittheilung  derselben  rechtfertigen. 

Für  die  Abhängigkeit  des  Drucks  von  der  Dichtigkeit  würde  das 
Boyie'sche  Gesetz  vorauszusetzen  sein,  wenn  die  durch  die  Druck- 
veränderungen bewirkten  Temperatur  Verschiedenheiten  sieh  so  schnell 
ausglichen,  dass  die  Temperatur  des  Gases  als  constant  betrachtet 
werden  dürfte.    Es  ist  aber  wahrscheinlich  der  Wärmeaustausch  ganz 
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zu  vernachlässigen,  und  man  muss  daher  für  diese  Äbhäugigkeit  das 
Geseb;  zu  Grande  legea,  nach  welchem  sich  der  Druck  des  Gases  mit 
der  Dichtigkeit  ändert,  weon  es  keine  Wärme  aufnimmt  oder  abgiebt. 

Nach  dem  Boyle'achen  und  Gay-Lussac'schen  Gesetze  ist,  wenu 
V  das  Volumen  der  Gewichtseinheit,  p  den  Druck  und  T  die  Tem- 
peratur von  — 273°  C  an  gerechnet  bezeichnet, 

\ogp  +  logf  =  log  T-f-  const. 

Betrachten  wir  hier  T  als  Function  von  p  und  v  und  nennen  die 
specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke  e,  bei  constautem  Volumen  c, 
beide  auf  die  Gewichtseinheit  bezogen,  so  wird  von  dieser  Gewichts- 
einheit, wenn  p  und  v  sich  um  dp  und  dv  ändern,  die  Wärmemenge 

C^dv-^C    j^dp 

oder,  da  -rr-, =  o,        =  1 , 

'  viogv        c  iogp  ' 

T(cdlo%v  +  c'  dlogjp) 
aufgenommen.     Wenn  daher  keine  Wärmeaufnahme  stattfindet,  so  ist 

dlo^p  = ;(?logi),    und   also,    wenn  man  mit  Poisson  annimmt^ 

dass  das  Verhältniss  der  beiden  specifischen  Wärmen  -7  =  /c  von 
Temperatur  und  Druck  unabhängig  ist, 

Iogp  ^^  —  k  log  V  -j-  const. 
Nach  neueren  Versuchen  von  ßegnault,  Joule  und  W.  Thomson 
sind   diese  Sätze   für  Sauerstoff,   Stickstoff  und  Wasserstoff  und  deren 
Gemenge  unter   allen  darstellbaren  Drucken  und  Temperaturen  wahr- 
scheinlich sehr  nahe  gültig. 

Durch  ßegnault  ist  für  diese  Gase  eine  sehr  nahe  Anschmiegung 
an  das  Boyle'sche  und  Gay-Lusaac'sehe  Gesetz  und  die  Unabhängig- 
keit der  specifischen  Wärme  c  von  Temperatur  und  Druck  festgestellt 
worden. 

Für  atmosphärische  Luft  fand  Regnault 

zwischen  —    SO^C  und  -|-    lO^C  e  =  0,2377 
+    10"C    „     +10000  6  =  0,2379 
+  100*>C    „     +  215"C  c  =  0,2376. 
Ebenso  ergab  sich  für  Drucke  von  1  bis  10  Atmosphären  kein  merk- 
licher Unterschied  der  specifischen  Wärme. 

Nach  Versuchen  von  Begnauit  und  Joule  scheint  ferner  für 
diese  Gase  üw  von  Clausius  adoptirte  Annahme  Mayer's  sehr  nahe 
richtig  2U  sein,  dasa  ein  bei  constanter  Temperatur  sich  ausdehnendes 
Gas   nur   so  viel  Wärme  aufnimmt,   als   zur  Erzeugung  der  äusseren 


y  Google 


lEJS  VIII.    üeber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen 


Arbeit  erforderlich  ist.  Wenn  das  Volumen  des  Gases  sich  um  dv 
ändert,  während  die  Temperatur  constant  bleibt,  so  ist  rflog/i=  —ä\o^v, 
die  aufgenommene  Wärmemenge  T(c  —  c")  d\ogv,  die  geleistete  Arbeit 
pdv.  Diese  Hypothese  giebt  daher,  wenn  A  das  mechanische  Aequi- 
valent  der  Wärme  bezeichnet, 

AT{c  —  c)  d\ogv  =pdv 
oder 

,  pv 

'-'   -AT- 
also  von  Druck  und  Temperatur  unabhängig. 

Hiernach  ist  auch  ft  =  -r  von  Druck  und  Temperatur  unabhängig 
und  ergiebt  sich,  wenn  c  =  0,237733,  Ä  nach  Joule  =  424,55  Kilogr. 
met.  und,  für  die  Temperatur  O^C  oder  T  =  ,  pv  nach  Regnault 

=  7990" ,267  angenommen  wird,  gleich  1,4101.  Die  Schallgeschwindig- 
keit in  trockner  Luft  von  CG  beträgt  in  der  Secunde 


V7990"',2ö7.9'",8088ft, 
und  würde  also  mit  diesem  Werthe  von  h  gleich  332™,440  gefunden 
werden,  während  die  beiden  vollständigsten  Versuchsreihen  von  Moll 
und  van  Beck  dafür,  einzeln  berechnet,  332",528  und  331™,867,  ver- 
einigt 332'",271  geben  und  die  Versuche  von  Martins  und  A.  Bravais 
naeli  ihrer  eignen  Berechnung  332°',37. 

1. 

Füv's  erste  ist  es  nicht  nöthig,  Ober  die  Abhängigkeit  des  Drucks 
von  der  Dichtigkeit  eine  bestimmte  Voraussetzung  zu  machen;  wir 
nehmen  daher  an,  dass  bei  der  Dichtigkeit  p  der  Druck  g'(p)  sei,  und 
lassen  die  Function  (p  vorläufig  noch  unbestimmt. 

Man  denke  sich  nun  rechtwinklige  Coordinaten  x,  y,  0  eingeführt, 
die  a;-Äxe  in  der  Richtung  der  Bewegung,  und  bezeichne  durch  p  die 
Dichtigkeit,  durch  p  den  Druck,  durch  u  die  Geschwindigkeit  für  die 
Coordinate  x  zur  Zeit  t  und  durch  m  ein  Element  der  Ebene,  deren 
Coordinate  x  ist. 

Der  Inhalt  des  auf  dem  Element  o  stehenden  geraden  Cylinders 
von  der  Höhe  dx  ist  dann  adx,  die  in  ihm  enthaltene  Masse  OQdx. 
Die  Äenderung  dieser  Masse  während  des  Zeitelementa  dt  oder  die 
-  dt  dx  bestimmt  sich  durch  die  in  ihn  einströmende  Masse, 


'»' 


,<v 


welche  =  —  a  -^ —  dx  dt    gefunden    wird.     Ihre   Beschleunigung    ist 
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^  +  M  K—  und  die  Kraft,  welche  sie  in  der  Richtimg  der  positiven 
x-Axe  forttreibt,  =  ^  ^r-  oy  dx  ^  —  9'  (p)  jr-  <^  äx,  wenn  ip'  (p)  die 
Derivirte  von  ip  {q)  bezeichnet.  Man  hat  daher  für  q  und  u  die  beiden 
Differentialgleichungen 


dt 


und   P  (H  +  «  fl)  =  —  9  (p)  ^  oder 


+  „       =^^'(p)_ 


und 


SlOgQ  __ 


Wenn  man  die  zweite  Gleichung,  mit  4-  y(p'  (p)  multiplicirt,  zur 
addirt  und  zur  Abkürzung 

(1)  /VT®  dlog  (,-/■((,)  und 

(2)  f(s)  +  a  =  2r,  /■(p)-»_2s 

setzt,  so  erhalten  diese  Gleichungen  die  einfachere  Gestalt 

(3)      ?-'-~(..  +  i/9.'(('))|^,    f,--(«-y'c-((.))s. 

worin  u  und  q  durch  die  Gleichungen  (2)  bestimmte  Functionen  von 
r  und  s  sind.     Aus  ihnen  folgt 

(4)  dr-^£{,lx~(u  +  y<p'{„))M) 

(5)  ds  -  ll  (dx  -  (>■  -  yy-  ((,))  i() . 

Unter  der  in  der  Wirklichkeit  immer  zutreffenden  Voraussetzung, 
dass  q>'  (p)  positiv  iat,  besagen  diese  Gleichungen,  dass  r  constant 
bleibt,  wenn  x  sich  mit  t  so  ändert,  dass  dx  ^  (u -\- y<p' (Q])dt, 
und  s  constant  bleibt,  wenn  x  sich  mit  t  so  ändert,  dass 
äx  ^  {u~~  -]/tf'  {p})  dt  ist. 

Ein  bestimmter  Werth  von  r  oder  von  /'(p)  -j-  w  rückt  daher  zu 
grosseren  Werthen  von  x  mit  der  Geschwindigkeit  '^(f  [jt)  +  m  fort, 
ein  bestimmter  Werth  von  s  oder  von  /"(p)  —  m  zu  kleineren  Werthen 
von  X  mit  der  Geschwindigkeit  ^f'  (p)  ^  m. 

Ein  bestimmter  Werth  von  r  wird  also  nach  und  nach  mit  jedem 
vor  ihm  stattfindenden  Werthe  von  s  zusammen trefi'en,  und  die  Ge- 
schwindigkeit seines  Fortrückens  wird  in  jedem  Augenblicke  von  dem 
Werthe  von  s  abhängen,  mit  welchem  er  zusammentrifft. 
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Die  Aaalysis  bietet  nun  zunächst  die  Mittel,  die  Frage  zu  be- 
antworten, wo  und  wann  ein  Werth  r  von  r  einem  vor  ibm  befind- 
lichen Werthe  s'  von  s  begegnet,  d.  h.  x  und  t  als  Functionen  von  r 
und  s  zu  bestimmen.  In  der  That,  wenn  man  in  den  Gleichungen  (3) 
des  vor.  Art.  r  und  s  als  unabhängige  Variable  einführt,  so  geben 
diese  Gleichungen  in  lineare  Differentialgleichungen  für  x  und  t  über 
und  lassen  sich  also  nach  bekannten  Methoden  integriren.  Um  die  Zurück- 
führung  der  Differentialgleichungen  auf  eine  lineare  zu  bewirken,  ist 
es  am  zw  eck  massigsten,  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  des  vorigen  Art. 
in  die  Form  zu  setzen: 

(1)         *  - 1^  (  Ä  t  _  („  +  y^  (,))  t)^\ir  (-^-M  +  1) 

Man   erhält  dann,   wenn  man  s  und  r  als  unabhängige  Variable 
betrachtet,  für  x  und  t  die  beiden  linearen  Differentialgleichungen: 
g(.«-(w-j-y-q>-(g))0  _  __  ;  /.ilogiVfe)  _  j\ 
ds  V     dloge  / 

dr  V     dlog  p  / ' 

In  Folge  derselben  ist 

(.^)  {x-{u  +  V9  (e))  i)  dr  -{x-  (u  -  y.p'  (e))  ()  ds 

ein  vollständiges  Differential,  dessen  Integral,  w,  der  Gleichung 

ör9s  \     dloge  /  \6r         osl 

genügt,   worin  w  =  ^^^  ('^'^bj/^'  "  ^J '  ^^'°  ^^''^  Function  von 
r -\- s  ist.     Setzt  man  /"(p)  =  »" -i"  s  =  ö,    so   wird  V'9'' (?)  ==  ^^  w"^ » 

folglich  m  =  —  1"  — ^— - . 

Bei  der  Poieson'scheu  Annahme  g>(p)  =  aaQ''  wird 


/■(p)  =  |£^  p    ä      4-  cODSt. 
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und,  wenn  man  für  die  willkürliche  Oonstante  den  Werth  Null  wählt, 

Wff)  +  «  =  -^--'  +  '^^,  V¥(S->'  =  '^'  +  '-^' 

Unter  Voraussetzung  des  ßoyJe'sehen  Gesetzes  (P_(q)  =  aaQ  erhält  mau 

/■(p)  =  (ilogp 

Vv  (e)  +  «■  =  '■  —  s  +  a,  Y^{&j  —  u  =  s~r-\-a 

Werthe,  die  aus  den  obigen  fliesaen,  wenn  man  /"{p)  um  die  Constante 

,  _^   )  also  r  und  s  um  t.^\   vermindert  und  dann  Ä;  =  1  setzt. 

Die  Einführung  von  r  und  s  als  unahhängig  veränderlichen  Grössen 
ist  indess  nar  möglich,  wenn  die  Determinante  dieser  Functionen  von 

X  und  t,  welche  ^  ^Y^'  (4>)  ^—  ^-,  nicht  versehwindet,  also  nur  wenn 

7,  -  und  g—  beide  von  Null  verschieden  sind, 

Wenns— ^0  ist,  ergiebtsichaus  (l)(?r=0  und  aus  (2)3:— (w — y'^'(p))/ 
=  einer  Function  von  s.  Es  ist  folglich  auch  dann  der  Ausdruck  (3) 
ein  vollständiges  Differential,  und  es  wird  w  eiue  blosse  Function 
von  s. 

Aus  ähnlichen  Gründen  werden,  wenn  v—  =  0  ist,  s  auch  in 
Bezug  auf  t  constant,  a:  —  (m  +  /(p'  (pj)  t  und  w  Functionen  von  r. 

Wenn  endlich  h—  und  „'  beide  =0  sind,  so  werden  in  .Folge 
der  Differentialgleichungen  r,  s  und  iv  Coustanten. 

3. 
Um  die  Aufgabe  zu  lösen,  muss  nun  zunächst  tv  als  Function  von 
r  und  s  so  bestimmt  werden,  dass  sie  der  Differentialgleichung 

und  den  Anfangsbedingungen  genügt,  wodurch  sie  bis  auf  eine  Con- 
stante,  die  ihr  offenbar  willkürlich  hinzugefügt  werden  kann,  be- 
stimmt ist. 

Wo  und  waun  ein  bestimmter  Werth  von  r  mit  einem  bestimmten 
Werthe  von  s  zusammentrifft,  ergiebt  sieh  dann  aus  der  Gleichung 

EiuMiSN's  gesiimmcltc  rnatbomiitisohs  Wsika,  11 
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(2)  {!-(«+ 1/?"  (ri)  i)dr-  (x  -  (i,  -  1/»'T(Ö)  0  -is  =  <ia. , 
und  hierauf  findet  man  schliesslich  u  und  q  a!s  Functionen  von  x  und 
i  durch  Hinzuziehung  der  Gleichungen 

(3)  f(Q)  +  u-2r,      /-«-»-äs. 

In  der  That  folgen,  wenn  nicht  etwa  in  einer  endlichen  Strecke 
dr  oder  äs  Null  und  folglich  r  oder  s  constant  ist,  aus  (2)  die 
Gleichungen 

(5)  »-(»~Vy-l"(,))i_-«f, 

durch  deren  Verbindung  mit  Cd)  man  u  und  p  in  a:  und  (  ausgedrückt 
erhält. 

Wenn  aber  r  anfangs  in  einer  endliehen  Strecke  denselben  Werth 
/  hat,  so  rückt  diese  Strecke  allmählich  zu  grösseren  Werthen  ¥on  x 
fort.  Innerhalb  dieses  Gebietes,  wo  r  =  /,  kann  man  dann  aus  der 
Gleichung  (2)  den  Werth  von  x  ^  (u  -\-  Y^p'  (p))  (  nicht  ableiten ,  da 
dr^O]  und  in  der  That  lässt  die  Frage,  wo  und  wann  dieser  Werth 
r'  einem  bestimmten  Werthe  von  s  begegnet,  dann  keine  bestimmte 
Antwort  zu.  Die  Gleichung  (4)  gilt  dann  nur  an  den  Grenzen  dieses 
Gebietes  und  giebt  an,  zwischen  welchen  Werthen  von  x  zu  einer 
bestimmten  Zeit  der  constante  Werth  /  von  r  stattfindet,  oder  auch, 
während  welches  Zeitraums  r  an  einer  bestimmten  Stelle  diesen  Werth 
behält.  Zwischen  diesen  Grenzen  bestimmen  eich  u  und  p  als  Func- 
tionen von  X  und  (  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (5).  Auf  ähnlichem 
Wege  findet  man  diese  Functionen,  wenn  s  den  Werth  s'  in  einem 
endliehen  Gebiete  besitzt,  während  )■  veränderlich  ist,  sowie  auch  wenn 
r  und  s  beide  constant  sind.  In  letzterem  Falle  nehmen  sie  zwischen 
gewissen  durch  (4)  und  (5)  bestimmten  Grenzen  constante  aus  (3) 
ide  Werthe  an. 


Bevor  wir  die  Integration  der  Gleichung  (1)  des  vor.  Art.  in  An- 
griff nehmen,  scheint  es  zweckmässig,  einige  Erörterungen  vorauf- 
zuschicken, welche  die  Ausführung  dieser  Integration  nicht  voraus- 
setzen. Ueber  die  Function  <p  (p)  ist  dabei  nur  die  Annahme  nothig,  dass 
ihre  Derivirte  bei  wachsendem  p  nicht  abnimmt,  was  in  der  Wirk- 
lichkeit gewiss  immer  der  Fall  ist;  und  wir  bemerken  gleich  hier,  was 
im  folgenden  Art.  mehrfach  angewandt  werden  wird,  dass  dann 
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wenn  nur  eine  der  Grössen  Qj  und  p^  sich  ändert,  entweder  constant 
bleibt  oder  mit  dieser  Grosse  zugleich  wächst  und  abnimmt,  woraus 
zugleich  folgt,  dass  der  Werth  dieses  Ausdrucks  stets  zwischen  <p' (qi) 
und  (p' (q^)  liegt. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  wo  die  anfängliche  Gleich- 
gewichtsstörung auf  ein  endliches  durch  die  Ungleichheiten  a  <,x  <ih 
begrenztes  Gebiet  beschränkt  ist,  so  dass  ausserhalb  desselben  u  und 
p  und  folglich  auch  r  und  s  constant  sind;  die  Werthe  dieser  Grössen 
für  X  <,a  mögen  durch  Anhängung  des  Index  1,  für  x'>h  durch  den 
Index  2  bezeichnet  werden.  Das  Gebiet,  in  welchem  r  veränderlich 
ist,  bewegt  sich  nach  Art.  1  allmählich  vorwärts  und  zwar  seine 
hintere  Grenze  mit  der  Geschwindigkeit  V'?'' (pi)  ~F  %  ?  während  die 
vordere  Grenze  des  Gebiets,  in  welchem  s  veränderlich  ist,  mit  der 
Geschwindigkeit  ]/?)'  (p^)  —  Mg  rückwärts  geht.    Nach  Verlauf  der  Zeit 


y^'  (e,)  +  V'V(9,)  +  Mi  -  ", 

fallen  daher  beide  Gebiete  auseinander,  und  zwischen  ihnen  bildet  sieh 
ein  Eaum,  in  welchem  s  =  s^  und  r  ^  r^  ist  und  folglich  die  Gas- 
theilcben  wieder  im  Gleichgewicht  sind.  Von  der  anfangs  erschütterten 
Stelle  gehen  also  zwei  nach  entgegengesetzten  Richtungen  fortschreitende 
Wellen  aus.  In  der  vorwärtsgebenden  ist  s=^Säi  ^s  ist  daher  mit 
einem  bestimmten  Werthe  p  der  Dichtigkeit  stets  die  Geschwindigkeit 
i(^/'(p)  — 2Sg  verbunden,  und  beide  Werthe  rücken  mit  der  con- 
atanten  Geschwindigkeit 

y»  (?)  + » -  f<i!js+  /■(»)  -  2% 

vorwärts.  In  der  rückwärtslaufenden  ist  dagegen  mit  der  Dichtigkeit 
p  die  Geschwindigkeit  —  /(p)  -{-  2r^  verbunden,  und  diese  beiden 
Werthe  bewegen  sich  mit  der  Geschwindigkeit  y<f' is)  + /~(p)  —  ^r^ 
rückwärts.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  für  grössere  Dichtig- 
keiten eine  grössere,  da  sowohl  "[/gj' (p),  als  /"(p)  mit  p  zugleich  wächst. 
Denkt  man  sich  p  als  Ordinate  einer  Curve  für  die  Abscisse  x, 
so  bewegt  sich  jeder  Punkt  dieser  Curve  parallel  der  Abscissenaxe  mit 
constanter  Geschwindigkeit  fort  und  zwar  mit  desto  grösserer,  je  grösser 
seine  Ordinate  ist.  Man  bemerkt  leicht,  dass  bei  diesem  Gesetze  Punkte 
mit  grösseren  Ordinaten  schliesslich  voraufgehende  Punkte  mit  kleineren 
Ordinaten  überholen  würden,  so  dass  zu  einem  Werthe  von  x  mehr 
als  ein  Werth  von  p  gehören  würde.     Da  nun  dieses  in  Wirklichkeit 
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nicht  stattfinden  taon,  so  muss  ein  Umstand  eintreten,  wodurch  dieses 
Gesetz  ungültig  wird.  In  der  That  liegt  nun  der  Herleitung  der 
Differentialgleichungen  die  Voraussetzung  zu  Grunde,  dass  u  und  9 
stetige  Functionen  von  x  sind  und  endliche  Derivirten  haben;  diese 
Voraussetzung  hört  aber  auf  erfüllt  zu  sein,  sobald  in  irgend  einem 
Punkte  die  Dichtigkeitscurve  senkrecht  zur  Äbscisseuase  wird,  und  von 
diesem  Augenblicke  an  tritt  in  dieser  Curve  eine  Discontinuität  ein, 
so  dass  ein  grösserer  Werth  von  p  einem  kleineren  unmittelbar  nach- 
folgt; ein  Fall,  de»  im  nächsten  Art.  erörtert  werden  wird. 

Die  Verd ich tungs wellen ,  d.  h.  die  Theile  der  Welle,  in  welchen 
die  Dichtigkeit  in  der  Fortpflanzungsrichtung  abnimmt,  werden  dem- 
nach bei  ihrem  Fortsehreiten  immer  schmäler  und  gehen  schliesslich 
in  Verdiehtuugsstösse  über;  die  Breite  der  Verdünnungswellen  aber 
wächst  beständig  der  Zeit  proportional. 

Es  lässt  sich,  wenigstens  unter  Voraussetzung  des  Poisson'schen 
{oder  Boyle'schen)  Gesetzes,  leicht  zeigen,  dass  auch  dann,  weun  die 
anfängliche  Gleichgewichtsstörung  nicht  auf  ein  endliches  Gebiet  be- 
schränkt ist,  sich  stets,  von  ganz  besonderen  Fällen  abgesehen,  im  Laufe 
der  Bewegung  Verdicbtuugsstöase  bilden  müssen.  Die  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  ein  Werth  von  r  vorwärts  rückt,  ist  bei  dieser  Annahme 

2     *"  +     3     ^' 
grössere  Werthe   werden   sieh  also  durchschnittlich  mit  grösserer  Ge- 
schwindigkeit bewegen,  und  ein  grösserer  Werth  /  wird  einen  vorauf- 
gebenden kleineren  Werth  r"  schliesslich  einholen  müssen,  weun  nicht 
der  mit  r"  zusammentreffende  Werth  von  5  durchschnittlich  um 

"  ^  s-h 
kleiner  ist,  als  der  gleichzeitig  mit  /  zusammentreffende.  In  diesem 
Falle  würde  s  für  ein  positiv  unendliches  x  negativ  unendlich  werden, 
und  also  für  a;  =  +  00  die  Geschwindigkeit  m  =  +  00  (oder  auch 
statt  dessen  beim  Boyle'schen  Gesetz  die  Dichtigkeit  unendlich  klein) 
werden.  Von  speeieilen  Fällen  abgesehen,  wird  also  immer  der  Fall 
eintreten  müssen,  dass  ein  um  eine  endliche  Grösse  grösserer  Werth 
von  r  einem  kleineren  unmittelbar  nachfolgt;  es  werden  folglich,  durch 
ein  Unendlich  werden  von  j-,  die  Differeutialgleiehuugen  ihre  Gültig- 
keit verlieren  und  vorwärtslaufende  VerdichtungsstÖsse  entstehen  müssen. 
Ebenso  werden  fast  immer,  indem  —  unendlich  wird,  rückwärtslaufende 
VerdichtungsstÖsse  sich  bilden. 
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Zur  Bestimmung  der  Zeiten  und  Orte,  für  welche  k~  oder  =- 
unendlich  wird  und  plötzliche  Verdichtungen  ihren  Anfang  nehmen, 
erhält  man  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  des  Art.  2,  wenn  man 
darin  die  Function  w  einführt, 

|"(_S5^(ü°s!',Qi+i)A_i. 


Wir  müssen  nun,  da  sich  plötzliche  Verdichtungen  fast  immer 
einstellen,  auch  wenn  eich  Dichtigkeit  und  Geschwindigkeit  anfangs 
allenthalben  stetig  ändern,  die  Gesetze  für  das  Fortsehreiten  von  Ver- 
dichtuugsstÖssen  aufsuchen. 

Wir  nehmen  an,  dass  zur  Zeit  t  für  x  ^%  eine  sprungweise 
Aenderung  von  m  und  q  stattfinde,  und  bezeichnen  die  Werthe  dieser 
und  der  von  ihnen  abhängigen  Grössen  für  a;  =  |  —  0  durch  An- 
hängung des  Index  1  und  für  a:  =  §  +  0  durch  den  Index  2;  die 
relativen  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  das  Gas  sich  gegen  die  Un- 
stetigkeitsatelle bewegt,  «i  — j*j  ^~~j7i  mögen  durch  v^  und  v<^ 
bezeichnet  werden.  Die  Masse,  welche  durch  ein  Element  ca  der  Ebene, 
wo  x  =  %,  im  Zeitelement  dt  in  positiver  Richtung  hindurchgeht,  ist 
dann  =  «,PiOÄ(  =  «3 Pa (»(?(;  die  ihr  eingedrückte  Kraft  (9)(()i)—q)(ß3))(arfi 
und  der  dadurch  bewirkte  Zuwachs  an  Geschwindigkeit  v^  — Uj;  man 
hat  daher 

(^(Pi)  —  95  (pa))'"'^' ^^  ("a  —  v^)'O^Q.^mät  und  t'ipi  =  «-'^Pk  ' 
woraus  folgt  .-  =  +  T/^^  *i«V'P(e^)     also 

Für  einen  Verdichtungsstoss  muss  p^  —  pj  dasselbe  Zeichen,  wie 
jjj  und  Pg,  haben,  und  zwar  für  einen  vorwärts  laufen  den  das  nega- 
tive, für  einen  riickwärtsl  auf  enden  das  positive.  Im  erstem  Falle 
gelten  die  oberen  Zeichen  und  Pi  ist  grösser  als  p^;  es  ist  daher,  bei 
der  zu  Anfang  des  vorigen  Artikels  gemachten  Annahme  über  die 
Function  9J  (p) 
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und  folglicSi  rückt  die  Uüstetigkeitss teile  langsamer  fort  als  die  iiach- 
fülgenden  und  schneller  als  die  vor  auf  gehenden  Werthe  von  r;  r^  und 
r^  sind  also  in  jedem  Augenblicke  durch  die  zu  beiden  Seiten  der  Un- 
atetigkeitsa teile  geltenden  Differentialgleichungen  beBÜmmt.  Dasselbe 
gilt,  da  die  Werthe  von  s  sieh  mit  der  Geschwindigkeit  Y^Iq)  ""  ** 
rückwärts  bewegen,  auch  für  s^  und  folglich  für  pg  und  w^,  aber  nicht 
für  Si-  Die  Werthe  von  s^  und  -jr  bestimmen  sich  aus  r^,  p^  und  u^ 
eindeutig  durch  die  Gleichungen  (1).    In  der  That  genügt  der  Gleiehnng 


e,)  if  (Q,)  -  <P  (Ps)) 


(3)       2  (r,  -  ,■,)  =  /-(p,)  -  1(9.,)  +  Y'-^  ^^  ^^ 

nur  ein  Werth  von  p, ;  denn  die  rechte  Seite  nimmt,  wenn  p,  von  p^ 
an  in's  Unendliche  wächst,  jeden  positiven  Werth  nur  einmal  an,  da 
sowohl  /'(p,)  als  auch  die  beiden  Factoren 

rA_i  _  i/eT  und  T/'P<^)-:"?'^"r) 
y  9-.     '91        y     9i—Q-i    ' 

in  welche  sich  das  letzte  Güed  zerlegen  lässtj  beständig  wachsen  oder 
doch  nur  der  letztere  Factor  constant  bleibt.  Wenn  aber  p,  bestimmt 
ist,   erhält  man   durch   die  Gleichungen  (1)  offenbar  völlig  bestimmte 

Werthe  für  «,  und  % 
*  dt 

Ganz  Aehnliches  gilt  für  eiuen  rüekwtäitslaufenden  Verdichtungs- 

stoss. 


Wir  haben  eben  gefunden,  daas  in  einem  fortschreitenden  Ver- 
dichtungsstosse  zwischen  den  Werthen  von  u  und  p  zu  beiden  Seiten 
desselben  stets  die  Gleichung 

stattfindet.  Es  fragt  sich  nun,  was  eintritt,  wenn  zu  einer  gegebeneu 
Zeit  an  einer  gegebenen  Stelle  beliebig  gegebene  Unstetigkeiten  vor- 
banden sind.  Es  können  dann  von  dieser  Stelle,  je  nach  den  Werthen 
von  u^,  Qi,  «2,  p2,  entweder  zwei  nach  entgegengesetzten  Seiten  laufende 
Verdichtungsstijsse  ausgehen,  oder  ein  vorwärtslaufender,  oder  ein 
rOckwärtslaufender ,  oder  endlich  kein  Verdichtungsstoss,  so  dass  die 
Bewegung  nach  den  Differentialgleichungen  erfolgt. 

Bezeichnet  man  die  Werthe,  welche  «  und  p  hinter  oder  zwischen 
den  Verdichtungastbssen  im  ersten  Äugenblicke  ihres  Fortscb reiten s 
annehmen,  durch  Hinzufügung  eines  Accents,  so  ist  im  ersten  Falle 
p'  >  pi  und  >  Pj,  und  man  hat 
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^(        j('  =  |/(g'"gi)  (y  (g')  — y(ei)) 
(1)  '  K ,>, ■ 

j('  _  j(  =  1  /(g'  —  ei)  fy  (eO  —  y  (Pa)) . 


■  e.)  (^(g')  — y  (gl)) 


■«•"^(^(p')  — ?<e')) 


Es  muss  iileo,  äa,  beide  Glieder  der  rechten  Seite  von  (2)  mit  p'  zu- 
gleich wachsen,  «j  —  %  positiv  sein  und 

imd  umgekehrt  giebt  es,  wenn  diese  Bedingimgen  erfüllt  sind,  stets 
ein  und  nur  ein  den  Gleichungen  (1)  genügendes  Werthenpaar  von  ii 
und  Q. 

Damit  der  letzte  Fall  eintritt  und  also  die  Bewegung  sich  den 
Differentialgleichungen  gemäss  bestimmen  lUsst,  ist  es  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  r^■^r^  und  Sj  ^  Sj  sei,  also  u^  —  %  negativ  und 
(%  —  Hg)^  >  (/"(pj)  —  /(pa))^-  Die  Werthe  r^  und  r^,  s,  un^d  s^  treten 
dann,  da  der  voraufgehende  Werth  mit  grösserer  Geschwindigkeit 
fortrückt,  im  Fortschreiten  auseinander,  so  dass  die  Unstetigkeit  ver- 
schwindet. 

Wenn  weder  die  ersteren,  noch  die  letzteren  Bedingungen  erfüllt 
sind,  so  genügt  den  Anfangswerthen  Ein  Verdichtungsstoss,  und  zwar 
ein  vorwärts  oder  rückwärts  laufender,  je  nachdem  p^  grösser  oder 
kleiner  als  q^  ist. 

In  der  That  ist  dann,  wenn  Pi  >  p^, 

2(ri  ~-  r,)  oder  /(p,)  -  /"{p.)  +  %  -  »^ 
positiv,  —  weil  (J'i  —  «3)^  <  (/'(,Pi) — /(P2)F-~i  und  zugleich 

iL  m  -  /fe)  +  i/&12ö_(|):e>jö) 

weil 

es  läsafc  sieh  also  für  die  Dichtigkeit  p'  hinter  dem  Verdichtungsstoss 
ein  der  Bedingung  (3)  des  vor.  Art.  genügender  Werth  finden  und 
dieser  ist  <p^.  Folglieh  wird,  da  s' = /'(p') -^ ''1 1  ^i  = /'(Pi)  —  ''1? 
auch  s'<s, ,  so  dass  die  Bewegung  hinter  dem  VerdichtuugastoBse 
nach  den  Differentialgleichungen  erfolgen  kann. 

Der  andere  Fall,  wenn  pi<p£,  ist  offenbar  von  diesem  niclit 
wesentlich  verschieden. 
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7. 

Um  das  Bisherige  durch  ein  einfaches  Beispiel  zu  erläubern,  wo 
sich  die  Bewegung  mit  den  bis  jetzt  gewonnenen  Mitteln  bestimmen 
lässt,  wollen  wir  annehmen,  dass  Druck  und  Dichtigkeit  von  einander 
nach  dem  Boyle'schen  Gesetz  abhängen  und  anfangs  Dichtigkeit  und 
Geschwindigkeit  sich  bei  a:  =  0  sprungweise  ändern,  aber  zu  beiden 
Seiten  dieser  Stelle  constaut  sind. 

Es  sind  dann  nach  dem  Obigen  vier  Falle  zu  unterscheiden. 

I.  Wenn  M,  — 1(^  >  0,  also  die  beiden  Gasmassen  sich  einander 
entgegen  bewegen  and  i— ^1  >-  ' ,  so  bilden  sich  zwei  ent- 


;  laufende  Verdichtungsstösse.     Nach  Art.  6  (1)  ist,  wenn 
l/-    durch  et  und  durch  Ö  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 


■i-'+i) 


bezeichnet  wird,  die  Dichtigkeit  zwischen  den  Verd ichtun gsstössen 
p' =  &&Vq,Qs,  und  nach  Art.  5  (1)  hat  man  für  den  vorwärtslaufen- 
den Verdiehtungsstoss 


für  den  rückwärtslaufenden 


die  Werthe  der  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit  sind  also  nach  Ver- 
lauf der  Zeit  t,  wenn 

n  und  Q,  für  ein  kleineres  x  %  und  Q^^  und  für  ein  grösseres  m^  und  q^  . 
II.   Wenn  Mj  —  m^  <  0,  folglich  die  Gasmassen  sich  aus  einander 
bewegen,  und  zugleich 

("■^■-^■r>0«^::)'. 

so  gehen  von  der  Grenze  nach  entgegengesetzten  Richtungen  zwei  all- 
mählich breiter  werdende  Verdünnungsw eilen  aus.  Nach  Art.  4  ist 
zwischen  ihnen  )■  ^  i\,  s  <=  s^,  M  ==  r,  ■ —  s^.  In  der  vorwärtslaufenden 
ist  s  ^  Sj  und  x  —  {u  -\-  a)t  eine  Function  von  r,  deren  Werth,  aus 
den  Änfangswerthen  ( =  0,  a:  =  0,  sich  =  0  findet;  für  die  rüekwärts- 
laiifende  dagegen  hat  man  r  =  i\  und  x  —  (m  —  a)  ( ^  0.  Die  eine 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  m  und  p  ist  also,  wenn 
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für  kleinere  Wertlie  von  x  r  ==  r^  und  fflr  grössere  r  =  »gj  die  andere 
Gleicliuni^  ist,  wenn 

(((i  ~  d)t  <x  <{r^  —  s.^  —  a)t,     «  =  «  +  ^ , 
für  ein  kleineres  a;  s  =  s,  nnd  für  ein  grösseres  s  ^  s^- 

ni.  Wenn  keiner  dieser  beiden  Fälle  stattfindet  und  gj  >  p^,  so 
entsteht  eine  rückwärtslaufende  Verdünnungswelle  und  ein  vorwärts- 
schreiteader  Verdicbtungsstoss.  Für  letzteren  findet  sich  aus  Art.  5  (3), 
wenn  0  die  Wurzel  der  Gleichung 

^fc^  =  2  löge  +  e  —  I 
hezeichnet,  q  =  eep^  und  aus  Art,  5  (1) 

g  =  .,  +  ,e  =  .-  +  f. 

Niich  Verlauf  der  Zeit  t  ist  demnach  vor  dem  Verdi chtungsstos sc,  also 
wenn  x>  {v^-\-  rtö) t,  u  =  u^,  p  =  q^,  hinter  dem  Verdi ch tun gsstosse 
aber  hat  man  ^  =  r^  und  ausserdem,  wenn 

{li,-  a)i<x<{%i  -  a)i,     u  =  a-{--^, 
für  ein  kleineres  x  m  =  «^  und  für  ein  grösseres  u  =  u'. 

IV.  Wenn  endlich  die  beiden  ersten  Fälle  nicht  stattfinden  und 
(»i<Pa,so  ist  der  Verlauf  ganz  wie  in  III.,  nur  der  Richtung  nach 
entgegengesetzt. 

8. 
Um    unsere   Aufgabe   allgemein   zu  lösen,  rauss   nach  Art.  3  Jie 
Function  w  so  bestimmt  werden,  dass  sie  der  Differential  gl  ei  ehung 

^^>  dros        ^\dr  ^  dsl        ^ 

und  den  Anfangsbedingungen  genügt. 

Schliessen  wir  den  Fall  aus,  dass  Unstetigkeiten  eintreten,  so  sind 
offenbar  nach  Art.  1  Ort  und  Zeit  oder  die  Werthe  von  x  und  t,  für 
welche  ein  bestimmter  Werth  /  von  r  mit  einem  bestimmten  Werthe 
s  von  s  zusammentrifft,  vÖlüg  bestimmt,  wenn  die  Anfangswerthe 
von  r  und  s  für  die  Strecke  zwischen  den  beiden  Wertben  r  von  r 
und  /  von  s  gegeben  sind  und  überall  in  dem  Grössengebiet  (Ä), 
welches  für  jeden  Werth  von  t  die  zwischen  den  beiden  Wertben,  wo 
r  ^T  und  s  =  /,  liegenden  Werthe  von  x  umfasst,  die  Differential- 
gleichungen (3)  des  Art.  1  erfüllt  sind.     Es  ist  also  auch  der  Werth 
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von   IV   für  r  =  r,  s  =  a'   völlig  bestimmt,   wenn  w  Oberall  in  dem 
Grösaengebiet  {ß)   der  Differentialgleichung  (1)    genügt   unii   für  die 

Anfängswerthe  von  r  und  s  die  Werfche  von  i^  und  ~,  also,  bis  auf 
°  er  es'  ' 

eine  additive  Constante,  auch  von  iv  gegeben  sind  und  diese  Oonstante 

beliebig  gewählt  worden  ist.     Denn  diese  Bedingungen   sind  mit  den 

obigen   gleichbedeutend.     Auch  folgt  aus  Art.  3  noch,   dass  -^  zwar 

zu  beiden  Seiten  eines  Werthes  /'  von  r,  wenn  dieser  Werth  in  einer 

endlichen  Strecke  stattfindet,  verschiedene  Werthe  annimmt,  sich  aber 

allenthalben  stetig  mit  s  ändert;   ebenso  ändert  sich  -s-   mit  r,    die 

Function  w  selbst  aber  sowohl  mit  r,  als  mit  s  allenthalben  stetig. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  nun  an  die  Lösung  un- 
serer Aufgabe  gehen,  an  die  Bestimmung  des  Werthes  von  w  für  zwei 
beliebige  Werthe,  r   und  s',  von  r  und  s. 

Zur  Veran schaulich ung  denke  man  sich  x  und  t  als  Abscisse  und 
Ordinate  eines  Punkts  in  einer  Ebene  und  in  dieser  Ebene  die  Curven 
gezogen,  wo  r  und  wo  s  constante  Werthe  hat.  Von  diesen  Curven 
mögen  die  ersteren  durch  (r),  die  letzteren  durch  (s)  bezeichnet  und 
in  ihnen  die  Richtung,  in  welcher  t  wächst,  als  die  positive  betrachtet 
werden.  Das  Grössengebiet  {S)  wird  dann  repräsentirt  durch  ein  Stück 
der  Ebene,  welches  begrenzt  ist  durch  die  Curve  (/),  die  Curve  (s') 
und  das  zwischen  beiden  liegende  Stück  der  Abscissenase,  und  es 
handelt  sich  darum,  den  Werth  von  w  in  dem  Durch  sehn  ittspunkte 
der  beiden  ersteren  aus  den  in  letzterer  Linie  gegebenen  Werthen  zu 
bestimmen.  Wir  wollen  die  Aufgabe  noch  etwas  verallgemeinem  und 
annehmen,  dass  das  Grössengebiet  (5),  statt  durch  diese  letztere  Linie, 
durch  eine  beliebige  Curve  c  begrenzt  werde,  welche  keine  der  Curven 
{r)  und  (s)  mehr  als  einmal  schneidet,  und  dass  für  die  dieser  Curve 
ungehörigen  Werthenpaare  von  r  und  s  die  Werthe  von  ,,—  und  -^ 
gegeben  seien.  Wie  sich  aus  der  Auflösung  der  Aufgabe  ergeben  wird, 
unterliegen  auch  dann  diese  Werthe  von  ^  und  ^-  nur  der  Bedingung, 
sich  stetig  mit  dem  Ort  in  der  Curve  zu  ändern,  können  aber  übrigens 
willkürlich  angenommen  werden,  während  diese  Werthe  nicht  von 
einander  unabhängig  sein  würden,  wenn  die  Cuiwe  e  eine  der  Curven 
((■)  oder  (s)  mehr  als  einmal  schnitte. 

Um  Functionen  zu  bestimmen,  welche  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen und  linearen  Grenzbedingungen  genügen  sollen,  kann  man 
ein  ganz  ähnliches  Verfahren  anwenden,  wie  wenn  man  zur  Auflösung 
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eines  Systems  von  linearen  Gleichungen  sämmÜiclie  Gleichungen,  mit 
unbestimmten  Faetoren  multiplicirt,  addirt  und  diese  Factoren  dann  so 
bestimmt,  dass  ans  der  Summe  alle  unbekannten  Grössen  bis  auf  eine 
herausfallen. 

Mau  denke  sich  das  Stück  (S)  der  Ebene  durch  die  Curven  (r) 
und  (s)  in  unendlich  kleine  Parallelogramme  zerschnitten  und  bezeichne 
durch  dr  und  ds  die  Aenderungen,  welche  die  Grössen  r  und  s  er- 
leiden, wenn  die  Curvenelemente,  welche  die  Seiten  dieser  Parallelo- 
gramme bilden,  in  positiver  Eiehtuog  durchlaufen  werden;  man  bezeichne 
ferner  durch  v  eine  beliebige  Function  von  r  und  s,  welche  allenthalben 
stetig  ist  und  stetige  Derivirten  hat.  In  Folge  der  Gleichung  (1)  hat 
man  dann 

(^)        »-/"(S-^Sf  +  s))*'*^ 

über  das  ganze  GrÖssengebiet  (S)  ausgedehnt.  Es  muss  nun  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichung  nach  den  Unbekannten  geordnet,  d.  h,  hier,  das 
Integral  durch  partielle  Integration  so  umgeformt  werden,  dass  es 
ausser  bekannten  Grössen  nur  die  gesuchte  Function,  nicht  ihre  Deri- 
virten enthält.  Bei  Ausführung  dieser  Operation  geht  das  Integral 
zunächst  ober  in  das  über  (S)  ausgedehnte  Integral 


und  ein  einfaches  Integral,  welches  sich,  weil  sich  -„—  mit  s,  ^-  mit 
r  und  i€  mit  beiden  Grössen  stetig  ändert,  nur  über  die  Begrenzung 
von  iß)  erstrecken  wird.  Bedeuten  dr  und  «'s  die  Aenderungen  von 
r  und  s  in  einem  Begrenzuugs demente,  wenn  die  Begrenzung  in  der 
Itichtung  durchlaufen  wird,  welche  gegen  die  Richtung  nach  Innen 
ebenso  liegt,  wie  die  positive  Richtung  in  den  Curven  (r)  gegen  die 
positive  Richtung  in  den  Curven  (s),  so  ist  dies  Begrenzungsintegral 

Das  Integral  durch  die  ganze  Begrenzung  von  5*  ist  gleich  der 
Summe  der  IntegraJe  durch  die  Curven  c,  (s'),  (/),  welche  diese  Be- 
grenzung bilden,  also,  wenn  ihre  Durchschnittsp unkte  durch  (c,  r), 
(c,  s'),  (r,  s'}  bezeichnet  werden, 


=I+M 


Von  diesen  drei  Bestandtheilen  enthält  der  erste  ausser  der  Function  v 
nur  bekannte  Grössen,  der  zweite  enthält,  da  in  ihm  ds^O  ist,  nur 


y  Google 


172  VIII.    lieber  die  Foi'tpflanaung  ebener  Luftwellen 

die  unbekannte  Function  w  selbst,   nicht  ihre   Derivirten;   der   dritte 
Bestandtheil  aber  kann  durch  partielle  Integration  in 


(!.»>,  ,-{vw).,,+jw  (2  +  ».»). 


verwandelt  werden,  so  dass  in  ihm  ebenfalls  nur  die  gesuchte  Function 
w  selbst  vorkommt. 

Nach  diesen  Umformungen  liefert  die  Gleichung  (2)  offenbar  den 
Wertb  der  Function  w  im  Punkte  (/,  s'),  durch  bekannte  Grössen  aus- 
gedrückt, wenn  man  die  Function  v  den  folgenden  Bedingungen  ge- 
mäss bestimmt: 

1)  allenthalben  in  5:  5^-f^  +  ^  =  0 
'  or ÖS    '•      or      '      CS 

2)  für  r  =  r':  ~  -f  mu  =  0 


(^) 


3)  für  s  =  s':  F7  +  " 

4)  für  r  =  r,  s  =  s:  f  =  1. 


Man  hat  dann 


(4)     w,: ,  -  (»«.),,  ,■+]'{«  ß"  - 1»»)  <<s  + » (I;;  +  .«  ») .(.-) . 


Durch  das  eben  angewandte  Verfahren  wird  die  Aufgabe,  eine 
Function  w  einer  linearen  Differentialgleichung  und  linearen  Grenz- 
bedingungen gemäss  zu  bestimmen,  auf  die  Lösung  einer  ähnlichen, 
aber  viel  einfacheren  Aufgabe  für  eine  andere  Function  v  zurüek- 
geführt;  die  Bestimmung  dieser  Function  erreicht  man  meistens  am 
Leichtesten  durch  Behandlung  eines  speciellen  Falls  jener  Aufgabe 
nach  der  Fourier'schen  Methode.  Wir  müssen  uns  hier  begnügen, 
diese  Itechnung  nur  anzudeuten  und  das  Resultat  auf  anderem  Wege 
zu  beweisen.  (') 

Führt  man  in  der  Gleichung  (1)  des  vor.  Art.  für  r  und  s  als 
unabhängig  veränderliehe  Grössen  6  ^  r  ~\-  s  und  u  ^  r  ^  s  ein  und 
wählt  man  fiJr  die  Curve  c  eine  Curve,  in  welcher  6  constant  ist,  so 
lässt  sich  die  Aufgabe  nach  den  Regeln  Fourier's  behandeln,  und 
man  erhält  durch  Vergleichung  des  Resultats  mit  der  Gleichung  (4) 
des  vor.  Art.,  wenn  /  -[-  a'  =  s',  /  —  s'  =  u'  gesetzt  wird, 
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V  =  IJ  cos  (t (u  ~  u)  g-  (^,  (ö')  t,  (ff)  -  ^,  (6)  ^j  (e))  ^(t, 

woriii   ^^  (ö)   und  i/^ä  (ß)  zwei  solelie   particulare   Lösungen   der   Diffe- 
rentialgleichung ^" —  2mj{r'  +  ftfttf  =  0  bezeichne  11,  dass 


Bei  Voraussetzung  des  Poisson'schen  Gesetzes,  nach  welchem 
,  kann  man  ip^  und  ij!^  durch  bestimmte  Integrale 
ausdrücken,  so  dass  man  für  v  ein  dreifaches  Integral  erhält,  durch 
dessen  Reduction  sich  ergiebt 

"        Vr  +  s/  \S        k-1'  k-1        2  '      '         (r  +  s){r  +s')/ 

iVIan  kann  nun  die  Richtigkeit  dieses  Ausdrucks  leicht  beweisen, 
indem  man  zeigt,  dass  er  wirtlich  den  Bedingungen  (3)  des  vor,  Art. 

Setzt  man  v  =  e"         y,  so  gehen  diese  für  »/  über  in 

und  !/  =  1  sowohl  für  r  =  r,  als  für  s  =  s'.  Bei  der  Poisson'schen 
Annahme  kann  man  aber  diesen  Bedingungen  genügen,  wenn  man  an- 
nimmt,  dass  y  eine  Function  von  3  ^  —  ,-    ,    . ,  -  i    -■■•  sei.     Denn  es 

wird  dann,    wenn  man  -^  —  (-"ZTT   '^'^'^'^^  ^  bezeichnet,   m  ^  -  ,   also 

dm                            1  +  X'         , 
-j — -  mm  = -§—  und 

g'y  _  i_  /  ^y_  /i  _  i:\  _i_  '^j_\ 

Es  ist  folglich  V  =  (-1  y  und  i/  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 

(i--).Ci?~^ä;^ii+('+''>»-» 

oder  nach  der  in  meiner  Abhandlung  über  die  Gauss'sche  Reihe  ein- 
geführten Bezeichnung  eine  Function 

\o  i-\-x  n  J 
und  zwar  diejenige  particulare  Lösung,  welche  für  2^=0  gleich  1  wird. 
Nach  den  in  jener  Abhandlung  entwickelten  Transformationsprin- 
cipien  lässt  sich  y  nicht  bloss  durch  die  Functionen  P(0,  2K  +  1,  0), 
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sondern  auch  durch  die  Functionen  P(^,  0,  /l  +  0;  J^W  A  +  -^j  i  +  ^) 
ausdrücken;  man  erhält  daher  für  y  eine  grosse  Menge  von  Dar- 
stellungen durch  hypergeometrische  Reihen  und  bestimmte  Integrale, 
von  denen  wir  hier  nur  die  folgenden 

;/  =  J'(l  +  X,  —  X,  1,^)  ={l^0fF(—X,  —  X,  l,  -^-J 
=  (l_^)-i-^ir(i  +  A,  l^X,l,y-^-^) 
bemerken,  mit  denen  man  in  allen  Fällen  ausreicht. 

Um  aus  diesen  für  das  Poisson'aehe  G-esetz  gefundenen  Resultaten 
die  für  das  Bojle'sehe  geltenden  abzuleiten,  muss  man  nach  Art.  2 
die  Grössen  r,  s,  r',  s'  um  ■,  -  -:  vermindern  und  dann  /c  =^  1  werden 
lassen,  wodurch  man  erhalt  m  =  — ;:—  und 


5"  ('•-'-■■ 


-^       nln\(2d 


10. 

Wenn  man  den  im  vor.  Art,  gefundenen  Ausdruck  für  v  in  die 
Gleichung  (4)  des  Art.  8  einsetzt,  erhält  man  den  Werth  von  w  für 
)-  = )-',  s  =  s'  durch  die  Wertlie  von  w,  -k-  und  -—  in  der  Curve  c  aus- 
gedrückt; da  aber  bei  unserm  Problem  in  dieser  Curve  immer  nur  .- 
und  TT-  unmittelbar  gegeben  sind  und  w  erst  durch  eine  Quadratur  aus 
ihnen  gefunden  werden  müsste,  so  ist  es  zweckmässig,  den  Ausdruck 
für  Wr',  s'  so  umzuformen,  dass  unter  dem  Integralzeichen  nur  die  Deri- 
virten  von  w  vorkommen. 

Man  bezeichne  die  Integrale  der  Ausdrücke  —  mvds  +(,;  +  '"  *' )  <^'' 
und  {--  -\-  mv)  ds  —  mvdr,  welche  in  Folge  der  Gleichung 

vollständige  Differentiale  sind,  durch  P  und  2^  und  das  Integral  von 
Pdr  -\-  Z:ds,  welcher  Ausdruck  wegen  >.--  =  —  m«  =  -^-.  ebenfalls  ein 
vollständiges  Differential  ist,  durch  ta. 

Bestimmt  man  nun  die  Integrationsconstanten  in  diesen  Integralen 
so,  dass  (0,  777  und  t—  für  r  =  r,  5  =  s'  verschwinden,  so  genügt  ra 
den  Gleichungen  ^  +  ^^  +  1  =  f ,  ~.    =  —  mv    und   sowohl   für 
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r  ==  r',  als  für  s  ^  s  der  Gleiehang  ©  ^  0  und  ist,  beiläufig  bemerkt, 
durch  diese  Grenz bedingung  und  die  Differentialgleichung 

dr8s^^"\ar  +  ei  +  V  — "^ 
völlig  bestimmt. 

Führt  man  nun  in  dem  Ausdrucke  von  iv,--^,'  für  v  die  Function 
M  ein,  so  kann  man  ihn  durch  partielle  Integration  in 

(1)  »,,,  -  ».,,  +/((|f  +  l)  If  *  -  I:;  g  dr) 

umwandeln. 

Um  die  Bewegung  des  Gases  aus  dem  Anfangszustande  zu  be- 
stimmen, muss  man  für  c  die  Curve,  in  welcher  t^O  ist,  nehmen; 
in  dieser  Curve  hat  man  dann  ^  -  =  x,  ^r-  ^=  —  x,  und  man  erhält 
durch  abermalige  partielle  Integration 

Wr',  j'  =  iVc^r'  -\-J(o>dx  —  X  ds) , 

c,r' 

folglich  nach  Art,  3,  (4)  und  (5) 


(2) 


(«  -  (V'fp'  (c)  +  «)  t) ,, ,  _  &  +  J"|j  Äi 

[x  +  (vv(f)- «)  ty,  -  xi  -Jl"  dx. 


Diese  Gleichungen  (2)  drücken  aber  die  Bewegung  nur  aus,  so  lange 
g^u--   ,    jd\ügy-p' (e)   ,   i\,,.^j  d''w   I    (d\iigy<p' {q)        \  -.-... 

1^  +  \  .ilogg  +  V '  ""-^  -gp-  +  \  dlog,  +  V  '  '°"  ^""  ^«^- 
schieden  bleiben.  Sobald  eine  dieser  Grössen  verschwindet,  entsteht 
ein  Verdichtungsstoss,  und  die  Gleichung  (Ij  gilt  dann  nur  innerhalb 
solcher  Grösaengebiete,  welche  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite  dieses 
Verdichtungsstosses  liegen.  Die  hier  entwickelten  Principien  reichen 
dann,  wenigstens  im  Allgemeinen,  nicht  aus,  um  aus  dem  Anfangs  zu  stände 
die  Bewegung  zu  bestimmen;  wohl  aber  kann  man  mit  Hülfe  der  Gleichung 
(1)  und  der  Gleichungen,  welche  nach  Art.  5  für  den  Verdichtung sstoss 
gelten,  die  Bewegung  bestimmen,  wenn  der  Ort  des  Verdichtungsstosses 
zur  Zeit  t,  also  |  als  Function  von  l,  gegeben  ist.  Wir  wollen  indess 
dies  nicht  weiter  verfolgen  und  verzichten  auch  auf  die  Behandlung  des 
Falles,  wenn  die  Luft  durch  eine  feste  Wand  begrenzt  ist,  da  die 
Rechnung  keine  Schwierigkeiten  hat  und  eine  Vergleichung  der  Resultate 
mit  der  Erfahrung  gegenwärtig  noch  nicht  möglich  ist. 
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IS. 

Selbstanzeige  der  vorstehenden  Abhandlung. 

(Göttinget  Nachrichten,   1859,  Nr,  19.) 

Diese  Untersuchung  macht  nicht  darauf  Anspruch,  der  experimen- 
tellen Forschung  nützliche  Ergebnisse  zu  liefern;  der  Verfasser  wünscht 
sie  nur  als  einen  Beitrag  zur  Theorie  der  nicht  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  betrachtet  zu  sehen.  Wie  für  die  Integration 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  die  fruchtbarsten  Me- 
thoden nicht  durch  Entwicklung  des  allgemeinen  Begriffs  dieser  Auf- 
gabe gefunden  worden,  sondern  vielmehr  aus  der  Behandlung  specieller 
physikalischer  Probleme  hervorgegangen  sind,  so  scheint  auch  die 
Theorie  der  uichtlinearen  partiellen  Differentialgleichungen  durch  eine 
eingehende,  alle  Nebenbedingungen  berücksichtigende,  Behandlung 
specieller  physikalischer  Probleme  am  meisten  gefördert  zu  werden,  und 
in  der  That  hat  die  Lösung  der  ganz  speeielien  Aufgabe,  welche  den 
Gegenstand  dieser  Abhandlung  bildet,  neue  Methoden  und  Auffassungen 
erfordert,  und  zu  Ergebnissen  geführt,  welche  wahrscheinlich  auch  bei 
allgemeineren  Aufgaben  eine  Rolle  spielen  werden. 

Durch  die  vollständige  Lösung  'dieser  Aufgabe  dürften  die  vor 
einiger  Zeit  zwischen  den  euglischen  Mathematikern  Chaüis,  Airy  und 
Stokes  lebhaft  verhandelten  Fragen*),  soweit  dies  nicht  schon  durch 
Stokes**)  geschehen  ist,  zu  klarer  Eutscheidung  gebracht  worden  sein, 
so  wie  auch  der  Streit,  welcher  über  eine  andere  denselben  Gegenstand 
betreffende  Frage  in  der  K.  K.  Ges.  d.  W.  zu  Wien  zwischen  den  Herrn 
Petzval,  Doppler  und  A.  von  Ettinghausen***)  geführt  wurde. 

Das  einzige  empirische  Gesetz,  welches  ausser  den  allgemeinen 
Bewegungsgesetzen    bei    dieser    Untersuchung    vorausgesetzt    werden 


*)  Phil,  mag,  voll,  33,  34.  iiüd  35. 
**)  Phil.  mag.  vol.  33.  p,  349. 

ichte    <lei-    K.   K.    Ges.   d.   W.    vom    15.  Jac,   21,  Mai    \ind 
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musste,  ist  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Druck  eines  Gases  sich  mit 
der  Dichtigkeit  ändert,  wenn  es  keine  Wärme  anfniramt  oder  abgiebt. 
Die  schon  von  Poisson  gemachte,  aber  damals  auf  sehr  unsicherer 
Grundlage  ruhende  Annahme,  dass  der  Druck  bei  der  Dichtigkeit  p 
proportional  ^  sich  ändere,  wenn  k  das  Verhältniss  der  speeifischen 
Wärme  bei  constantem  Druck  zu  der  bei  constantem  Volumen  be- 
deutet, kann  jetzt  durch  die  Versuche  von  Regnault  über  die  speei- 
fischen Wärmen  der  Gase  und  ein  Princip  der  mechanischen  Wärme- 
theorie begründet  werden,  und  es  schien  nothig  diese  Begründung  des 
Poisson'schen  Gesetzes,  da  sie  noch  wenig  bekannt  ^u  sein  scheint, 
in  der  Einleitung  voranzusehicken.  Der  Werth  von  S  findet  sieh  dabei 
=^  1,4101 ,  während  die  Sehallgeschwindigkeit  bei  0"  C.  und  trockner 
Luft  nach  den  Versuchen  von  Martins  und  A.  Bravais*)  =  — t-;7^— 
sich  ergeben  und  für  k  den  Werth  1,4095  liefern  würde. 

Obwohl  die  Vergleichung  der  Ilesultate  unserer  Untersuchung  mit 
der  Erfahrung  durch  Versuche  und  Beobachtungen  grosse  Schwierig- 
keiten hat  und  gegenwärtig  kaum  ausführbar  sein  wird,  so  mögen 
diese  doch,  soweit  es  ohne  Weitläufigkeit  möglich  ist,  hier  mitgetheilt 
werden. 

Die  Abhandlung  behandelt  die  Bewegung  der  Luft  oder  eines 
Gases  nur  für  den  Fall,  wenn  anfangs  und  also  auch  in  der  Folge 
die  Bewegung  allenthalben  gleich  gerichtet  ist,  und  in  jeder  auf  ihrer 
Richtung  senkrechten  Ebene  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit  constant 
sind.  Für  den  Fall,  wo  die  anfängliche  Gleichgewichtsstörung  auf 
eine  endliche  Strecke  beschränkt  ist,  ergiebt  sich  bekanntlich  bei  der 
gewöhnlichen  Voraussetzung,  dass  die  Druckverschiedenheiten  unendlich 
kleine  Bruchtheile  des  ganzen  Drucks  sind,  das  Resultat,  dass  von  der 
erschütterten  Stelle  zwei  Wellen,  in  deren  jeder  die  Geschwindigkeit 
eine  bestimmte  Function  der  Dichtigkeit  ist,  ausgehen  und  in  entgegen- 
gesetzten Riehtungen  mit  der  bei  dieser  Voraussetzung  constanten 
Geschwindigkeit  VV~(9)  fortschreiten,  wenn  gj(p)  den  Druck  bei  der 
Dichtigkeit  p  und  q)'  (p)  die  Derivirte  dieser  Function  bezeichnet.  Etwas 
ganz  ähnliches  gilt  nun  für  diesen  Fall  auch,  wenn  die  Druckver- 
schiedenheiten endlich  sind.  Die  Steile,  wo  das  Gleichgewicht  gestört 
ist,  zerlegt  sich  ebenfalls  nach  Verlauf  einer  endliehen  Zeit  in  zwei 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  fortschreitende  Wellen,  In  diesen 
ist  die  Geschwindigkeit,  in  der  Fortpflanzungsrichtung  gemessen,  eine 
bestimmte    Function  j  Yip'  (p)  d\ogQ     der     Dichtigkeit,     wobei     die 

*)  Ann.  de  chim.  et  de  phjs.     Ser.  111,  T,  XlII,  p.  5. 
KiEMANK's  go!,™melle  nialLematiashe  WSA^.  12 
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Int egratioDscon staute  in  beiden  verschieden  seiu  kann;  in  jeder  ist  also 
mit  einem  und  demselben  Wertlie  der  Dichtigkeit  stets  derselbe  Werth 
der  Geschwindigkeit  verbunden,  und  zwar  mit  einem  grösseren  Werthe 
ein  algebraisch  grösserer  Werth  der  Geschwindigkeit.  Beide  Werthe 
rücken  mit  constanter  Geschwindigkeit  fort.  Ihre  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit im  Gase  ist  j/qa'fp),  im  Räume  aber  um  die  in  der 
Fortpflanzungariehtung  gemessene  Geschwindigkeit  des  Gases  grösser. 
Unter  der  in  der  Wirklichkeit  zutreffenden  Voraussetzung,  dass  fp  (0) 
bei  wachsendem  p  nicht  abnimmt,  rücken  daher  grössere  Dichtigkeiten 
mit  grösserer  Geschwindigkeit  fort,  und  hieraus  folgt,  dass  die  Ver- 
dünnung s  wel  len ,  d.  h.  die  Theile  der  Welle,  in  denen  die  Dichtigkeit 
in  der  Fortpflaiizungsrichtung  wächst,  der  Zeit  proportional  an  Breite 
zunehmen,  die  Verdich tun  gs wellen  aber  ebenso  an  Breite  abnehmen, 
und  schliesslich  in  Verdichtungsstösse  übergehen  müssen.  Die  Gesetze, 
welche  vor  der  Scheidung  beider  Wellen  oder  bei  einer  über  den  ganzen 
Baum  sich  erstreckenden  Gleichgewichtsstörung  gelten,  so  wie  die 
Gesetze  für  das  Fortsehreiten  von  Verdichtungsstössen ,  können  hier, 
weil  dazu  grössere  Formeln  erforderlich  wären,  nicht  angegeben  werden. 
In  akustischer  Beziehung  liefert  demnach  diese  Untersuchung  das 
Resultat,  dass  in  den  Fällen,  wo  die  Druckverschiedenheiteu  nicht  als 
unendlich  klein  betrachtet  werden  können,  eine  Aenderung  der  Form 
der  Schallwellen,  also  des  Klanges,  während  der  Fortpflanzung  eintritt. 
Eine  Prüfung  dieses  Resultats  durch  Versuche  scheint  aber  trotz  der 
Fortschritte,  weiche  in  der  Analyse  des  Klanges  in  neuester  Zeit  durch 
Helmholtz  u.  A.  gemacht  worden  sind,  sehr  schwer  zu  sein;  denn 
in  geringeren  Entfernungen  ist  eine  Aenderung  des  Klanges  nicht 
merklich,  und  bei  grösseren  Entfernungen  wird  es  schwer  sein,  die 
mannigfachen  Ursachen,  welche  den  Klang  modificiren  können,  zu 
sondern.  An  eine  Anwendung  auf  die  Meteorologie  ist  wohl  nicht  zu 
denken,  da  die  hier  untersuchten  Bewegungen  der  Luft  solche  Be- 
wegungen sind,  die  sich  mit  der  Schallgeschwindigkeit  fortpflanzen, 
die  Strömungen  in  der  Atmosphäre  aber  allem  Anschein  nach  mit  viel 
geringerer  Geschwindigkeit  fortschreiten. 


y  Google 


An  m  e  r  k]u  n  g  e  n. 

(1)  (7u  Seite  1731  Zum  le  cliteri,Q  VertttUidnHS  dieser  aelir  kurzen  Andeutmigtn 
sollen  folgbüde  Bemerkungen  dienen 

Die  durch  die  Bedingungen  1.3)  des  Act  8  definirte  Function  v  enthalt  nit-htb 
melir  -wiia  von  den  besonderen  für  die  Function  «,  geltenden  Qrenzbedingnngen 
abhangt  Kann  man  aber  untei  einer  speciellen  Voiauseetzimg  w  beBtimmen 
so  eigiebt  umgekehrt  du.  Formel  (4)  eine  ai  ch  fir  alle  indeten  Fille  gültige 
Bestimmunj;  von  w  Es  kommt  dabei  nicht  darauf  an  daas  die  ^'''''''blten 
Grenibedmgangen  TOn  w  auf  das  mechanieche  Problem  passen  man  kann  vi 
tmi  Be  ne  leiden  DifPe  entialq^uoiieoten  auf  der  Curve  c  beliebig  wahkn 

\V  r  nehmen   also  für  c   eine  Cmve     in    der  a  einen  constanten  W  erth  I  at 

und  nehmen  auf  dieser  Linie  !(.  =  0  aber  gleich  einer  beliebigen  Function 

Die  Differentialgleichung  (1)  des  Art,  8  wird  nun  durch  Eiuföiirung  von  u 
und  a  in  folgende  transformirt: 

uod  ergiebt  als  particulare  Lösungen 

1/1  cos  (IM,        iffsinfiM, 
■wenn  (1  ein  willkürliclier  Parameter  ist,   und  tp  als  Function  Ton  a  durcli  die 
Diif ere  ntialgleichung 
W  j^  -  im  jj +  ,-,-« 

bestimmt  wird.     Sind  ifi,   und  ifr^  Kwei  particulare  Losungen  dieser  Gleicliung, 
so  ist  nach  einem  bekannten  Sat^ 


und    da   (nack   Art.  2)   2  m  = 

1  j^j  ,  ifij  so  bestimmen,  dass 

d%  dJp,        da 

wie  im  Text  verfangt  wird. 

Bezeichnen  wir  den  constanten  Werth,  den  a  auf  der  Linie  c  hat,  ohne  Iudex, 
mit  b'  einen  beliebigen  Werth  von  e,  so  erhalteo  wir  ein  für  g'^g  der 
Orenzbedingung  w  ^  0  genügendes  v>  in  dem  Ausdruck 

(4)        Wo;„^l    f{Ä<>os,iu  +  Bsmiiu)i>p,{o')>p,{<<)^%{«-)%(a))d!t, 


(3) 


■«J- 
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wenn  A,  J5  willkärliche  Functionen  von  fi  sind,    DifFerentiirt  man  nach  c'  und 
setzt  dann  (;'■=  o,  so  folgt 

Nun  ist  nacli  dem  Fourier'schen  Lehrsatz,  wenn  ^(m)  eine  willkürliche  Function 
von  M  ist, 


1  erhält  also 


+  2!.i.K--iJH»S~'i"— ■)■ 


Setzt  man  dies  in  (4)  ein,  ao  erliält 

Nun  giebt  die  Formel  (4}  des  Art.  8  unter  den  gegenwärtigen  Voraussetzungen 

Nimmt  man,  was  freisteht,  —  nur  in  einer  innerhalb  des  Intervalles  u  —  c  +  e' 
und  «'-+-  a  ^  o  gelegenen  Strecke  von  0  verschieden,  ausserhalb  dieser  Strecke 
=  0  an,  so  ergiebt  die  Vergleichung  von  (5)  und  (6)  nnmittelbar  die  Formel 
des  Textes 


^j-=-<— .g 


(i/..C,7')V,W-¥',(OV,  (1))!^^. 


Die  Differentialgleichung   (2)    wird   unter    Vürausaetzang  des  Poisson'schen 
Gesetzes 


V2       h-~ 


^-+fi=i/,  =  0. 


Integrirt   man   sie  durch  Potenzreihen,   so  erhält  man  zwei  parliculai'e  Inte- 
grale in  der  Form 

wenn    mau    n    das    eine   Mal    von    Null,    das   andere   Mal   von   1  —  ,     -  -    in 

'  k—  1 

Stufen  von  einer  Einheit  ins  unendliche  wachsen  lääst. 
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Anniorkangen.  löl 

Durch  Anwendung  der  Formel 

kann  man  diese  Keifaen  suniniiren  und  erhält  unter  Weglasaung  des  Factors 
~ — :  für  die  beiden  particularen  Integrale 

worin  diP  Integrationpn  inf  com|  Icftem  Wege  von  —  Co  nach  —  oo  um  den 
Nullpunkt  herum  zu  nehmen  iind.  Diese  Formeln  finden  aicli  wenigstens  an- 
gedeutet in  EiPmami  'j  Pajiieren 
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Ein  Beitrag  zu  den  Untersuchungen  über  die  Bewegung  eines 
flüssigen  gleichartigen  EUipsoides. 

(Alis    ilom    iieunteu   Bande    der  Abhandjungen    der  Königliclieii   Groscllschaft   der 
Wisse nscbaften  zu  Göttingen.    1861.) 

Für  die  Untersuchungen  über  die  Bewegung  eines  gleichartigen 
flüssigen  EUipsoides,  dessen  Elemente  sich  nach  dem  Gesetze  der 
Schwere  anziehen,  hat  Diriehlet  durch  seine  letzte  von  Dedekind 
herausgegebene  Arbeit  auf  überraschende  Weise  eine  neue  Bahn  ge- 
brochen, ^  Die  Verfolgung  dieser  schonen  Entdeckung  hat  für  den 
Mathematiker  ihren  besondern  Reiz,  ganz  abgesehen  von  der  Frage 
nach  den  Gründen  der  Gestalt  der  Himmelskörper,  durch  welche  diese 
Untersuchungen  veranlasst  worden  sind.  Diriehlet  selbst  hat  die 
Losung  der  von  ihm  behandelten  Aufgabe  nur  in  den  einfachsten 
Fällen  vollständig  durchgeführt.  Für  die  weitere  Ausführung  der  Unter- 
auchung  ist  es  zweckmässig,  den  Differentialgleichungen  für  die  Be- 
wegung der  flüssigen  Masse  eine  von  dem  gewählten  Anfangszeit- 
punkte  unabhängige  Form  zu  geben,  was  z.  B.  dadurch  geschehen  kann, 
dass  man  die  Gesetze  aufsucht,  nach  weichen  die  Grösse  der  Haupt- 
axen  des  EUipsoides  und  die  relative  Bewegung  der  flüssigen  Masse 
gegen  dieselben  sich  ändert.  Indem  wir  hier  die  Aufgabe  in  dieser 
Weise  behandeln,  werden  wir  zwar  die  Dirichlet'ache  Abhandlung 
voraussetzen,  müssen  aber  dabei  zur  Vermeidung  von  Irrungen  gleich 
bevorworten,  dass  es  nicht  möglich  gewesen  ist,  die  dort  gebrauchten 
Zeichen  unverändert  beizubehalten. 

1. 
Wir  bezeichnen  durch  a,  b,  c  die  Hauptaxen  des  EUipsoides  zur 
Zeit  t,  ferner  durch  x,  y,  s  die  Coordinaten  eines  Elements  der  flüssigen 
Masse  znr  Zeit  (  und  die  Anfangswerthe  dieser  Grössen  durch  Än- 
hängung  des  Index  0  und  nehmen  an,  dass  für  die  Anfangszeit  die 
Hauptaxen   des   EUipsoides   mit  den  Coordinatenaxen  zusammenfallen. 
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X.    Ein  Beitrag  all  den  Uctereuchungeij  über  dio  Bewegung  etc.  183 

Den  Ausgangspunkt  für  die  Untersuchung  Dirichlet's  bildet 
bekanntlich  die  Bemerkung,  dass  man  den  Differentialgleichungen  für 
die  Bewegung  der  Flüssigkeitstheile  genügen  kann,  wenn  man  die 
Coordinaten  x,  y,  s  linearen  Ausdrücken  von  ihren  Anfangswerthen 
gleichsetzt,  in  denen  die  Coefficienten  blosse  Functionen  der  Zeit  sind. 
Diese  Ausdrücke  setzen  wir  in  die  Form 

x  =  l  —  -\-  m   1-+«*  - 

(1)  j_r">+»!-|  +  «' J 

Bezeichnet  man  nun  durch  ?,  i],  t,  die  Coordinaten  des  Punktes  {x,  y,  s) 
in  Bezug  auf  ein  bewegliches  Coordinaten  System,  dessen  Axen  in  jedem 
Augenblicke   mit  den  Hauptaxen   des   Ellipsoides   zusammenfallen,    so 
sind  bekanntlich  |,  tj,  ^  gleich  linearen  Ausdrücken  von  x,  y,  a 
i  =  ax   ^^y   +yB 

(2)  t;  =  a'a;  +  ß'y  +  y'z 
i^fc'x+fy+y's, 

worin  die  Coefficienten  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  Äxen 
des  einen  Systems  mit  den  Axen  des  andern  bilden,  a  =  cos  |^, 
ß  ^=  C0B%y  etc.,  und  zwischen  diesen  Coefficienten  finden  sechs  Be- 
dingungsgleichungen statt,  welche  sich  daraus  herleiten  lassen,  dass 
durch  die  Substitution  dieser  Ausdrücke 

e  +  *f  +  £'^  =  ^'  +  f  +  s' 
werden  muss. 

Da  die  Oberüäche  stets  von  denselben  Flüssigkeitstheilchen  ge- 
bildet wird,  HO  muss 

i!  _i.  ".'  4-  1!  =  V    ,    ?//    ,    V 
„j  -f-  ö"^   ^  c'        a^^    '^  h„^  ^  e„' 

sein;  setzt  man  also 

(3)  l--<?:  +  c:  !  +  ''.■  5 

j~<l:  +  ß:"i:  +  y:'i. 

d.  h.  bezeichnet  man  in  den  Ausdrücken  von  -  ,  -r,  —  durch  --,-,-,   — , 
a'  b  '  c  a„ '   (■„ '  Co  ' 

welche  man  durch  Einsetzung  der  Werthe  (1)  in  die  Gleichungen  (2) 
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erhält,  die  Coefficienten  durch  a,  ß^,  . .  .,  y",  so  bilden  diese  Grössen 
K^ ,  ß_,  .. .,  f"  ehenf alis  die  Coefficienten  einer  orthogonalen Coordinaten- 
tranaformation:  sie  können  betrachtet  werden  als  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  die  Äxen  eines  beweglichen  Coordinatensystems  der 
|_,  Y}_,  %_  mit  ^en  Äxen  des  festen  Coordinatensystems  der  x,  y,  z 
bilden.  Drückt  man  die  Grössen  x,  y,  g  mit  Hülfe  der  Gleichungen 
(2)  und  (3)  in  -^ ,   1^ ,  —  aus,  so  ergiebt  sich 

/   =<.««+&«'«;+ c«"<' 

n   =  ««)',  +  hay'^-\-  ca'y" 

l'  =aß(c^-\-hß'cc;-\-cß'-c^;- 

(4)  m   =^aßß_~\-bß'ß;+cß"ß" 

n  =  aßy_-\-  bß'y^'-}-  cß"y" 

r  =  t(j'«^+  hy  a^ -\~  cy" a'' 
,n'^ayß_-\-hyß;-\-cy'ß:' 
n"=  ayy,-\-  ly'y',-\-  cy'y"  . 

Wir  können  daher  die  Lage  der  Flüssigkeitstheilchen  oder  die  Werthe 
der  Grössen  l,  m,  . .  ,,  n"  zur  Zeit  t  als  abhängig  betrachten  von  den 
Grössen  a,  h,  c  und  der  Lage  zweier  beweglichen  Coordinatensysteme 
und  können  zugleich  bemerken,  dass  durch  Vertauschung  dieser  beiden 
Coordinatensysteme  in  dem  Systeme  der  Grössen  l,  m,  n  die  Horizontal- 
reihen mit  den  Verticalreihen  vertauscht  werden,  also  l,  m',  n"  un- 
geändert  bleiben,  während  von  den  Grössen  in  und  T,  n  und  T',  «' 
und  m"  jede  in  die  andere  übergeht.  Es  wird  nun  unser  nächstes 
Geschäft  sein,  die  Ditferentialgleiehungen  für  die  Veränderungen  der 
Hauptaxen  und  die  Bewegung  dieser  beiden  Coordinatensysteme  aus 
den  in  der  Dirichlet'schen  Abhandlung  (§.  1,  1)  angegebenen  Grund- 
gleichungen für  die  Bewegung  der  Müssigkeitstheilcbeu  abzuleiten. 

2. 
Offenbar  ist  es  erlaubt,  in  jenen  Gleichungen  statt  der  Derivirten 
nach  den  Anfangswerthen  der  Grossen  x,  y,  0,  welche  dort  durch 
a,  h,  c  bezeichnet  sind,  die  Derivirten  nach  den  Grössen  |,  1/,  t,  zu 
setzen;  denn  die  hierdurch  gebildeten  Gleichungen  lassen  sieh  als  Aggre- 
gate von  jenen  darstellen  und  umgekehrt.  Wir  erhalten  dadurch,  weim 
wir  für  tttt,    rL    ,  ■■•,  -^rz  ihre  Werthe  einsetzen, 
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de  '  +  w  f  +  we  ^'  -•dJ-Ji, 


<."  + 


SV 
•Tf- 


worin  V  das  Potential,  P  den  Druck  im  Punkte  x,  y,  s  zur  Zeit  t  und 
£  die  Constaiite  bezeichnet,  welche  die  Anziehung  zwischen  zwei  Massen- 
einheiten in  der  Entfern ungaeinh  ei t  ausdrückt. 

Es  handelt  sich  nun  zunächst  darum,  die  Grossen  links  vom  Gleich- 
heitszeichen in  die  Form  linearer  Functionen  von  den  Grössen  %,  tj,  % 
zu  setzen,  wozu  einige  Vorbereitungen  nÖthig  sind. 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (2)  erhält  man,  wenn  man 
zur  Abkürzung 

Tt"  +/tl'  +  s,r  -t 


(2)  ^»•  + 


!?«•  j-  ?f. 


rg  da         ,     de         ,     dv        I    f.. 

Si~lH''  +  liT'J+  di'  +  i 

dv  da  ,     dB'         1     dy'         ,       , 

81-«-'»  +  -«  »  +  iir^  +  i 
dl      dt  "^  +  dl  1  +  dt  '  +  ^ 

und  wpnn  njan  hierm  X,  y,  s  wieder  durch  |,  7),  g  aiiadriickt 

S  =  {f«  +  f"  +  #^)i  +  (^"-+f '^■+^/)'< 
+  e-""+f -""+¥/')?  +  ?■. 

Nun    gioht    aber   die   Diflercutiation    der   bekannten   Gleichungen 
ft'+  /3^  +  5-^  =  1^  ß«'^-^^'^  j,j,'  =  0,   etc. 
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dt    "    ^    di   P    ^    dt    '  \dt  '     dt    '^   ^    dt   ^  I 

-ii "  ^  Tt  ^  +  M  y  - -\-ü "  ^ Tt  ^  +  Tt  y ) 

und   ea   wird  folglieh,   wenn   man  diese  letzteren  drei   Grössen   durch 
2»,  q,  r  bezeichnet, 

W  V-      rS  +  ll  — j>£ 

Durch     ein    ganz    ähnliches    Verfahren    ergiebt    sieh    aus    den    Glei- 
chungen (2) 


df- 


«   +  ;r('  ^   +  ^  I"   ^        "^f        '"^  +  '-'^ 


und  aus  den  Gleichungen  Art.  1,  (3),  wenn  p,,  q^,  r  die  Grössen  be- 
zeichnen, welche  von  den  Functionen  «^,  ß^,  . ,  .,  y"  ebenso  abhängen, 
wie  die  Grössen  p,  q,  r  von  den  Functionen  «.  ß,  . .  .,  y" 


(6)  -±_„i- 


die  Wertlie  >- ,   -   ,  ^     aus  (6)  iu  (4)  ein,   so  erliült  mau 
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iibür  die  Bewegung-  eines  flüssigeB  gleichartigen  EUipsoidtis.  187 

r-K -<.?)! +  (Sj>-eA)f  +  Sf 

Was  die  geometriscbe  Bedeutung  dieser  Grössen  betrifft,  so  sind,  wie 
leicht  ersichtlich  ist,  |',  jj',  ^  die  Geschwindigkeitscomponenten  des 
Punktes  X,  y,  0  der  flüssigen  Masse  parallel  den  Axen  §, )),  g;  -^ ,  -^,  -gr 
die  ebenso  zerlegten  relativen  Geschwindigkeiten  gegen  das  Coordi- 
natensystem  der  |,  ij,  g;  ferner  in  den  Gleichungea  (1)  die  Grössen 
auf  der  linken  Seite  die  Beschleunigungen  und  die  auf  der  rechten 
die  beschleunigenden  Kräfte  parallel  diesen  Axen;  endlich  sind  p,  q,  r 
die  augenblicklichen  Rotationen  des  Coordinatenaystems  der  |,  ij,  5  nin 
seine  Axen  und  2\,  q,,  ']  haben  dieselbe  Bedeutung  für  das  Coordinaten- 
system  der  §^,  ij^,  g^. 


Wenn  man  nun  die  Werthe  der.  Grössen  |',  if,  ^  aus  (7)  in  die 
Gleichungen  (5)  substituirt  und  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (6)  die 
Derivirten  von  -,  r,  —  wieder  durch  die  Grossen  ^,  rj,  §  ausdrückt, 
80  nehmen  die  Grössen  auf  der  linken  Seite  der  Gleichungen  (1)  die 
Form  linearer  Ausdrücke  von  den  Grössen  |,  tj,  g  an.  Auf  der  rechten 
Seite  hat  V  die  Form 

.ff— ^f  —  i'V'— CS", 
worin  H,  A,  B,  G  auf  bekannte  Weise  von  den  Grössen  a,  b,  c  ab- 
hängen;  und   man   genügt   ihnen  daher,  wenn  an  der  Oberfläche  der 
Druck  den  constanten  Werth  Q  hat,  indem  man 

p-eH-»(i-s-;:-i;) 

setzt  und  die  zehn  Functionen  der  Zeit  a,  h,  c;  p,  q,  r;  j5,,  q,,  r  und 
6  so  bestimmt,  dass  die  neun  Coefficienten  der  Grössen  |,  t/,  f  auf 
beiden  Seiten  einander  gleich  werden  und  zugleich  die  aus  der  Incom- 
pressibilität  folgende  Bedingungsgleichung  abc  =  a^\c„  befriedigt  wird. 
Durch  Gleichsetaung  der  Coefficienten   von   — ,  y   in    der   ersten   und 
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Jj  +  2hrr  +  2eiq,  -  «.  (,'  +  f?  +  «»  +  sf)  =  2  J  -  2mA 

«§-»Ä  +  2S';-2S'-  +  »i.x+!'M-2«M-o. 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  die  sechs  ütrigen  durch  cyclische 
Versetzung  der  Äxen,  oder  auch  durch  beliebige  Vertauschungen,  wenn 
man  nur  dabei  beachtet,  dass  durch  Vertauschung  zweier  Äxen  nicht 
bloss  die  ihnen  entsprechenden  Grössen  vertauscht  werden,  sondern 
zugleich  die  sechs  Grössen  $,  ([,  . . .,  r,  ihr  Zeichen  ändern. 

Man  kann  diesen  Gleichungen  eine  für  die  weitere  Untersuchung 
bequemere  l^'orin  geben,  wenn  man  statt  der  Grössen  p,  _p,;  q,  q/,  r,  r^ 
ihre  halben  Summen  und  Differenzen 

_  p+p,         ^  q  +  q,  ^  L±i 


als  nnbekaimte  Functionen  einführt. 

Dadurch    wird    das   System    von  Gleichungen,    welchen   die   zehn 
unbekannten  Functionen  der  Zeit  genügen  müssen 

(ff-c)?;'  +  (a  +  c)D'^+(([  — i)w'  +  (a  +  ft)M)''-^^-|  =  £<i^--^ 

(^c-i)u'  +  (c-i-b)u'-\-ic'a)v'  +  (c^a)v''~i^  =  BcC-^^^ 
(^  -  '')  S  +  2 - -^^7'^ u~\'{h-\-o-2a)vw-\-(i-\-c  +  2a) viv'  =  0 
(i  +  c)g^  +  2^^^«'  +  (/.-c+2«)W+(6-c-2a)«'io  =  0 
{c-d)^-\-^^-^^^v  +  {c-\-a-2h)wu-\-{c-\'a-\-2b)wu^Q 

{a~bf-^^^2^-^^w  +  {a  +  l^2c)uv  +  {a  +  h  +  2c)uv'  =  (.) 

ahc  =  a^bf^c^. 

Die  Wcrthe  von  A,  B,  C  ergeben  sich  aus  dem  bekannten  Ausdrucke 
für   V 
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flQaaigeii  gleichartigen  Ellipsoides 


F_  //_  Ai'  -  Bn'  -  Gf  -  «y  ''l  ( 


-Vi 


i' 


Nach  ausgeführter  Integration  dieser  Differentialgleichungen  hat 
man  noch,  um  die  Functionen  «,  ^,  ...,  y"  zu  bestimmen,  die  all- 
gemeine Lösung  6,  9',  e"  der  Differentialgleichungen 

'«         S ->■«■- "9".      ?r --•■«+!'«"'       1?-5»-l'8' 

ZU  suchen,  -—  von  welchen,  wie  aus  Art.  2,  (3)  hervorgeht,  a,  d,  «"; 
ß,  j3',  ß"\  y,  y,  y"  die  drei  particularen  Auflösungen  sind,  die  für 
(  =  0  die  Werthe  1,  0,  0;  0,  1,  0;  0,  0,  1  annehmen,  —  und  zur  Be- 
stimmung der  Functionen  a^,  ß^,  ...,  y''  die  allgemeine  Lösung  der 
simultanen  Differentialgleichungen 


Es  fragt  sich  nun,  welche  Hülfsmittel  für  die  Integration  dieser 
Differentialgleichungen  («),  (ß),  {y)  die  allgemeinen  hydrodynamischen 
Principien  darbieten,  aus  denen  Dirichlet  sieben  Intergrale  erster  Ord- 
nung der  durch  die  Fmictionen  l,  m,.  . .,  n"  zu  erfüllenden  Differential- 
gleichungen (§.  1.  (a))  schöpfte.  Die  aus  ihnen  fliessenden  Gleichungen 
lassen  sich  mit  Hülfe  der  oben  für  |',  i?',  ^  gegebenen  Ausdrücke  leicht 
herleiten. 

Der  Sata  von  der  Erhaltung  der  Flächen  giebt 

{b  -  cfu  +  (i  -f  cfu   =  ß  =  «  /  +  ^  A"  -f-  ;,  r 

(1)  (c  -  afv  +  (e  +  afp   =/*  =  «/  +  ß'  h"  +  /  1° 

(a  ~  hfw  -\-(a  +  hfw  =  /;  =  «"/  +  ,3"/("  +  y"l^, 

worin  die  Constanten  g",  h",  h",  die  Anfangswerthe  von  g,  h,  h,  mit  den 
Constanten  S,  S',  W  in  der  Abhandlung  von  Dirichlet  überein- 
kommen; er  liefert  also  das  aus  den  sechs  letzten  Differentialgleichungen 
(a)  leicht  zu  bestätigende  Resultat,  dass  8  =  ^,  6' =  7/,  6"^^  eine 
Lösung  der  Differentialgleichungen  (ß)  ist. 

Aus  dem  Helmhol tz'schen  Prineip  der  Erhaltung  der  llotation 
folgen  die  Gleichungen 
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(b  -  cfu  -  (6  +  c'fu-  =g=a,  (,°  +  ß^  h^  +  y,  h^ 

(2)  (c  -  afv  -  (c  +  afv  =  \  =  a/  ^,"  +  /S/  Ä »  +  j-,'  Ä," 
(«  _  by^o  -  (a  +  6)^^'  =  h,  =  «;>,»  +  ^;' V  +  y/'ft ", 

in  welchen  die  Coastanten  g^',  Ji^,  Ic^  den  Grossen  BC%,  CA^,  Äli^ 
der  genau nten  Abhandlung  gleich  sind. 

Der  Satz   von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  endlich  giebt 
ein  Integral  erster  Ordnung  der  Differentialgleichungen  (a) 

|i((sr+(S"+(sr) 

W  +  (6  -  e)'u'  +  (c  —  ayv'  +(a  —  hfw' 

\+(t  +  cf,i'  +  (e  +  «)■«•'  +  (o  +  *)'»■'  I 

Aus   den  Gleichungen   (1)  und  (2)  folgen  zunächst  noch  zwei  In- 
tegrale der  Gleichungen  (a) 

(II)  g^  +  k^  +  l^  =  const.  =  &" 

(III)  ^/  +  V  +  h,^  =  const.  =  m;. 

Ferner  lassen  sieh  von  den  Gleichungen  {ß)  zwei  Integrale 

(IV)  e'  +  e'^  +  e"*  ==  const. 

(V)  <ig-\-  6'Ä+  6"?c=  const. 

angebeuj  woi^ureh  ihre  Integration  cdlgem^n  auf  eine  Quadratur  zurück- 
geführt wird,  Zur  Aufstellung  ihrer  allgemeinen  Lösung  ist  es  jedoch, 
da  sie  linear  und  homogen  sind,  nur  nothig,  noch  zwei  von  der  Lösung 
g,  h,  h  verschiedene  particulare  Lösungen  zu  suchen,  für  welchen  Zweck 
man  die  willkürlichen  Constanten  in  diesen  beiden  Integralgleichungen 
so  wählen  kann,  dass  sich  die  Rechnung  vereinfacht,  Giebt  man  beiden 
den  Werth  Null,  so  hat  man 

(3)  e'/i-f  Q"k  =  —  gQ, 

und  ferner  erhalt  man,  wenn  man  diese  Gleichung  quadrirt  und  dazu 
die  Gleichung 


■  (3)  „nd  (4) 


multiplieirt  mit  h'  +  k^ 

,  addirt 

-(6-t- 

-  9";o< 

tolglidi 

(4) 

Kk  — 

e"*- 

Durch 

Aiiflfeung   dieser  beiden  liii 

fimlefc  sich 
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-gh  +  k«., 

■e 

■e 

h''  +  k' 

-  gk  ^  h<oi 

K'  +  ft' 

über  die  Bewegung  eines  flüssigen  gleicL artigen  Ellipsoides. 

(5)  6-  . 

(6)  9". 
und  durch  Emsetzung  dieser  Werthe  in  die  erste  der  Gleichungen  (ß) 

e  rf(  "^  A"  +  ft'  "f"  li-'-\^k^'  "^^ 

(7)  löge  =  i  log(Ä^  +  h')  +  OJ»  r§^  ät  +  const. 

Aus  dieser  in  (5),  (6)  und  (7)  enthaltenen  Lösung  der  Differential- 
gleichungen (ß)  erhält  man  eine  dritte,  indem  man  für  ]/ —  1  überall 
—  y—  1  setzt,  und  es  ist  dann  leicht  aus  den  gefundeneu  drei  par- 
tioularen  Lösungen  die  Ausdrücke  für  die  Functionen  ß,  ß,  ...,  y" 
zu  bilden. 

Die  geometrische  Bedeutung  jeder  reellen  Lösung  der  Düferential- 
gieiehungeu  (|3)  besteht  darin,  dass  sie,  mit  einem  geeigneten  cou- 
stanten  Factor  multiplicirt,  die  Cosinus  der  Winkel  ausdrückt,  welche 
die  Äsen  der  |,  tj,  g  zur  Zeit  t  mit  einer  festen  Linie  machen.  Diese 
feste  Linie  wird  für  die  erste  der  drei  eben  gefundenen  Lösungen 
durch  die  Normale  auf  der  unveränderlichen  Ebene  der  ganzen  be- 
wegten Masse  gebildet,  für  den  reellen  und  den  imaginären  Bestand- 
tbeil  der  beiden  andern  durch  zwei  in  dieser  Ebene  enthaltene  und 
auf  einander  senkrechte  Linien.  Die  Cosinus  der  Winkel  zwischen  den 
Äsen  und  jener  Normalen  sind  demnach  — ,  — ,  — ;  die  Lage  der 
Axen  gegen  diese  Normale  ergiebt  sich  also  nach  Auflösung  der 
Gleichungen  («)  ohne  weitere  Integration  und  zur  vollständigen  Be- 
stimmung ihrer  Lage  genügt  eine  einzige  Quadratur,  z.  ß,  die  Integration 

(0  1  'hi'ii  ;-T  ^i>  welche   die  Drehung  der  durch   die  Normale  und  die 

Axe  der  |  gehenden  Ebene  um  die  Normale  giebt. 

Ganz  Aehnliches  gilt  von  den  Differentialgleichungen  {y).  Man 
kann  auf  demselben  Wege  aus  den  beiden  Integralen 

(VI)  6/  -f  e;'  4-  e,"'  =  const. 

(VII)  e^(/,  -H  e;/i,  -|-  e/'Ä,  =  const. 

ihre  allgemeine  Lösung  und  folglich  auch  die  Werthe  der  Grössen 
«  ,  |5^,  .  .  .,  y"  zor  Zeit  (  ableiten,  und  es  wird  dabei  nur  eine  Qua- 
dratur erforderlich  sein.    Es  ergiebt  sich  dann  schliesslich  der  Qrt  eines 
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beliebigen  Flüssigkeitstlieileliens  zur  Zeit  t  aus  den  oben  (Art.  1,  (1) 
und  (4))  für  die  Grössen  x,  y,  0  und  die  Functionen  l,m,  . . .,  n"  ge- 
gebenen Ausdrücken, 


Wir  wollen  uns  jetzt  Recbenschaft  darüber  geben,  was  durch  die 
ZurÜckfOlimng  der  Differentialgleichungen  zwischen  den  Functionen 
l,  m,  . . .,  n"  (der  Differentialgleichungen  (aj  §.  1  bei  Dirichlet)  auf 
unsere  Differentialgleichungen  für  das  Geschäft  der  Integration  ge- 
wonnen ist.  Das  System  der  Differentialgleichungen  (a)  ist  von  der 
sechszehnten  Ordnung,  und  man  kennt  von  denselben  sieben  Integrale 
erster  Ordnung,  wodurch  es  auf  ein  System  der  neunten  Ordnung 
zurückgeführt  wird.  Das  System  (k)  ist  nur  von  der  zehnten  Ord- 
nung, und  man  kennt  von  demselben  noch  drei  Integrale  erster 
Ordnung.  Durch  die  hier  bewirkte  Umformung  jener  Differential- 
gleichungen ist  also  die  Ordnung  des  noch  zu  integi'ir enden  Systems 
von  Differentialgleichungen  um  zwei  Einheiten  erniedrigt,  und  man 
hat  statt  dessen  nur  schliesslich  noch  zwei  Quadraturen  auszuführen. 
Diese  Umformung  leistet  also  dasselbe,  wie  die  Auffindung  von  zwei 
Integralen  erster  Ordnung. 

Wir  bemerken  indess  ausdrücklich,  dass  hierdurch  unsere  Form 
der  Differentialgleichungen  nur  für  die  Integration  und  die  wirkliche 
Bestimmung  der  Bewegung  einen  Vorzug  erhalt.  Für  die  allgemeinsten 
Untersuchungen  über  diese  Bewegung  ist  dagegen  diese  Form  der 
Differentialgleichungen  weniger  geeignet,  nicht  bloss,  weil  ihre  Her- 
leitung weniger  einfach  ist,  sondern  auch  deshalb,  weil  der  Fall  der 
Gleichheit  zweier  Äxen  eine  besondere  Betrachtung  erfordert.  Bei 
Gleichheit  zweier  Axen  tritt  nämlich  der  besondere  Umstand  ein,  dass 
die  ihnen  zu  gebende  Lage  durch  die  Gestalt  der  flüssigen  Masse  nicht 
völlig  bestimmt  istj  sie  hangt  dann  im  Allgemeinen  auch  von  der 
augenblicklichen  Bewegung  ab  und  bleibt  nur  dann  willkürlich,  wenn 
diese  Bewegung  so  beschaffen  ist,  dass  die  Axen  fortwährend  einander 
gleich  bleiben.  Die  Untersuchung  dieses  Falles  ist  zwar  immer  leicht 
und  bedarf  daher  keiner  weiteren  Ausführung,  kann  aber  in  speciellen 
Fällen  noch  wieder  besondere  Formen  annehmen,  und  die  allgemeinen 
Untersuchungen,  wie  z,  B.  der  allgemeine  Nachweis  der  Möglichkeit 
der  Bewegung  (§.  2  bei  Dirichlet),  würden  daher  wegen  der  Menge 
von  besonders  zu  behandelnden  Fällen  ziemlich  weitläufig  werden. 

Ehe  wir  zur  Behandlung  von  speciellen  Fällen  schreiten,  in  wel- 
chen sich  die  Differentialgleichungen  («)  integriren  lassen,  ist  es  zweck- 
mässig, zu  bemerken,  dass  in  einer  Lösung  dieser  Differentialgleichungen, 
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wie  unmittelbar  aus  der  Form  dieser  Gleichungen  hervorgeht,  jede 
Zeichenänderung  der  Functionen  u,v,  ...,w'  zulässig  ist,  bei  welcher 
tivw,  uv'w',  u'vw,  u'v'w  ungeändert  bleiben.  Es  können  also  erstens 
die  Zeichen  der  Fimctionen  u,  v,  w  gleichzeitig  geändert  werden, 
und  dadurch  werden  die  Grössen  a,  ß,  , .  ■ ,  y"  mit  den  Grössen 
'^,1  ß,!  •■■}  y'i  ^^^o  ^^  "^^"i  System  der  Grossen  l,  m,  ...,  n"  die 
Hoi-izontal reihen  mit  den  Vertieal reihen  vertauscht.  Zweitens  können 
gleichzeitig  zwei  der  Grösseupaare  u,  u;  v,  v  ;  w,  w  mit  den  entgegen- 
gesetzten Zeichen  versehen  werden,  und  diese  Aenderung  lässt  sich 
auf  eine  Aenderung  in  dem  Zeichen  einer  Coordinatenaxe  zurückfiihreD, 
wobei  die  Bewegung  in  eine  ihr  symmetrisch  gleiche  übergeht.  In 
dieser  Bemerkung  ist  der  von  Dedekind  gefundene  Reeiprocitätssatz 
enthalten. 


Wir  wollen  nun  den  Fall  untersuchen,  in  welchem  eins  der 
Grössenpaare  M,  u';  v,  v;  w,  w'  fortwährend  gleich  NuU  ist,  also  z.  B. 
M  =  m'  =  0;  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Voraussetzung  ist 
diese,  daas  die  Hauptaxe  stets  in  der  unveränderlichen  Ebene  der 
ganzen  bewegten  Masse  liegt  und  die  augenblickliche  Rotationsaxe 
auf  dieser  Hauptaxe  senkrecht  steht. 

Aus  den  sechs  letzten  Differentialgleichungen  («)  folgt  sogleich, 
da  SS  in  diesem  Falle  die  Grössen 

W  (e  -  dfv,  (f  +  «)'»,  (,.  -  hfw,  («  +  KfW 

constant  sind  und  die  Gleichungen 

(ö-j-e_2ffl)»>io  +(&  +  c  +  2a)»'!*'  =  0 
^^  {^  —  c^2a)vw-\-{b  —  c  —  ^a)'o'w  =0 

statthaden  müssen. 

Bei  der  weiteren  Untersuchung  ist  zu  unterscheiden,  ob  noch  ein 
zweites  der  drei  Grössenpaare  Null  ist  oder  nicht,  und  wir  können  im 
Allgemeinen  nur  noch  bemerken,  daas  in  Folge  der  Gleichungen  (ft) 
die  Grössen  }\,  h,  \,  h_  constant  sind  und  folgKch  auch  die  Winkel 
zwischen  den  Hauptaseu  und  der  unveränderlichen  Ebene  der  ganzen 
bewegten  Masse,  und  dass  dann  ferner  aus  den  Differentialgleichungen 
(ß)  und  (y)  die  Verhältnissgleichungen 

(j  ih  -.k  =p  -.q-.r 

g^ :  h_ :  k_  =  p^ :  a,  ■  ^, 

folgen,  wodurch  die  Lösungen  dieser  Gleichungen  sich  vereinfachen. 
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Erster  Fall.    Nur  ans  der  drei  Grössempaare  u,  u';  v,  v;  w,  w'  ist  ghüA  NuU. 
Wenn  weder  zugleich  v  und  v,  noch  zugleich  w  und  w/  Null  sind, 
folgt  aus  den  Gleichui^eu  (f*)  und  (v) 


-c)  (2a  +  6  -  c)  ^ 


■   const. 


woraus  sich  mit  Hinzuziehung  von 

aho  =  const. 
ergiebt,  dass  a,  h,  c  und  folglich  auch  v,v',  w,  w'  constant  sind. 


(3a  +  b  +  c)  (2«  -  b  +  c)  {ia-b-  c)  (2a  +  b  -  c) 

"(2M^  r+  c)  (2a  +  &  -  c)  =  (2a-&-c)(2a-ft  +  c)  ^      ' 
80  erhalten  wir  aus  den  drei  ersten  Differentialgleichungen  (k)  die  drei 
Gleichungen 

(3)  (Ad'  —  i'~  3c^)  S  +  (4<i^  -  3(,s  -  c^)  r  =  !^  -  -^^ 

(4)  1  ,,_       .0        . 

Um  hieraus   die  Werthe   von  S,  T  und  6   abzuleiten,   bilde   man  aus 
den  Gleichungen  (4)  die  Gleichungen 

-^  ^»^       2i'c=         2  J    A(i"  +  s)(c'  +  s)' 
und  aubstituire  diese  Werthe  in  der  Gleichung  (3) 

(4«^  -  i^  -  cO  (2'  +  S)  -  2  (6^  2'  +  c^S)  -  -~^  -  ^ , 
wodurch  man 

2)<r      __  t^   l'ds  ns  •\- ia^  -  b'' -  €■*  1     \ 

erhält,  wenn  zur  Abkürzung 

(6)  4(1*  ~  d'  (b'  +  c^)  +  &V^  =  i> 

gesetzt  wird. 
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Durch  Ei tj Setzung    des  Werthes    von   ß   in    die   Gleichungen    (4) 
findet  sich  dann 


,«  +  s. 


Es  bleibt  nun  noch  zu  untersuchen,  welchen  Bedingungen  a,  b,  c 
genügen  müsaeii,  damit  sich  aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  und  den 
Gleichungen  (2)  für  v,  v,  iv,  w   reelle  Werthe  ergeben. 

Damit  (— )  und  (  —  1  nicht  negativ  werden,  ist  es  nofchwendig 
und  hinreichend,  dass  die  Grösse 

(4a^  —  (i  +  cf)  {Aa^  -  (b  ~  cf)  ^  0 
sei.     Es  muss  also  a^  entweder  ^  f"~^)    '^'^^^  ^  (""5 — )    ^^i^- 

"Wenn  «  >  -  ,  müssen  die  Grössen  S  und  T  beide  >  0  sein, 
damit  die  Gleichungen  (2)  für  v,  v,  w,  w  reelle  Werthe  liefern.  Man 
kann  nun  aber  leicht  zeigen,  dass,  wenn  a>  ^--,  I)  und  die  beiden 
Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (7)  und  (8)  immer 
positiv  sind.     Man  hat  dazu  nur  nöthig,  D  in  die  Form  zu  setzen 

a^  {4o^  —  (&  +  cf)  +  hc  (2a*  +  ^c) 
und  das  in  \T)  enthaltene  Integral  in  die  l'orm 

•r.'J.'/'zS  ft*»'  -'')'  +  '' (■'^o'  +  »*  - '')  ~  *'«') . 

und   dann  zu  bemerken,  dass  aus  a  ^  — - —  die  folgenden  Ungleich- 
heiten fliessen:  4«*  —  (6  +  cf  ^  0,   4«^  —  c^  >  0,  ferner 

4^2  _[_  ^2  _  g.  ^  (•(,  _|_  ^i  _}_  ^3  _  ^s  _  2&  (6  +  c), 

und  folglich 

Aus   diesen  Ungleichheiten  folgt,  dass  sowohl  H,  als  das  betrachtete 


Integral  nur  positive  Bestandtheile  hat,  und  dasselbe  gilt  auch  von 
dem  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (8),  welches  aus 
diesem  durch  Yertauschung   von  &  und  c  erhalten  wird.     Lassen  wir 
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nun  a  die  Werthe  von  -„--  bis  oo  durchlaufen,  so  wird,  wenn  &>c, 
T  immer  positiv  bleiben,  S  aber  nur  so  lange  it  <  ö.  Die  Bedingungen 
für  diesen  Fall  aind  also,  wenn  &  die  grössere  der  beideü  Axen  b  und  c 
bezeichnet, 

(I)  ^-^^a<b. 

Für  die  Untersuchung  des  zweiten  Falles,  wenn  a^  .<  \^— — ]  , 
wollen  wir  annehmen,  dass  h  die  grössere  der  beiden  Axen  i  und  c 
sei,  so  daas  a  ^  ~  " .  Es  muss  dann,  damit  v,  v,  w,  lif  reell  werden, 
S  <  0  und  2"  >  0  sein.     Da  aus  den  Ungleichheiten 

hervorgeht,  dass  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (8) 
in  unserm  Falle  stets  negativ  ist,  so  wird  die  letztere  Bedingung  2'>  0 
nur  erfüllt  werden,  wenn  D  (c*  —  a^)  >  0,  also  c^  entweder  <~j7"irjr~. 
oder  ~>(^  ist.  Dieser  Fall  spaltet  sich  also  wieder  in  zwei  Fälle,  und 
diese  sind,  da  --j-,,  ~  "-  <  a^,  durch  einen  endlichen  Zwischenraum 
getrennt,  so  dass  von  einem  zum  andern  kein  stetiger  Uebergang 
stattfindet.  Da  das  Integral  in  der  Gleichung  (7),  so  lange  ^  <.c? 
ist,  wegen  der  beiden  Ungleichheiten  <? -{- s<.d^ -\- s,  ia^  —  c^-^l^>h'^ 
nur  positiv  sein  kann,  so  reduciren  sich  die  zu  erfüllenden  Bedingungen 
im  ersten  dieser  Fälle  auf  a  ^  —^  oder 

(II)  c^l  —  2auaAc^<  "'  fr^^ 
und  im  zweiten  auf 

(■")   «  <  ^  W\(Ä5  (*^^"  -  .■" .)  =s »■ 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  das  Integral  auf  der  linken  Seite  der 
letzten  Ungleichheit,  wenn  a  die  Werthe  von  0  bis  c  durchläuft, 
negativ  bleibt,  so  lange  «  <  -g  ist,  während  es  für  a  =  c  einen  posi- 
tiven Werth  annimmt;  die  genaue  Bestimmung  der  Grenzen  aber, 
innerha/E»  deren  diese  C/hg/eicAfieri!  erfäüi  isi,  öang^^,  wie  maa  slehi, 
von  der  Auflösung  einer  transeendenten  Gleichung  ab. 

In  Bezug  auf  das  Zeichen  von  6,  welches  bekanntlich  entscheidet,  ob 
die  Bewegung  ohne  äussern  Druck  möglich  ist,  können  wir  bemerken, 
dass  sich  der  oben  gefundene  Werth  dieser  Grösse  in  die  Form 
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setzen  lässt,  und  also  in  den  Fällen  I  und  UI,  wo  -D  >  0,  jedenfalls 
positiv  ist,  für  einen  negativen  Werth  von  D  aber,  wenigstens  so 
lange  dieser  Wertli  absolut  genommen  unter  einer  gewissen  Grenze 
liegt,  negativ  wird. 


Ziveiter  Fall.    Zwei  der  Grössenpaare  m,  w';  v,  v';  w,  w'  sind  gleich  Null. 

Wir  haben  nun  noch  den  Fall  zu  behandeln,  wenn  zwei  der 
Grössenpaare  ti,  u;  v,  v';  w,  w  fortwährend  Null  sind,  und  also  nur  um 
eine  Hauptaxe  eine  Botation  stattfindet. 

Wenn  ausser  u  und  u  auch  v  und  v  fortwährend  Null  sind,  so 
reduciren  sich  die  Gleichungen  (ji)  und  {v)  auf 

{a  —  hyw  =^  const,  =  t  ifl  -\-  b^w'  =  const^  ^  t' 

und  die  ersten  drei  Differentialgleichungen  («)  liefern  daher  die  Glei- 
chungen 


(»  ~bj'  +  (a  +  »)■ 

-i^  =  ""^-i 

-~i§='"^~i 

-i£5  =  "''-f 

rbunden  mit 

m 


welche 

abc  ^  Cn^n'^o 
die  Grössen  a,  b,  c  und   ff  als  Functionen  der  Zeit  bestimmen.     Das 
Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  giebt  für  diese  Differential- 
gleichungen das  Integral  erster  Ordnung 

(2)  i  (Gl)"  +Q'+  (S)")  +  sri-r,-.  +  4V  =  ""  +  "-'•  ■ 

woraus  unmittelbar  hervorgeht,  dass  wenn  r  nicht  Null  ist,  die  Haupt- 
axen  a  und  b  nie  einander  gleich  werden  können. 

Ausser  den  schon  von  Mac  Laurin  und  Dirichlet  untersuchten 
Fällen,  wenn  a^b,  lässt  noch  der  Fall,  wenn  die  Grossen  a,  b,  c 
constant  sind,  eine  Bestimmung  der  Bewegung  in  geschlossenen  Aus- 
drücken zu.  In  diesem  Falle  erhält  man  aus  (1)  durch  Elimination 
von  e  die  beiden  Gleichungen 
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•"       +       t      _-/'■"       '"■-'■)'       -K 
(6  +  a]>  ^  (»  -  .)■         h  J    A  (!."  +  !)  (»■  +  .) 

i''  T*  f  1t    1  ds        (u'  —  c^)  s  T 

worin  die  Integrale  auf  der  rechten  Seite  durch  K  und  L  bezeichnet 
werden  mögen;  sie  lassen  aicli  aucli  in  die  Form  setzen 

,.,  .,  ^'"   _  —  '_^  f'!l(        ^  +  «& ^_\ 

(.4)  io    -  j5  _|,-„y  -    2  J    A  V(«"  +  s)  (ö'  +"  s)        ab  {c'  +  s)) 

(^\  ,2—         f  ^—    i'^^  {-     -fj^--** L  '^^  ^ 

l.^J  '"  (6" -a)^         2  J    A  U«'  +  s)  (6'  +  *)"''  <'ö  (c'  +  .V  ' 

Nehmen  wir  an,  daas  6,  wie  in  den  früher  hetraehteten  Fällen, 
die  grössere  der  beiden  Axen  a  und  h  bezeichne,  so  liefern  diese  beiden 
Gleichungen  dann  und  auch  nur  dann  für  z^  und  t'^  positive  Werthe, 
wenn  K  positiv  und  abgesehen  vom  Zeichen  grösser  als  L  ist;  und 
es  ist  klar,  dass  die  erste  Bedingung  erfflUt  ist,  so  lange  c  <  i.  Der 
zweiten  Bedingung  wird  genügt,  wenn  c  =  öj,  also  L  =  0  ist,  und 
folglich  auch,  da  K  und  L  sich  mit  c  stetig  ändern,  innerhalb  eines 
endliclien  Gebiets  zu  beiden  Seiten  dieses  Werthes.  Dieses  erstreckt 
sich  aber  nicht  bis  zu  den  Werthen  h  und  0;  denn  für  c  =  6  würde 
r'^  negativ  werden,  für  ein  unendlich  kleines  c  aber  t",  da  dann 

K  ^  r ds L  ^  /•"_    ''i___ 

nnd  folglich  L>  K  wird.  Wächst  6,  während  a  und  c  endlich  bleiben, 
in's  Unendliche,  so  kann  L  nur  dann  kleiner  als  K  bleiben,  wenn 
zugleich  d^^c^  in's  Unendliche  abnimmt;  beide  Grenzen  für  c  sind 
also  dann  nur  unendlich  wenig  von  a  verschieden.  Wenn  dagegen 
h  seiner  unteren  Grenze  «  unendlich  nahe  kommt,  so  eonvergirt  die 
obere  Grenze  für  c,  wo  t'^  =  0  wird,  gegen  a,  die  untere  Grenze 
aber  gegen  einen  Werth,  für  welchen  das  Integral  auf  der  rechten 
Seite  von  (5)  versehwindet.  Zur  Bestimmung  dieses  Werthes  erhält 
mau,  wenn  man  -    ^  sin  ^  setzt,  die  Gleichung 

(_5-|-  2cos2^  +  cos4it)  (x  —  2t)  +  lOsinS^  +  2sin4i^  =  0, 
und  diese   hat  zwischen  ^  ^  0  und  ip  ^  „   nur  eine  Wurzel,  welche 
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^  =  0,303327 . . 
giebt.  i'ür  b  =  a  kann  freilieh  c  jeden  Werth  zwischen  0  und  b  an- 
nehmen, da  dann  t^  wegen  des  Factors  b  —  a  immer  Null  wird.  Man 
erhält  dann  den  von  Mae  Laurin  untersuchten  Fall,  während  sich 
fßr  M-^  =  w'^  die  beiden  von  Jac o b i  und  D e d ein n d  gefundenen 
Fälle  ergeben. 

Der   eben  behandelte  Fall  fällt  für  b  ^  n  mit  dem  Falle  (I)  des 
vorigen  Artikels  zusammen  und,  wenn 


(;/+  c  +  2-0  (!'-<■■  +  2n)        (b  +  c  -  id)  (b  -  o  ~  Sa^ 
mit  dem  Falle  (III).    Von  den  bisher  gefundenen  vier  Fällen,  in  denen 
das  flüssige  Ellipsoid  während  der  Bewegung  seine  Form  nicht  ändert, 
hängen  also  diese  drei  Fälle  stetig  unter  einander  zusammen,  während 
der  Fall  (11)  isolirt  bleibt. 

8. 

Die  Untersuchung,  ob  ausser  diesen  vier  Fällen  noch  andere  vor- 
handen sind,  in  denen  die  Hauptaxen  während  der  Bewegung  constant 
bleiben,  führt  auf  eine  ziemlich  weitläufige  Rechnung,  welche  wir  nur 
kurz  andeuten  wollen,  da  sie  nur  ein  negatives  Resultat  liefert. 

Aus  der  Voraussetzung,  dass  a,  b,  c  constant  sind,  kann  man  zu- 
nächst leicht  folgern,  dasa  ff  constant  ist,  indem  man  die  drei  ersten 
Differentialgleichungen  (n),  multiplicirt  mit  a,  i,  c,  zu  einander  addirt 
und  dann  die  Integralgleichung  I,  Art.  4,  also  den  Satz  von  der  Er- 
haltung der  lebendigen  Kraft,  benutzt. 

Durch   Differentiation   dieser    drei   Gleichungen   erhält   mau  dann 

ferner,    wenn    man    die  Werthe  von  -j^,     ,7,  .■-,  -jr  ^^^  ^^'^  sechs 
letzten  Differentialgleichungen  (a)  einsetzt,  die  drei  Gleichungen 

{b  —  c)  M  {vjv  ~  v'w)  +  (6  +  c)  11   {v'to  — tVtv)  =  0 
(1)  (c  —a)v  {wn  —  w'u)  -\-  (c -\-  d)  v  {w'u  —•  wu')  =  0 

(a  ~  b)  w  (uv  —  u'v)  -\-{a  +  b)  tif  (uv  —  uv)  =  0, 
von  denen  eine  eine  Folge  der  Übrigen  ist. 

I.  Wenn  nun  keine  von  den  sechs  Grössen  u,  li ,  ...,  iv  Null 
ist,  folgt  aus  diesen  Gleichungen  die  Gleichheit  der  folgenden  drei 
Grössenpaare,  deren  Werthe  wir  durch  2«',  2&',  2c'  bezeichnen  wollen; 

(<•  -  c)  -/  +  («  +  «)  V  -  («  ~  '')  5  +  ("  +  *)  i-  -  ^''' 
{b  -  a)  H,  +  (i  +  „)  ?■  _  (S  -  e)  J  +  ((,+  »)  ^  _  26' 
(c  -  S)  J  +  {c  +  [,)  "^  „  (c  -  o)  A  +  (»  +  a)  -^  =  2». 
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Es  ergiebt  sich  dann  a'*  —  V^  =  aP  —-  h^^  h'^  —  e'^  =  h^  —  c^,  so  tlass  wir 

aa  —  a'a  =66  —  h'b'  ^  cc  —  c'c'  =  ö 
setzen  können,  und  aus  den  drei  ersten  Differentialgleichungen  (a) 

2««' =  const.,      9;(6'=  const. ,     2qc'  ^  const./ 
wenn    wir    vv  -)-  ww,   wwf  +  mm',   mw'  +  vv     zur   Abkürzung    durch 
ff,  X,  Q  bezeichnen.  Aus  diesen  Gleichungen  und  der  aus  den  Integral- 
gleichungen II  und  in  leicht  herinileitenden  Gleichung 
(„«  _  6')  («■  -»')«  +  (4'  -  a')  (6>  -  »■)  z  +  (c>  -  «>)  (o>  -  6>)  j 
-  i  ("'  -  ",■) 
folgt,  wenn  nicht  a  >=  6  =  c,  dass  6  und  folglich  u,  n',  . . .,  w   con- 
atant   sein  müssen.     Es  ergiebt  sich  aber  leicht,   dass  dann  die  sechs 
letzten  Differentialgleichungen   (a)  nicht   erfüllt  werden   können;   und 
hierdurch  ist,  wenn  nicht  alle  drei  Äsen  einander  gleich  sind,  die  Un- 
zulässigkeit der  Annahme,  dass  u,  m',  . . . ,  tv'  sämmtlieh  von  Nul!  ver- 
schieden sind,  erwiesen. 

Die  Annahme  a  ^  6  =  c  würde  auf  den  Fall  einer  ruhenden 
Kugel  führen;  u,  v,  lo  ergeben  sich  =0,  ;*,  v,  w  aber  bleiben  ganz 
willkürlich,  was  davon  herrührt,  dass  die  Lage  der  Axen  in  jedem 
Augenblicke  willkürlich  geändert  werden  kann. 

IL  Es  bleibt  also  nur  die  Annahme  übrig,  dass  eine  der  Grössen 
M,  11,  . . . ,  w  Null  ist,  und  diese  zieht,  wie  wir  gleich  sehen  werden, 
immer  die  früher  untersuchte  Voraussetzung  nach  sieh,  dass  eins  der 
drei  Grossenpaare  u,  «';  v,  «*;  w,  w'  verschwinde. 

1.  Wenn  eine  der  Grössen  m',  v,  w,  z.  B.  u  =  0  ist,  folgen  aus 
(1)  die  Gleichungen 

{b  —  c)  uvw  =  0,       {b  —  c)  uv'w  ^  0 
und   diese  lassen  nur  eine  von  den  folgenden  Annahmen  zu:   erstens 
die  früher  untersuchte  Voraussetzung,  zweitens  6  ^  c,  drittens  w  =  0 
und    it>'  =  0    oder    v  =0    und    w  =  0,    was    nicht    wesentlich    ver- 
schieden ist. 

Wenn  h  =  c,  bleibt  u  ganz  willkürlich  und  kann  also  auch  ^  0 
gesetzt  werden,  wodurch  der  früher  untersuchte  Fall  eintritt. 

Wenn  i>  =  0  und  io'  =  0,  erhält  man  aus  den  Differentialglei- 
chungen (k) 

{p  —  c  —  2a)uv'w^(),  (c  +  n  — 26)md'm)  =  0,  {a  —  h  +  2c)uv'w  =  0, 
und,  wenn  man  die  erste  dieser  Gleichungen  zur  zweiten  addirt, 

—  (a  +  b)uv'w  =  0; 
es  musB  also  ausser  den  Grössen  u,  v,  w  noch  eine  der  Grössen  h,  v,  w 
Null  sein,  wodurch  wieder  der  früher  untersuchte  Fall  eintritt. 
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2.  Wenn  endlich  eine  der  Gfrossen  u,  v,  w,  a.  B.  ti  =  0  ist,  folgt 
aus  den  Gleichungen  (1) 

u'v'iv^Of  u'vw' =  0 
und  diese  Gleichungen  fÖliren  entweder  zu  unserer  früheren  Voraus- 
setzung, oder  zu  der  Annahme,  u  ^  v'  =  w'  '=  0,  welche  Ton  der  ehen 
untersuchten  u  =v  =  iv'  ■^0  nicht  wesentlich  verschieden  ist,  oder 
endlich  zu  der  Annahme  u^  v  =^  w  =  0.  Unter  dieser  Voraussetzung 
aber  geben  die  Differentialgleichungen  («)  v'w  ^w'u  ^  u'v  =0, 
und  es  müssen  also  noch  zwei  von  den  OrÖssen  u,  v ,  vf  Null  sein, 
was  wieder  den  früher  behandelten  Fall  liefert. 

Es  hat  sich  also  ergeben,  dass  mit  der  Beständigkeit  der  Gestalt 
nothwendig  eine  Beständigkeit  des  Bewegungszustandes  verbunden  ist 
d.  h.,  daas  allemal,  wenn  die  flüssige  Masse  fortwährend  denselben 
Körper  bildet,  auch  die  relative  Bewegung  aller  Theile  dieses  Körpers 
immerfort  dieselbe  bleibt.  Die  absolute  Bewegung  im  Räume  kann 
man  sich  in  diesem  Falle  aus  zwei  einfacheren  zusammengesetzt  denken, 
indem  man  sich'  zuerst  der  flüssigen  Masse  eine  innere  Bewegung  er- 
theilt  denkt,  bei  welcher  sich  die  Flüssigkeitstheilßhen  in  äholichen, 
parallelen  und  auf  einem  Hauptschnitte  senkrechten  Ellipsen  bewegen, 
und  dann  dem  ganzen  System  eine  gleichförmige  Rotation  um  eine  in 
diesem  Hauptschnitte  liegende  Ase.  Wenn  dieser  Hauptschnitt,  wie 
oben  angenommen,  senkrecht  zur  Hauptaxe  a  ist,  so  sind  die  Cosinus 
der  Winkel  zwischen  der  Umdrehungsaxe  und  den  Hauptaxen  0,  — ,  — 
und  die  Umdrehungszeit  ■ -  ■    ■     Ferner  sind  0,  &  -- ,  c  --    die   auf 

die  Hauptaxen  bezogenen  Coördinaten  des  Endpunkts  der  augenblick- 
lichen Rotationsaxe,  und  bei  der  Innern  Bewegung  sind  die  elliptischen 
Bahnen  der  Flüssigkeitstheilchen  der  in  diesem  Punkte  an  das  EUipsoid 
gelegten  Tangentialebene  parallel,  so  dass  ihre  Mittelpunkte  in  dieser 
Rotationsaxe  liegen.  Die  Theilehen  bewegen  sich  in  diesen  Bahnen 
so,  dass  die  nach  den  Mittelpunkten  gezogenen  Radienvectoren  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen  durchstreichen,  und  durchlaufen  sie  in 


Wir  kehren  jetzt  zurück  zur  Betrachtung  der  Bewegung  der 
flüssigen  Masse  in  dem  Falle,  wenn  u,  «';  v,  v  fortwährend  Null  sind 
und  also  nur  um  eine  Hauptaxe  eine  Rotation  stattfindet,  und  be- 
merken zunächst,  dass  sich  den  Gleichungen  (1)  Art.  7,  nach  welchen 
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sich  die  Hanptasen  in  diesem  Falle  ändern,  noch  eine  andere  a 
lichere  mechanische  Bedeutung  geben  lässt.  Man  kann  sie  nämlich 
betrachten  als  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  {a,  l,  c)  von  der  Masse  1,  der  gezwungen  ist  auf  einer  durch 
die  Gleichung  ahc  =  const.  bestimmten  Fläche  zu  bleiben  und  ¥on 
Kräften  getrieben  wird,  deren  Potentialfunction  der  Grösse 

dem  Werthe  nach   gleich   und  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzt  ist. 
Bezeichnen  wir  diese  Grösse  mit  G,  so  lassen  sich  die  Gleichungen 
für  beide  Bewegungen  in  die  Form  setzen: 

für  alle  unendhch  kleinen  Werthe  yon  Sa,  öh,  de,  welche  der  Be- 
dingung abc  =  const.  genügen;  und  der  Sata  von  der  Erhaltung  der 
mechanischen  Kraft  giebt 

i((sr+{s'+eir)+e=e„„st„ 

wonach  der  von  der  Formänderung  der  flüssigen  Masse  unabhängige 
Thei!  der  mechanischen  Kraft  =  G  ist. 

Damit  a,  h,  c  und  folglich  Form  und  Bewegungszustand  des  flüssigen 

Ellipsoids  constant  bleiben,  wenn  3--,  -,-   ,    ,/  Null  sind,  ist  es  offen- 
^  '  dt  '   dt  '   dt  ' 

bar  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Variation  erster  Ordnung 
der  Function  G  von  den  veränderlichen  Grössen  a,  i,  c,  zwischen  wel- 
chen die  Bedingung  abc  =  const,  stattfindet,  verschwinde,  was  auf  die 
Gleichungen  (3)  oder  (4)  und  (5)  des  Art.  7  führt.  Diese  Beständig- 
keit des  Bewegungszustandes  wird  aber  nur  eine  labile  sein,  wenn 
der  Wertli  der  Function  kein  Minimumwerth  ist;  es  lassen  sieh  dann 
immer  beliebig  kleine  Aenderungen  des  Zustandes  der  flüssigen  Masse 
angeben,  welche  eine  völlige  Aenderung  desselben  zur  Folge  haben. 

Die  direete  Untersuchung  der  Variation  zweiter  Ordnung  für  den 
Fall,  wenn  die  Variation  erster  Ordnung  der  B'unction  G  verschwindet, 
würde  sehr  verwickelt  werden;  es  lässt  sich  jedoch  die  Frage,  ob  die 
Function  für  diesen  Fall  einen  Minimumwerth  habe,  auf  folgendem 
Wege  entscheiden. 

Zunächst  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  Function  immer,  welche 
Werthe  auch  t^,  t"^  und  a,  b,  c  haben  mögen,  für  ein  System  von 
Werthen  der  unabhängig  veränderlichen  Grössen  ein  Minimum  haben 
müsse;  es  folgt  dies  offenbar  ans  den  drei  Umständen,  dass  erstens 
die  Function  (?  für  den  Greuzfall,  wenn  die  Axen  unendlich  klein  oder 
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uaendlicL  gross  werden,  sich  einem  Grenzwerlli  nähert,  der  nicht 
negativ  ist,  dass  zweitens  sich  immer  Wertbe  von  a,  b,  c  angeben 
lassen,  ffir  welche  G  negativ  wird  und  dass  drittens  G  nie  negativ  un- 
endlich werden  kann.  Diese  drei  Eigenschaften  der  Function  G  er- 
geben sich  aber  aus  bebannten  Eigenschaften  der  Function  JI.  Die 
Function  ff  erhält  ihren  grÖssten  Werth  in  dem  Fall,  wenn  die  flüssige 
Masse  die  Gestalt  einer  Kugel  annimmt,  nämlich  den  Werth  2319^, 
wenn  q  den  Radius  dieser  Kugel,  also  yahc  bezeichnet;  ferner  wird  H 
unendlich  klein,  wenn  eine  der  Axen  unendlich  gross  und  folglich 
wenigstens  Eine  andere  unendlich  klein  wird,  jedoch  so,  dass,  wenn  b 
in's  Unendliche  wächst,  Hh  nicht  unendlich  klein  wird,  und  folglich 
in  der  Function  G,  wenn  nicht  zugleich  a  in's  Unendliche  wächst,  der 
negative  Bestandtheil  schliesslich  immer  den  positiven  überwiegt. 

Wenn  t^  nicht  Null  ist,  muss  schon  unter  den  Werthen  von 
a,  i,  c,  welche  der  Bedingung  h'^  a  genügen,  ein  Werthensjstem  ent- 
halten sein,  für  welches  die  Function  ein  Minimum  wird;  denn  dann 
sind  die  obigen  drei  Bedingungen,  aus  welchen  die  Existenz  eines 
Minimums  folgt,  schon  für  dieses  Grössengebiet  erfüllt,  da  G  auch  für 
den  Grenzfall  a  =  h  nicht  negativ  wird. 

Man  kann  nun  ferner  untersuchen,  wie  viele  Lösungen  die  Glei- 
chungen (3)  Art.  7  zulassen,  welche  das  Verschwinden  der  Variation 
erster  Ordnung  bedingen.  Diese  Untersuchung  lässt  sich  leicht  führen, 
wenn  man  die  Werthe  der  aus  ihnen  sieh  ergebenden  Ausdrücke  für 
x^  und  t'*  auch  für  complexe  Werthe  der  Grössen  a,  h,  c  in  Betracht 
zieht.  Wir  können  jedoch  diese  Untersuchung  in  die  gegenwärtige 
Abhandlung  nicht  aufnehmen  und  müssen  uns  begnügen,  das  Resultat 
derselben  anzugeben,  dessen  wir  in  der  Folge  bedürfen. 

Wenn  t*  nicht  Null  ist,  lassen  die  Gleichungen  (3)  auf  jeder 
Seite  von  h  =  a  nur  Eine  Lijsung  zu;  die  Variation  erster  Ordnung 
verschwindet  also  auf  jeder  Seite  dieser  Gleichung  nur  für  ein  Werthen- 
system,  und  die  Function  G  muss  für  dieses  ihr  Minimum  haben, 
welches  wir  durch  G*  bezeichnen  wollen. 

Wenn  t^  Null  ist,  verschwindet  die  Variation  erster  Ordnung 
immer  für  6  =  a  und  einen  Werth  von  c,  der  für  t'^  =  0  gleich  a 
ist  und  mit  wachsendem  r'^  beständig  abnimmt.  Die  Variation  zweiter 
Ordnung  lässt  sich  für  dieses  Werthensjstem  leicht  in  die  Form  eines 
Aggregats  von  (Sa  -\-  Shf  und  (ß(i  —  Shf  setzen,  und  hierin  ist  der 
Coefficient  von  (ßa  -\-  SVf  immer  positiv,  da  die  Function,  wie  aus 
den  früheren  Untersuchungen  bekannt  ist,  unter  allen  Werthen,  die  sie 
für  h  =  a  annehmen  kann,  hier  ihren  kleinsten  Werth  hat. 
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Der  Ooefficient  von  (da  —  dhy  aber  ist 


2  J    A  V«'- 


,). 


also  nur  positiv,  wenn  -->0,303327...  und  folglich  r'^<£3ri»*. 8,64004..., 
aber  negativ,  wenn  —  diesen  Werth  überschreitet. 

Die  Function  Cr  hat  also  für  dieses  Werthensystem  nur  im  ersten 
Falle  ein  Minimum  (&*),  und  die  Untersuchung  der  Gleichungen  (3) 
zeigt,  dass  die  Variation  erster  Ordnung  dann  nur  für  dieses  Werthen- 
system verschwindet;  im  letztern  Falle  aber  hat  sie  einen  Satteiwerth; 
sie  muss  dann  nothwendig  noch  für  zwei  Werfchenäyateme  ein  Mini- 
mum (f?*)  haben,  und  aus  der  Untersuchung  der  Gleichungen  (3) 
folgt,  dass  die  Variation  erster  Ordnung  nur  noch  für  zwei  Werthen- 
systeme  verschwindet,  welche  durch  Vertauschung  von  b  und  a  aas 
einander  erhalten  werden. 

Aus  dieser  Untersuchung  ergiebt  sich  also,  dass  in  dem  schon 
seit  Mac  Laurin  bekannten  Falle  der  Rotation  eines  abgeplatteten 
Umdrehuugsellipsoids  um  seine  kleinere  Axe  die  Beständigkeit  des  Be- 
weguHgszustandes  nur  labil  ist,  sobald  das  Verhältniss  der  kleinern 
Axe  zu  den  andern  kleiner  ist  als  0,303327  . . . ;  bei  der  geringsten 
Verschiedenheit  der  beiden  andern  würde  in  diesem  Falle  die  flüssige 
Masse  Form  und  Bewegungs zustand  völlig  ändern  und  ein  fortwährendes 
Schwanken  um  den  Zustand  eintreten,  welcher  dem  Minimum  der 
Function  tr  entspricht.  Dieser  besteht  in  einer  gleichförmigen  Um- 
drehung eines  ungleichaxigen  Ellipsoids  um  seine  kleinste  Axe  ver- 
bunden mit  einer  gleichgerichteten  iuuern  Bewegung,  bei  welcher  die 
Theilchen  sieh  in  einander  ähnlichen  zur  Umdrehungsaxe  senkrechten 
Ellipsen  bewegen.  Die  Umlaufszeit  iift  dabei  der  ümdrehungszeit  gleich, 
so  dass  jedes  Theilchen  schon  nach  einer  halben  Umdrehung  des 
Ellipsoids  in  seine  Änfaugslage  zurückkehrt. 

10. 
Wenn  die  mechanische  Kraft  des  Systems, 

tte):+(s):+o:)+«.=^- 

welche  offenbar  nicht  kleiner  als  (?*  sein  bann,  negativ  ist,  so  kann 
die  Form  des  Ellipsoids  nur  innerhalb  eines  endlichen  durch  die  Un- 
gleichheit ff  <r  iß  begrenzten  Gebiets  fortwährend  schwanken. 
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Für  den  Fall,  daas  il  —  G*  als  unendlich  klein  betrachtet  werden 
kann,  können  wir  diese  Schwankungen  leicht  unterauehen. 

Denken  wir  uns  in  der  Function  G  für  c  seinen  Werth  aus  der 
Gleichung  ahc  =  «o^„Co  substituirt,  so  giebt  die  Gleichung  (1)  des 
vorigen  Artikels 

dt'        ä  dt'  ''"  Sa  '     dt'        b  dt'  '^ 'db 

Die  Werthe  von  a,  h,  c  können  nun  stets  nur  unendlich  wenig  von  den 
Werthen,  die  dem  Minimum  von  G  entsprechen,  abweichen,  und  wenn 
wir  die  Abweichungen  zur  Zeit  t  mit  da,  Si,  Sc  bezeichnen  und  die 
Glieder  höherer  Ordnung  vernachlässigen,  so  erhalten  wir  zwischen 
diesen  die  Gleichungen 

,,,  dMa         c  d'Se    ,    8'G  „       .     c'G    .,         ,. 

(1)  HF-l  -Ti-  +  ä?  *»  +  Mi,  «»  -  » 

dt'  b    dt'     '     db'  '    dach  ' 


—■  —  ^fidc  setzt  und  dann  die  Con- 
stante  (ift  so  bestimmt,  dass  Eine  eine  Folge  der  übrigen  wird.  Die 
letztere  Bedingung  für  (ly,  kommt  mit  der  Bedingung  überein,  den 
Ausdruck  zweiten  Grades  von  den  Grössen  Sa,  db 

zu  einem  Quadrat  eines  linearen  Ausdrucks  von  diesen  Grössen  zu 
machen;  und  dieser  genügen,  da  ä^G  uud  öa^  +  3b^  +  Sc^  wesentlich 
positiv  sind,  immer  zwei  positive  Werthe  von  (t{t,  welche  einander 
gleich  werden,  wenn  ä^G  und  da^  +  ^^^  +  ^^^  ^ii^h  nur  durch  einen 
Constanten  Factor  unterscheiden.  Diese  beiden  Werthe  von  fift  geben 
zwei  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (1),  bei  denen  sich  Sa,  Sl,  Sc 
einer  periodischen  Function  der  Zeit  von  der  Form  sin(ji(  +  const) 
proportional  ändern,  und  aus  denen  sich  ihre  allgemeine  Lösung  zu- 
sammensetzen las  st. 

Jede  einzeln  genommen  liefert  periodische  unendlich  kleine  Oscil- 
lationen  der  Gestalt  und  des  Bewegungszuatandes.  Hieraus  würde 
freilich  nur  folgen,  dass  es  zwei  Arten  von  Oseillationen  giebt,  welche 
sich  desto  mehr  periodischen  nähern,  je  kleiner  sie  sind;  es  ergiebt 
sich  jedoch  die  Existenz  von  endlichen  periodischen  Schwingungen  aus 
folgender  Betrachtung. 

Wenn  ß  negativ  ist,  muss  offenbar  a  einen  und  denselben  Werth 
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mehr  als  einmal  annelimen,  und  betrachten  wir  die  Bewegung  von 
dem  Augenblicke  an,   wo   a  einen  solchen  Werth  zum  erstenmal  an- 

uimmt,  so  wird  die  Bewegung  durch  die  Anfang  3  wert  he  -tt-,  ji  und  b 
völlig  bestimmt  sein;  es  sind  also  auch  die  Werthe,  welche  diese 
Grossen  erhalten,  wenn  a  später  wieder  diesen  Werth  annimmt, 
Functionen  von  ihren  Anfangs  wer  then.  Diese  Functionen  wollen  wir 
zusammen  genommen  durch  %  bezeichnen.  Die  Bewegung  wird  periodisch 
sein,  wenn  ihre  Werthe  den  Änfangswertben  gleich  sind.  In  Folge 
der  Gleichung  abc  =  coust.  und  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft 
müssen  aber,  wenn  6  und  —  ihre  Anfangswerthe  wieder  annehmen, 
auch  c,  ,  -  und  -rr  wieder  ihren  Anfangs  wer  then  gleich  werden.  Es 
sind  also  hierzu  nur  zwei  Bedingungen  zu  erfüllen;  und  man  kann,  indem 
man  die  Derivirten  der  Functionen  x  fär  den  Fall  unendlich  kleiner 
Schwingungen  bildet,  zeigen,  dass  diese  Bedingungsgleichungen  sich 
nicht  widersprechen  und  innerhalb  eines  endlichen  Gebiets  reelle 
Wurzeln  haben. 

Die  Grössen  a,  b,  c  lassen  sich  für  diesen  Fall  periodischer 
Schwingungen  als  Function  der  Zeit  durch  Fourier'sche  Reihen  aus- 
drücken, in  welchen  freilich  sämmtliche  Constanten,  den  von  Dirichlet 
behandelten  Fall  ausgenommen,  nur  näherungsweise  bestimmt  werden 
können.  Dieses  kann  z.  B.  dadurch  geschehen,  dass  man  die  oben  für 
den  Fall  unendHch  kleiner  Schwingungen  gemachte  Entwicklung  auf 
Glieder  höherer  Ordnung  ausdehnt. 

Es  schien  uns  der  Mühe  werth,  diese  Bewegungen,  welche  den 
Bewegungen,  bei  denen  Gestalt  und  Bewegungszustand  constaut  sind, 
an  Einfachheit  zunächst  stehen,  wenigstens  einer  oberflächlichen  Be- 
trachtung zu  unterwerfen.  Wir  wollen  nun  die  Untersuchung,  welche 
wir  im  vorigen  Artikel  für  den  Fall,  wenn  nur  um  eine  Hauptaxe 
eine  Rotation  stattfindet,  ausgeführt  haben,  auf  alle  der  Dirichlet' sehen 
Voraussetzung  genügenden  Bewegungen  ausdehnen. 

U. 
Um  für  diesen  Zweck  die  Differentialgleichungen  («)  in  eine  über- 
sichtlichere Form  zu  bringen,  wollen  wir  statt  der  Grössen  ii,  v,  ...,  w' 
die  Grössen  g,  h,  . .  .,  Ä,  einführen  und  die  Bedeutung  von  G  dahin 
verallgemeinern,  dasa  wir  dadurch  den  Ausdruck 


.  |(S)" 


+   " -^   + 


'\m+t^+t^ä  j 


\-HvP 


+  »)(!.•  4  .»c'  +  i) 


y  Google 


aber  die  Bewegung  eines  flössigen  gleichartigen  EUipsoides.  207 

also  auch  jetzt  den  von  der  Formänderung   unabhängigen  Theil  der 
mechanischen  Kraft  bezeichnen. 
Es  wird  dann 

_dG        _dG         _dG 


r.~Ji;1.- 

«;■  '^•""  äi, 

und  die  letzten  seebs  Differentialgleichungen  («)  lassen  sich  daher 

die  Form  setzen 

i,,        ,    8S           SS 

,,.                     All        ,  9(?          cG 

W            ,jj=*ä;-»8i. 

dt        *'  8^,       ^'  8Ä, 

di           3G       ,  8G 

di  -  "-»,-*.  8j:> 

während  die  drei  ersten  in 

(2)    g  +  |.?_2'_0,  |?  +  |f-2f-0,  f;+f-2^_0 

^  '    dt'     '    da  a  '  dt'     '    Bb  b  '  dt'    '    cc  c 

übergehen.  Wir  bemerken  zugleich,  dasa  aus  der  Integralgleichung  II, 
wenn  ra  =  0,  drei  Integralgleichungen,  g  =  0,  h  =^  0,  k  =  0,  folgen, 
d.  h.,  dass  diese  Grössen  immer  Null  bleiben,  wenn  sie  anfangs  Null 
sind.     Dasselbe  gilt  natürlich  auch  von  den  Grössen  g^,  h.,  k_. 

Aus  den  Differentialgleichungen  (1)  und  (2)  ist  nun  leicht  er- 
sichtlich, dass  das  Verschwinden  der  Variation  erster  Ordnung  der 
Function  G  von  den  neun  veränderlichen  Grössen  a,  b,  ...,  k,,  zwischen 
welchen  die  drei  Bedingungen 

aic  =  const.,     g^  -{-  h^  -{-  ¥  ='  co^,     ff'^  -\- hj  -^  k^  =  <o^ 
stattfinden,  nothwendig  und  hinreichend  ist,  damit 

d'a     d'b     d^c     dg  dh, 

dt*  '   dt''  '   dt*  ^    dt '  '    dt 

Null   werden   und   also   Gestalt  und  Bewegungszustand   des  Ellipsoids 

eonstant   bleiben,    wenn  -jr,  tji   tt  NuU  sind.     Die  Fälle,   in  denen 
'  dt'  dt'   dt  ' 

dieses  stattfindet,  haben  wir  früher  vollständig  erörtert.  Es  ergiebt 
sich  nun  aber  auch  hier  wieder  leicht,  dass  die  Function  G  wenigstens 
für  Ein  System  von  Werthen  der  unabhängig  veränderlichen  Grössen 
ein  Minimum  haben  müsse,  da  sie  für  den  alleinigen  Grenzfall,  wenn 
die  Äxen  unendlich  gross  oder  unendlich  klein  werden,  gegen  einen 
Grenzwerth  convergirt,  der  nicht  negativ  ist,  und,  wie  wir  schon  ge- 
sehen haben,  immer  für  gewisse  Werthe  der  unabhängig  veränderlichen 
Grössen  negativ  wird,  ohne  je  negativ  unendlich  zu  werden.  Für  den 
einem  solchen  Minimum  entsprechenden  constanten  Bewegungszustand 
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folgt  aus  dem  Satz  von  der  Erhaltung  dec  lebendigen  Kraft,  daaa  jede 
der  Dirichlet'sclieü  Voraussetzung  genügende  unendlich  kleine  Ab- 
weichung von  demselben  nur  unendlich  kleine  Schwankungen  zur 
Folge  hat,  während  in  jedem  andern  Falle  die  Beständigkeit  der  Ge- 
stalt und  des  Beweguugszustandea  nur  labil  ist.  Die  Aufsuchung  der 
einem  Minimum  von  G  entsprechenden  Bewegungazustände  ist  nicht 
bloss  für  die  Bestimmung  der  möghehen  stabilen  Formen  einer  be- 
wegten flüssigen  und  schweren  Masse  wichtig,  sondern  würde  auch  für 
die  Integration  unserer  Differentialgleichungen  durch  unendliche  Eeihen 
die  Grundlage  bilden  müssen;  wir  wollen  daher  jetzt  untersuchen,  in 
welchen  von  den  Fällen,  wo  ihre  Variation  erster  Ordnung  verschwindet, 
die  Function  G  ein  Minimum  hat.  Aus  jedem  von  den  früher  ge- 
fundenen Fällen,  in  denen  das  Eüipsoid  seine  Form  behält,  erhält  man 
zwar  durch  Vertauschung  der  Axen  und  Aenderungea  in  den  Zeichen 
der  Grössen  g,  h,  . . .,  h^  mehrere  Systeme  von  Werthen  der  Grössen 
a,  b,  ..,,  JCj,  welche  das  Verschwinden  der  Variation  erster  Ordnung 
der  Function  G  bewirken;  wir  können  aber  diese  hier  zusammenfassen, 
da  die  Function  G  für  alle  denselben  Werth  hat  uui3  in  BezUig  auf 
unsere  Frage  von  allen  dasselbe  gilt, 

Ehe   wir   die  einzelnen  Fälle  betrachten,  müssen  wir  ferner  noch 
bemerken,  dass  die  Untersuchung,  wenn  to  oder  to^  Null  ist,  eine  be- 
sondere einfachere  Gestalt  annimmt,  indem  dann  g,  b,  k  oder  g  ,  h  ,h 
aus  der  Function  G  ganz  herausfallen.   Die  frühere  Untersuchung  der 
oonstanten  Bewegungszu stände  giebt  nur  zwei  wesentlich  verschiedene 
Fälle,    in  denen  eine  dieser  beiden  Grössen  Null  wird.     In  dem  im 
Art.  6  behandelten  Falle  kann  dies  nur  eintreten,  wenn 
"■"        (Sa-6-c)(a«-&-f  ^  _  /a-  6\* 
w'        (2„^.fr  +  c)(aa-|-ü-c)         \<i  +  h)  ' 
alao  der  Ausdruck 

(B)  h^c'  -f  a'})'  +  a^c^  —  3a*, 

den  wir  durch  E  bezeichnen  wollen,  Null  ist;  und  dann  ergiebt  sich 
in  der  That  o  oder  &^  gleich  Null.  Die  Gleichung  E  ^0  liefert  aber 
nach  a  aufgelöat  nur  eine  positive  Wurzel,  die  zwischen  —1—  und  h 
liegt,  und  kann  alao  nur  im  Falle  (I)  erfüllt  werden.  Ausser  diesem 
Falle  giebt  noch  der  im  Art  1  untersuchte  Fall  ra  oder  a>,  gleich  Null, 
wenn  t^  =  i'^. 

Es  lässt  sich  nun  zunächst  zeigen,  dass  in  den  Fällen  (I),  (II) 
und  (III)  die  Function  G  keinen  Minimumwerth  haben  kann,  weil 
sich  immer,  während  a,  h,  c  constant  bleiben,  die  Grössen  g,  h,  .,.,  k^ 
ao   ändern  lassen,  dass   der  VVerth  der  Function  noch  abuimmt.     Da 
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g  und  g^  Null  und  h,  h^,  1:,  Jc_,  den  Fall  E  =  0  ausgenommen,  nicht 
Null  sind,  so  finden  zwischen  den  Variationen  dieser  Grössen  die  Be- 
dingungen statt 

Sg^  -\-2hdh-\-2l-Sh  =  0,      SgJ  +  2h  6h  +  21  dk^==0 
und  die  Variation  von  G  wird 


!(m'''r+{f^)')+i"+ii«+ 


d& 


öh' 


oder  da 


(4)     «(?-i(f 


1^11=*^^. 

da 
W, 

J"     I, .  I- 

n^+(^ 

-  ».9,V 

Fe  1 

1   äC 
2h,  ih. 

Bildet  man  die  Determinante  dieses  Ausdrucks  zweiten  Grades 
von  8g  und  di;,  und  suhstituirt  darin  die  aus  Art.  6  (1)  sich  ergebenden 
Werthe 

-,"-  =  b^  +  c^  -  2«^  ±  j/  (4a=  -  (ö  +  cf)  {W  -  (5  -  c)^) 

(ö) 

!A..  =  6^  +  c^  _  2«^  +  y  (4«^  -  (&  +  c)0  (4«^  -  (6  -  c)'0 

und  folglieh  — -  ^  .E,  so  findet  sich  diese 

Sie  ist  also  positiv  im  Falle  (I),  wenn  £  <  0,  und  im  Falle  (111),  aber 
negativ  im  Falle  (I),  wenn  E  =  0,  und  im  E'alle  (II).  In  den  beiden 
erateren  Fällen  kann  daher  der  Ausdruck  (4)  sowohl  positive,  als 
negative  Werthe  annehmen,  in  den  beiden  andern  aber  entweder  nur 
positive,  oder  nur  negative.  Er  erhält  aber  für  5(/,=  —  6g  den 
Werth 

welcher  unter  den  in  diesen  Fällen  geltenden  Voraussetzungen  immer 
negativ  ist,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  ihn  in  die  Form  setzt 
_  (&'  +  c'-2o')(6'  +  46c  +  c=  +  2a^)  +  (4a^- (6  +  c)')  (4a'-(6- c)')       . 

und  bemerkt,  dass  }?  -\-  c^  —  2a^  stets  positiv  ist,  wenn  ^  >  0 . 

Wenn  eine  der  beiden  Grössen  ta  oder  ra^,  z.  B.  ra^  =  0  ist,  wird 
die  BedinguDgsgleichung  zwischen  6g^,  3Ä,,  bli^ 
^f-  _|_  8hJ  +  61iJ  =  0; 
der  Ausdruck  der  Variation  von  G  reducirt  sieh  folglich  auf 


V 
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^^'-^-im^, 

9 

)  «.r 

id  aus  (5) 

erhält  man,  da  !"--  =  0, 
9. 

"  =  i'  +  c- 

—  2» 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  ergiebt  sich 

also  negativ,  da  b'-'  -{-  c^  ^  2a^  und  4a^  —  {h  -\-  cy  in  diesem  Falle 
positiv  sind. 

In  allen  diesen  Fällen  Iiat  also  die  Function  G  keinen  Minimum- 
werth,  und  wir  haben  nun  nur  noch  den  Fall  des  Art.  7  zu  betrachten, 
wobei  wir  den  singulären  Fall,  wo  b  =  a  und  t'^  >  titQ*  ■  8,64004  . . . , 
ganz  ausschliessen  können.  Wenn  eine  der  beiden  Grössen  dj^  oder  a^^ 
Null  ist,  liefert  dieser  Fall  für  jeden  gegebenen  Werth  der  andern 
Grosse  nur  Einen  constanten  Bewegungszustand,  für  welchen  t^  =  r'*, 
und  die  Function  G  musa  dann  für  diesen  ihr  Minimum  haben.  Für 
je  zwei  gegebene  von  Null  verschiedene  Werthe  von  cj^  und  ra^^  aber 
liefert  dieser  Fall  zwei  constante  Bewegungszustände  der  flüssigen 
Masse,  die  durch  Vertauschung  von  t^  und  i'^  in  einander  übergehen; 
denn  man  kann,  um  r^  und  r'^  aus  ra^  und  (o^  zu  bestimmen, 

t  =  — 2— ,     T  =  -  --^-— 

setzen  und  dabei  die  Zeichen  von  o  und  m^  beliebig  wählen. 

Man  kann  aber  leicht  zeigen,  dass  in  dem  einen  Falle,  wenn  oj 
und  a,  gleiche  Zeichen  haben  und  also  r^  den  grösseren  Werth  hat, 
kein  Minimum  von  G  stattfindet.  Die  Bedingungen  aus  den  Variationen 
der  Grössen  g,  h,  ...,  h,  sind  jetzt 

dg"-  +  dÄ'  +  21cSl  =  0,      Sg^  +  dAf  +  2k^ÖJc^  =  0, 
und  die  Variation  von  G  wird  daher 

Diese  aber  erhält  einen  negativen  Werth,  wenn  o  und  o^  gleiche 
Zeichen  haben  und  $h  =  dh^^=0,  Sg,=  —  Sg  angenommen  wird; 
denn  es  ergiebt  sich 


U*+c?        [b  +  ar^\i,b^d)'' 


\  (<o  +_m^l 
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r'_>^_-,j,  folglich  t'^  >  T^  ist  und  also 
T-  nur  grösser  als  z^  sein  kann,  werm  c'!>  a. 

Die  Function  hat  also  auch  in  diesem  Falle  kein  Minimum  unJ 
muss  folglich  in  dem  allein  noch  Übrig  bleibenden  Falle  ihr  Minimum 
haben. 

Dieses  findet  demnach  statt  für  die  im  Art.  7  betrachtete  Be- 
wegung, wenn  T^  ^  t'^  (den  oben  angegebenen  singnlären  Fall  aus- 
genommen); und  in  diesem  Falle  würde  daher,  während  in  allen  an- 
dern Fällen  die  Beständigkeit  der  Gestalt  und  des  Bewegungszustandes 
nur  labil  ist,  jede  der  Dirichlet'schen  Voraussetzung  genügende  un- 
endlich kleine  Aendemng  in  der  Gestalt  und  dem  Beweguugs zustande 
der  flüssigen  Masse  nur  unendlich  kleine  Schwankungen  zur  Folge 
haben.  Hieraus  folgt  freilich  nicht,  dass  der  Zustand  der  flüssigen 
Masse  in  diesem  Falle  stabil  ist.  Die  Untersuchung,  unter  welchen 
Bedingungen  dieses  stattfindet,  würde  sich  wohl,  da  sie  auf  lineare 
Difi'erentialgleichungen  führt,  mit  bekannten  Mitteln  ausführen  lassen. 
Wir  müssen  jedoch  auf  die  Behandlung  dieser  Frage  in  dieser  Ab- 
handlung verzichten,  die  nur  der  weiteren  Entwicklung  des  schönen 
Gedankens  gewidmet  ist,  mit  welchem  Diriehlet  seine  wissenschaft- 
liche Thätigkeit  gekrönt  hat. 
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XI. 

Ueber  das  Versehwinden  der  Theta- Functionen. 

(Aua   Borchatdt's  Journal   für   reine   und   angBwandte  Mathematik,   Bd.  66.    18G5.) 

Die  zweite  Äbtheilung  meiner  im  54.  Bande  des  mathematischen 
Journals  erschienenen  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  enthält  den 
Beweis  eines  Satzes  über  das  Verschwinden  der  ■&- Functionen,  welchen 
ich  sogleich  wieder  anführen  werde,  indem  ich  dabei  die  in  jener  Ab- 
handlung angewandten  Bezeichnungen  als  dem  Leser  bekannt  Toraus- 
setze.  Alles  in  der  Abhandlung  noch  Folgende  enthält  kurze  Andeu- 
tungen über  die  Anwendung  dieses  Satzes,  welcher  bei  unserer  Methode, 
die  sich  auf  die  Bestimmung  der  Functionen  durch  ihre  ünstetigkeiten 
und  ihr  Unendlich  werden  stützt,  wie  man  leicht  sieht,  die  Grundlage 
der  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  bilden  nauss.  Bei  dem  Satze 
selbst  und  dessen  Beweis  ist  jedoch  der  Umstand  nicht  gehörig  be- 
rücksichtigt worden,  dass  die  d-Function  durch  die  Substitution  der 
Integrale  algebraischer  Functionen  Einer  Veränderlichen  identisch, 
d.  h.  für  jeden  Werth  dieser  Veränderlichen,  verschwinden  kann. 
Diesem  Mangel  abzuhelfen  ist  die  folgende  kleine  Abhandlung  bestimmt. 

Bei  der  Darstellung  der  Untersuchungen  über  ^-Functionen  mit 
einer  unbestimmten  Anzahl  von  Variablen  macht  sich  das  Bediirfniss 
einer  abkürzenden  Bezeichnung  einer  Reihe,  wie 


geltend,  sobald  der  Ausdruck  von  r,  durch  v  complieirt  ist.  Man 
könnte  dieses  Zeichen  ganz  analog  den  Summen-  und  Productenzeiehen 
bilden;  eine  solche  Bezeichnung  würde  aber  zu  viel  Eaum  wegnehmen 
und  innerhalb  der  Function sz eichen  unbequem  für  den  Druck  sein;  ich 
ziehe  es  daher  vor 


.wj 


^(v^,  l 


.  „„)     il«ch     »     ,  (,,) 
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1. 
Wenn  man  in  der  Function  &{vi,  t\,  . . .,  V;,)  für  die p  Veränder- 
liehen V  die  p  Integrale  v^  —  e^,  it^  —  e^,  . . .,  Up  —  ep  algebraischer 
wie  die  Flache  T  verzweigter  Functionen  von  s  subatituirt,  so  erhält 
man  eine  Function  von  s,  welche  in  der  ganzen  Fläche  T  ausser  den 
Linien  ö  sich  stetig  ändert,  beim  üebertritt  von  der  negativen  auf  die 
positive  Seite  der  Linie  h,-  aber  den  Factor  e"~  "v  ~"v  +^^r  erlangt. 
Wie  im  §.  22  bewiesen  worden  ist,  wird  diese  Function,  wenn  sie 
nicht  für  alle  Werthe  von  s  verschwindet,  nur  für  j)  Punkte  <!er  Fläche 
T  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung.  Diese  Punkte  wurden 
durch  ?;j,  jj^,  ...,  Tjp  bezeichnet,  und  der  Werth  der  Function  w,,  im 
Punkte  ij,,  durch  «^\  Es  ergab  sich  dann  nach  den  2p  Modul- 
systemen  der  0--F!inction  die  Congruenz 

(1)  (,.,  .„...,  e,)^  {%';■' +  K,,'2'i!'  +  K..  ...,2'f  +  K), 

worin  die  Grössen  K  von  den  bis  dahin  noch  willkürlichen  additiven 
Constanten  in  den  Functionen  «  abhingen,  aber  von  den  Grössen  e 
und  den  Punkten  ij  unabhängig  waren. 

Fuhrt  man  die  dort  angegebene  Rechnung  wxs,  so  findet  sieh 

(2)  2  K,  -2ii/(«'"*'  +  "•")  <'"■'  -'-"'-^  •>•-  ■  ■ 

In  diesem  Ausdrucke  ist  das  Integral  /(m^+  +  v,—)  duy  positiv  durch 
b^  auszudehnen,  und  in  der  Summe  sind  für  v  alle  Zahlen  von  1  bis 
p  ausser  v  zu  setzen;  £v  '^  +  ^i  J^  nachdem  das  Ende  von  l,.  auf  der 
positiven  oder  negativen  Seite  von  a^  liegt,  und  £,■  =  +  !,  je  nach- 
dem dasselbe  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  von  b^  liegt.  Die 
Bestimmung  der  Vorzeichen  ist  Übrigens  nur  notbig,  wenn  die  Grössen  e 
nach  den  in  §.  22  gegebenen  Gleichungen  aus  den  ünstetigkeiten  von 
log  9-  völlig  bestimmt  werden  sollen;  die  obige  Congruenz  (1)  bleibt 
richtig,  welche  Vorzeichen  man  wählen  mag. 

Wir  behalten  zunächst  die  dort  gemachte  veieinfachende  Voraus- 
setzung hei,  dass  die  additiven  Conatanten  in  den  Functionen  u  so 
bestimmt  werden,  dass  die  Grössen  K  sämmtlieh  gleich  Null  sind.  Um 
die  so  gewonnenen  Resultate  schliesslich  von  dieser  beschränkenden 
Voraussetzung  zu  befreien,  hat  man  offenbar  nur  nöthig,  überall  in  den 
■»-Functionen  zu  den  Argumenten  —  K^,  —  K^,...,  —  Ä^  hinzuzufügen. 

Wenn  also  die  Function  d(Mi  —  e^,  Hg  —  e^,  .. .,  tip^ep)  für  die 
j)  Punkte  jji,  ijjj,  ...,  rjp  verschwindet  tmd  nicht  identisch  für  jeden  Werlh 
von  B  versdiwindet,  so  ist 
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(=..<^ .)^(|.f'>.l«r....|<'). 

Dieser  Satz  gilt  für  ganz  beliebige  Werthe  der  Grössen  e,  und 
wir  haben  hieraus,  indem  wir  den  Punkt  (s,  s)  mit  dem  Punkte  ij,, 
zusammenfallen  liessen,  geschlossen,  dass 

oder  da  die  ft-Function  gerade  ist, 

welches  auch  die  Punkte  tj^,  ^.,,  ....  i/^,— i  seien. 


Der  Beweis  dieses  Satzes  bciiarf  jedoch  einer  Vervollständigung 
wegen  des  Umstaudes,  dass  die  Function 

identisch  yerschwindeij  kann  (was  in  der  That  bei  jedem  System  von 
gleich  verzweigten  algebraischen  Functionen  für  gewisse  Werthe  der 
Grössen  e  eintritt). 

Wegen  dieses  Umstandes  muss  man  sich  begnügen,  zunächst  zu 
zeigen,  dass  der  Satz  richtig  bleibt,  während  die  Punkte  )j  unabhängig 
von  einander  innerhalb  endlicher  Grenzen  ihre  Lage  ändern.  Hieraus 
folgt  dann  die  allgemeine  Richtigkeit  des  Satzes  nach  dem  Principe, 
dass  eine  Function  einer  complexen  Grösse  nicht  innerhalb  eines  end- 
lichen Gebiets  gleich  Null  sein  kann,  ohne  überall  gleich  Null  zu  sein. 

Wenn  s  gegeben  ist,  so  können  die  Grössen  e^,  e.^,  . . .,  Cp  immer 
so  gewählt  werden,  dass 

a-(i(,  —  c,,  «ä  —  e^,  ■  ■  ■,  %,  —  p-p) 
nicht  verschwindet;  denn  sonst  müsste  die  Function  '9'(i', ,  v^,  . .  .,  r,,) 
für  jedwede  Werthe  der  Gri^ssen  v  verschwinden,  und  folglich  müssteii 
in  ihrer  Entwicklung  nach  ganzen  Potenzen  von  e  ',  e  ',...,  e  " 
sämmtliehe  Coefflcienten  gleich  Null  sein,  was  nicht  der  Fall  ist.  Die 
Grössen  e  können  sich  dann  von  einander  unabhäugig  innerhalb  end- 
licher Grössengebiete  ändern,  ohne  dass  die  Function 

für  diesen  Werth  von  z  verschwindet.  Oder  mit  anderen  Worten; 
man  kann  immer  ein  Grössengebiet  E  von  2j)  Dimensionen  angeben, 
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innerhalb  dessen  sich  das  System  der  Grössen  e  bewegen  kann,  ohne 
dass  die  Function 

■&(«i— Ci,  "a  — e.,  ...,  iip  —  e,:) 
für  diesen  Werth  von  5  versehwindet.    Sie  wird  also  nur  für  p  Lagen 
von  (s,  £)  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  nnd  bezeichnet  man 
diese  Punkte  durch  »ju  i?;,  ...,  vjp,  so  ist 

i»    (...,. ..,«.)-(i:«f>.i:.r',...,i:«?'). 

Jeder  Bestimmungs weise  des  Systems  der  Grössen  e  innerhalb  £  oder 
jedem  Punkte  von  IE  entspricht  dann  eine  Bestimmungsweise  der 
Punkte  »j,  deren  Gesanimtheit  ein  dem  Grössen  gebiete  IE  entsprechendes 
Grössengebiet  H  bildet.  In  Folge  der  Gleichung  (1)  entspricht  jedem 
Punkte  von  JI  aber  auch  nur  ein  Punkt  von  IE;  hätte  also  !£  nur 
2p  —  1,  oder  weniger  Dimensionen,  so  würde  E  nicht  2p  Dimensionen 
haben  können.  Es  hat  folglich  I{  2p  Dimensionen.  Die  Schlüsse, 
auf  welche  sich  unser  Satz  stützt,  bleiben  daher  anwendbar  für  be- 
liebige Lagen  der  Punkte  tj  innerhalb  endlicher  Gebiete,  und  die 
Gleichun  g 

gilt  für  beliebige  Lagen  der  Punkte  ^^,  tJj,  ...,  ij^,— i  innerhalb  end- 
licher Gebiete  und  folglich  allgi 


Hieraus  folgt,  dass  sich  das  Grössensystem  (e^,  Cg,  . . .,  c^,)  immer 
und   nnr   üuf  eine   Weise  congruent   einem   Ausdrucke  von  der  Form 

I  V  i'y,  «'    )  )    setzen   iässt,    wenn  •&  I  v  («v  —  c,)  |    nicht    für  jeden 

Werth  von  s  verschwindet;  denn  Hessen  sich,  die  Punkte  »jj,  tj^,,  .  . .,  r^,, 
auf  mehr  als  eine  Weise  so  bestimmen,  dass  der  Congruenz 


^¥m-)) 


genügt  wäre,  so  würde  nach  dem  eben  bewieseneu  Satze  die  Function 
V  (m,  —  e»)  J  für  mehr  als  p  Punkte  verschwinden,   ohne  identisch 

1         / 

gleich  Null  zu  sein,  was  unmöglich  ist. 
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("         \ 

Wenn  %•  I  v  (uy  —  e,')  I    identisch    verschwindet,    muss    man,    um 
I  V  (e,)  I   in  die  obige  Form  zu  setzen, 


(;,.,) 


•(;<"+•■-"-"') 


betrachten,  und  wenn  diese  Function  ideiitiseli  für  jeden  Wertli  ,:',  £:,,  r, 
verschwindet,  die  Function 


Wir  nehmen  an,  dass 
identisch  yersehwindet, 


(1) 


aber  nicht  identisch  verschwindet. 
Diese  letztere  Function  verschwindet  dann,  als  Function  von  ^p+i  be- 
trachtet,  für  ip—L,  ip—s,  ■  ■  ■,  Ep-nt,  ausserdem  also  üoch  für  p  —  m 
Punkte,  und  bezeichnet  man  diese  mit  t^j,  %,  ,..,  rjp—m,  so  ist 

und  diese  Punkte  rj^,  jj^,  ...,  ?},,—,„  können  nur  auf  eine  Weise  so 
bestimmt  werden,  dass  diese  Congruenz  erfüllt  wird,  weil  sonst  die 
Function  für  mehr  als  p  Punkte  verschwinden  würde.  Dieselbe  Funetiou 
verschwindet    als  Function  von  ^'„„i  betrachtet,  ausser  für 


noch  für  p  - 
so  ist 


Vß  +  l,    Vp>    ■■■,    Vp-m-i-l 

-  1   Punkte,  und  bezeichnet  man  diese  durch 


(^ir2f-'^-m'-i}^ 


und  die  Punkte  e^  . 
bestimmt. 


I  sind  durch  diese  Congruenz  völlig 
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Unter   der    gemachten   Voraussetzung  (1)    können    also,   um    den 
CoHgruenzen 


(ä) 

und 
(3) 


h,).(l(^^^ 


(^'^^({(2'^i) 


7.U  genügen,  m  von  den  Punkten  tj  und  m  —  1  \on  den  Punkten  s 
beliebig  gewählt  werden,  dadurch  iber  sind  die  ubngeu  bestimmt 
Offenbar  gelten  diese  Sätze  auch  umgekehrt,  d  h  die  lunetion  ver- 
schwindet, wenn  eiue  diesei  Bedingungen  eifullt  ist  Wenn  also  die 
Congruenz  (2)  auf  mehr  als  eine  Wel•^e  losbai  ist,  so  ist  auch  die 
Congruenz  (3)  lösbar,  und  wenn  von  den  Punkten  ij  nt,  aber  nicht 
mehr,  beliebig  gewählt  weiden  konneu,  so  können  von  den  Punkten  b 
m  —  1  beliebig  gewählt  weiden  und  daduich  sind  die  ubiigen  bestimmt, 
und  umgekehrt. 

Auf  ganz  ähnlichem  Wege  ergiebt  sich,  dass,  wenn 


ist,  die  Coiigruen; 


(J-)-(?(l-)). 


immer  lösbar  sind;  und  zwar  können  sowohl  von  den  Punkten  t]  als 
von  den  Punkten  e  m  beliebig  gewählt  werden,  und  es  sind  dadurch 
die  ijbrigen  j)  —  1  —  m  bestimmt,  wenn 

identisch  gleich  Null  ist, 


(f»!"-f  «"  +  -)) 


aber  nicht  identisch  gleich  Null  ist,  wobei  der"  Fall  m  =  0  nicht  aus- 
geschlossen ist.  Dieser  Satz  lasst  eich  auch  umkehren.  Wenn  also 
von  den  Punkten  ij  m  und  nicht  mehr  beliebig  gewählt  werden  können, 
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8o  ist  die  Voraussetzung  desselben  erfüllt;  und  es  können  folglich  auch 
von  den  Punkten  s  m  und  nicht  mehr  beliebig  gewählt  werden. 

4. 
I  Bezeichnen  wii'  die  DcHvirte  von 

»(«•■„  ".,■-., ',) 

&;,  die 
■  l-, 


identisch   für  jeden   Werth    von  £,   und   ^|   verschwindet,    sämmtliche 
Functionen  %■'  l  v  ()■,)  j   gleich  Null.     In  der  That  geht  die  Oileiehung 


iveuig  von  (Si  und  £j  v 


wenn  5|  und  £-y  unendlich  wenig  von  a^  und  £j  verschieden  sind,  über 
in  die  Gleichung 

/P 


2 


sei,  so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  nach  Weglassung  des  Factors 
_  S_  _   ,■- 

"■('•.)j<l>,(«.,  «-0; 

und  da  zwischen  den  Functionen  y  keine  lineare  Gleichung  mit  con- 
stanten    Ooefficienten   stattfindet,   so   folgt   hieraus,    dass    sämmtliche 

P 
erste  Derivirten  von  ^iy^,  v^,  -  ■  ■ ,  «•>)  für  v   {y,.  =^  r ,.)   verschwinden 

1 
müssen. 

Um   den   umgekehrten  Satz   zu  beweisen,   nehmen   wir  an,    dass 
]_>  p 

V  (vy  =  r,.)  und  v  {v,-  =  t,)   zwei  Werthsysteme  seien,  für  welche  die 
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verschwindet ,     ohne    für    v  {vy  ^ 


>  +  .•,)    und 


1 
Ausdruck 


(2) 


verschwinden,    und    bilden    den 


'''     (I) 


"  (»1 


'  +  <■.) 


H' 


■+.-.) 


'+")'(? 


(.1" 


' + « 


Betrachten  wir  diesen  Ausdruck  als  Function  von  3^,  so  ergiebt 
sich,  dass  er  eine  algebraische  Function  von  2,  und  zwar  eine  rationale 
Function  von  Sj  und  3^  ist,  da  Nenner  und  Zähler  in  T"  stetig  sind 
und  au  den  Querschnitten  dieselben  Factoren  erlangen.  Für  g;  =  £, 
und  s,  =  6^  werden  Nenner  und  Zähler  unendlich  kleiu  von  der  zweiten 
Ordnung,  so  dass  die  Function  endlich  bleibt;  die  übrigen  Werthe  aber, 
für  welche  Nenner  oder  Zähler  verschwinden,  sind,  wie  oben  bewiesen, 
durch  die  Werthe  der  Grössen  r  und  der  Grössen  (  völlig  bestimmt, 
also  von  g^  ganz  unabhängig.  Da  nun  eine  algebraische  Function 
durch  die  Werthe,  für  welche  sie  Null  und  unendlich  wird,  bis  auf 
einen  constanten  Factor  bestimmt  ist,  so  ist  der  Ausdruck  gleich  einer 
rationalen  von  ^i  unabhängigen  Function  von  s^  und  2;,  xi^u  ^\)i 
niultiplicirt  in  eine  Constante,  d.  b.  eine  von  g^  unabhängige  Grösse. 
Da  der  Ausdruck  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Grössen  Systeme  (s^,  z^ 
und  (öl,  £i)  ist,  so  ist  diese  Constante  gleich  %{fi^,  %^,  multiplicirt  in 
eine  auch  von  ^j  unabhängige  Grösse  A.     Setzt  man  nun 

1/Jl(,,  o)_j(s,  «), 
so  erhält  man  für  misern  Ausdruck  (2)  den  Wertli 

(3)  ?(s.,«,)c  («.,«, 

WO  p(s,  2)  eine  rationale  Function  von  s  und  s  ist. 

Um  diese  zu  bestimmen,  hat  man  nur  nöthig  i,^  =  g^  und  ö,  =  s^ 
werden  zu  lassen;  es  ergiebt  sich  dann 


(<>(«„^,))'- 
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oder  nach  Ausziehung  der  Quadratwurzel  und  Weghebung  des  Factors 
dz-, 


Man  liat  daher  ans  (3)  und  (4)  die  Gleichung 

ß'       ,n  ,n  \        /J'        ,n  fu  \ 

»(i(„i" -„[.'>  + (Ol 


Ml) 


-.»'+(.) 


Aus  dieser  Gleichung  folgt,  i 


»(■v(.,;"-.?'  +  .-,)^ 


für  jeden  Wertli  von  ^^  und  ti  gleich  NuU  sein  niuss,  wenn  die  ersten 

P 
Derivirten  der  Funetion  &{sj,  v\,  . . .,  t>)  für  w(u„  =  r.)  sämmthch  ver- 
schwinden. 

Wenn 


(1) 


»(j(|«— 1»''  +  ' 


identisch,  d.  h.  für  jedwede  Wertlie  von  fi(ö/,,  ^,,)  uud  f^(s^,  s^),  ver- 

1  1 

schwindet,  so  findet  man  auf  dem  oben  angegebenen  Wege  zunächst, 
indem  man  g„,  =  Sm,  6«  =  s,„  werden  lässt,  dass  die  ersten  Derivirten 
der  Function 


*("!)   ^ty 


,  für  ^(.,  =!-'.« -^„r  +  n) 
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sämmtlicli  verscliwiiideD,  dann,  indem  man  £,„— i  —  Sm~i,  ö 
Hneiidlieh  klein  werden  lässt   dass  für 


^  (..=!>  _!»«+.) 


auch  die  zweiten  Derivirten  siimmtlich  verschwinden;  und  offenbar  er- 
giebb  sich  allgemein,  dass  die  Derivirten  «ter  Ordnung  sämmtlicli  ver- 
schwinden für 


=l'>-2'"»-'+")' 


welche  Werthe  auch   die  Grössen   z  und  die  Grössen  t,  haben  mögen. 
Es  folgt  hieraus,  dass  unter  der  gegenwärtigen  Voraussetzung  (1) 

P 
für  V  (iv  =  n)  die  ersten  bis  Msten  Derivirten  der  Function 
1 

säramtlich  gleich  Null  sind. 

Um  zu  zeigen,  dass  dieser   Satz  auch   umgekehrt   gilt,  beweisen 
wir  zunächst,  dass  wenn 


*(l(.?«i"-^''-^ 


identisch  verschwindet  und  die  Grössen  ■&'"'*  j  v  (r,.)  |  säramtlich  gleich 
Null  sindj  auch 

identisch  verschwiüden  muss  und   verallgemeinern   zu   diesem  Zwecke 
die  Gleichung  §.  4,  (5). 
Wir  nehmen  an,  dass 


m^'^^ 


identisch  verschwinde, 


aber  nicht  identisch  verschwinde,  behalten  in  Bezug  auf  die  Grössen  t 
die  frühere  Voraussetzung  bei  und  betrachten  den  Ausdruck 
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^(|«r-|.?>+.))*(^(|»i'>-^»;"+.-,)) 


In  diesem  Ausdrucke  sind  unter  den  Productzeieheii  sowohl  für  p,  als 
für  p'  aämmtliclie  Wertbe  von  1  bis  m  zu  setzen,  im  Zähler  aber  die 
Fälle,  wo  Q  ^  ^'  würde,  wegzulassen. 

Betrachten  wir  diesen  Ausdruck  als  Function  von  Si,  so  ergiebt 
sich,  dass  er  an  den  Quersehnitten  den  Factor  1  erlangt  und  folglich 
tine  algebraische  Function  von  0,  ist.  Für  ^^  =  ^p  und  S[  =  6„  werden 
Nenner  und  Zähler  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung,  der  Bruch 
bleibt  also  endlieh;   die  übrigen  Werthe  aber,  für  welche  Zähler  und 

m 
Nenner  verschwinden,   sind  durch  die  Grössen  fi(3f,,  2^),  die  Grossen 

r  und  die  Grössen  (,  wie  oben  (§.  3)  bewiesen,  völHg  bestimmt,  und 
folglich  von  den  Grössen  £  ganz  unabhängig.  Da  der  Ausdruck  nun 
eine  symmetrische  Function  von  den  Grössen  s  ist,  so  gilt  dasselbe 
für  jedes  beliebige  2^,:  er  ist  eine  algebraische  Function  von  0^,,  und 
die  Werthe  dieser  Grösse,  für  welche  er  unendlich  gross  oder  un- 
endUch  klein  wird,  sind  von  den  Grössen  §  unabhängig.  Er  ist  daher 
gleich  einer  von  den  Grössen  g  unabhängigen  algebraischeu  Function 
der  Grössen  g,  x(Si,  «s,  ...,  ^m),  multiplicirt  in  einen  von  den  Grössen  s 
unabhängigen  Factor.  Da  er  aber  nngeUudert  bleibt,  wenn  man  die 
Grössen  z  mit  den  Grössen  £  vertauscht,  so  ist  dieser  Factor  gleich 
Xiti,  ti,  ■■■,  tm),  multiplicirt  mit  einer  von  den  Grössen  z  und  den 
Grössen  g  unabhängigen  Constanten  A;  und  wir  können  daher,  wenn 
wir  YAxQ!,,  2äj  ■■■1  ^ni)='^(^i,  «s;  ■■■j  ^"0  setzen,  unserm  Aus- 
drucke (2)  die  Form 

(3)  *(2,,2,,...,a.)*a,s,,  ...,  s,) 

geben,  wo  i('(2i,  j^*»,  ..-,  i'm)  eine  algebraische  von  den  Grössen  §  unab- 
hängige Function  der  Grössen  s  ist,  welche  in  Folge  ihrer  Verzwei- 
gungsart   sich   rational  in  f(-{s„,  ^^,)  ausdrücken  lassen  muss.     Lässt 

1 
man  nun   die  Punkte  ij   mit   den  Punkten  «  zusammenfallen,   so  dass 
die  Grössen    £„  —  s,,    und    die  Grössen   6„  —  s,,   sämmtlich  unendlich 
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klein  werden ,  so  ergiebt  sieh ,  wenn  man  die  Derivirten  von 
■9-(ifi,  v^,  .  . .,  Vj)  wie  oben  (§.  4,  (1))  bezeichnet, 

(2')"<''- JH',))d'>!;d«z>...d,'s 

(4),>.(«„2„...,2.,)_+.    '    --„_-.-,-_;^'--,      -     -, 

WO  die  Summationen  im  Zähler  sich  auf  v^,  v^,  . .  .,  v^  beziehen.  Es 
ist  kaum  nöthig  zu  bemerken,  dass  die  Wahl  des  Vorzeichens  gleich- 
gültig ist,  da  sie  auf  den  Werth  von  ^(^,,  g^,  .  . .,  s^)  ^  (5i,  fe,  ■  ■  -,  Sn.) 
keinen  Einfluss  ha*t,  und  dass  statt  der  Grössen  dui,  du^'^j  . . ,,  duff^ 
auch,  im  Zähler  und  Nenner  gleichzeitig,  die  ihnen  proportionalen 
Grössen  g)i(s^,  z^),  g>^{s,,,  «,,),  ...,  ^p(Sf,,  s,^)  eingeführt  werden 
können. 

Aus   der  in  (2),  (3)   und   (4)   enthaltenen  Gleichung,  welche  für 
den  li'all  bewiesen  ist   dass 


)) 


gleich  Null  und 

von  Null  verschieden  ist,  folgt,  dass 

*(?(!"— I  ••"+■■')) 

nicht  von  Null  verschieden  sein  kann,  wenn  die  Functionen  ©''"''(  v(r,)  ) 

VI     / 

sämmtlich  gleich  Null  sind. 

ß''       \ 
Wenn  also  die  Functionen  ^("'+i)|  vijy)  \  sämmtlich  gleich  Null 

VI     ) 

sind,  so  folgt  aus  der  Gültigkeit  der  Gleichung 

*6(|«-"-i«'-'+-))-° 

für  )[  =  m  ihre  Gültigkeit  für  n  =  m  -f-  1.    Gilt  daher  die  Gleichung 
für  n  =  0,   oder  ist  -S- 1  v  (}■,)  1  =  0,  und  verschwinden  dieersten  bis 
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[P         \  1» 

m  teil  Derivirteii  der  Function  ^  (  v  (tv)  1  für  v  (iv  =  '*,)  sämmtlicL,  die 

Vi        )         1 
(«s  -|-  1)  ten  aber  nicht  sämmtlich,  so  gilt  die  Gleichung  auch  für  alle 
grösseren  Werthe  von  n  bis  n  =  jw,  aber  nicht  für  n  =  w  +  1;  denn 


*(?(f»f -2^"^' +  •■■))=»  -*. 


wie    wir    vorher 


schon  gefunden  hatten,  folgen,  dass  die  Grössen  d'l"'+i>j  v  (r,.)  J  sämmt- 
lich versehwinden  miissten. 


Fassen  wir  das  eben  Bewiesene  mit  dem  Früheren  zusammen,  so 
erhalten  wir  folgendes  Resultat: 

Ist#(r^,i-^,  ...,i-j,)  =  0,  so  lassen  sich  (^—1) Punkte  ^i,  ij^, ...,  "ry-i 
ao  bestimmen,  dass 

(..,..,...,,,)^(|'>,|'> !->); 

und  umgekehrt. 

Wenn  ausser  der  Function  ^{y^^,  v^,  . . .,  v^)  auch  ihre  ersten  bis 
mten  Derivirten  für  «'i  ^  ^i,  v^  ^^  r^,  ...,  Vp  =  rp  sämmtlich  gleich 
Null,  die  (m  +  l)ten  aber  nicht  sämmtlich  gleich  Null  sind,  so  können 
m  von  diesen  Punkten  ij,  ohne  dass  die  Grössen  r  sich  ändern,  beliebig 
gewählt  werJen  und  dadurch  sind  die  übrigen  ji  —  1  —  m  völlig 
bestimmt. 

Und  umgekehrt: 

Wenn  ni  und  nicht  mehr  von  den  Punkten  tj,  ohne  dass  sich  die 
Grossen  r  ändern,  beliebig  gewählt  werden  können,  so  sind  ausser  der 
Function  &{v^,  V2,  ■-.-,  v^  auch  ihre  ersten  bis  mten  Derivirten  für 
«1  =  rj,  v^  =  r^,  .  . .,  Vp  =  rp  sämmtlich  gleich  Null,  die  (m  +  l)ten 
aber  nicht  sämmtlich  gleich  Null. 

Die  vollständige  Untersuchung  aller  hesondern  Fälle,  welche  bei 
dem  Verschwinden  einer  *- Function  eintreten  können,  war  weniger 
nöthig  wegen  der  besondern  Systeme  von  gleich  verzweigten  algebraischen 
Functionen,  für  welche  diese  Falle  eintreten,  als,  vielmehr  deshalb, 
weil  ohne  diese  Untersuchung  Lücken  in  dem  Beweise  der  Sätze  ent- 
stehen würden,  welche  auf  unsern  Satz  über  das  Verschwinden  einer 
^'-Function  gegründet  werden. 
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XII. 

Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine  trigono- 
metrische Reihe. 

(Au3   dem   dreizehnten  Bande  der  Abhandlungen  der  Königlichen  Geaeliachaft  der 
Wissenschaften  zu  Göttiogea.)*) 

Der  folgende  Aufsatz  über  die  trigonometrischen  Reihen  besteht 
aus  zwei  wesentlich  verschiedenen  Theilen.  Der  erste  Theil  enthält 
eine  Geschichte  der  Untersuchungen  und  Ansichten  über  die  willkür- 
lichen (graphisch  gegebenen)  Functionen  und  ihre  Darsteli barkeit  durch 
trigonometrische  Reihen.  Bei  ihrer  Zusammenstellung  war  es  mir  ver- 
gönnt, einige  Winke  des  berühmten  Mathematikers  zu  benutzen,  wel- 
chem man  die  erste  gründliche  Arbeit  über  diesen  Gegenstand  ver- 
dankt. Im  zweiten  Theile  liefere  ich  über  die  Darst ellbar keit  einer 
Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe  eine  Untersuchung,  welche 
auch  die  bis  jetzt  noch  unerledigljen  Fälle  umfasst.  Es  war  nöthig, 
ihr  einen  kurzen  Aufsatz  über  den  Begriff  eines  bestimmten  Integrales 
und  den  Umfang  seiner  (Gültigkeit  vorauf  zu  schicken. 

Geschichte  der  Frage  über  die  Darstellbarkeit  einer  willkürlich 
gegebenen  Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe. 


Die  von  Fourier  so  genannten  trigonometrischen  Reihfen,  d.  h.  die 
Reihen  von  der  Form 

«1  sina;  -|-  öj  sin2^  +  %  sinSx  +  ■  ■  ■ 
+  j  6   +  6j  cosa'  -j-  b  co'i2i  +  ^3  cosüj;  -|" 

*)  Diese  Abhandlung  ist  im  Jahie  1854  *on  dem  Verfa,sser  behufs  aeiner 
Habilitation  an  der  UniverEiidt  zu  (.tttingen  der  philo  o^hischen  Facultat  en 
gereicht  Wiewohl  der  \erf*i''ier  ihie  Veröffentluhurig  wie  es  Bcheint  nicht  be 
absiehtigt  hat  o  wird  doch  die  hieimit  eifolgende  Heiauagabo  derselben  in  ganz 
lieh  nngeandeiter  Form  sowohl  durch  das  hohe  Intereaae  de?  Gegenstand  ei  an 
aich  als  durch  die  in  ihi  niedergelegte  Behandlung  ""weiep  der  wichtigsten  Pr  ntipien 
der  InSnitesimal  Anatysis  wohl  hinUnglfhageiP  btfertigt  eischo  neu 

Braanschweig,  im  Jnli  1867  K    Dedeiind 
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spielen  m  leüjenigen  Theile  der  Mathematik,  wo  ganz  -willkürliche 
Functionen  voikommen  e  ne  bedeutende  Bolle;  ja,  es  lässt  sich  mit 
Grunl  bei  a  pten  da's  d  e  ■ne^entliehsten  Fortschritte  in  diesem  für  die 
Phys  k  so  wichtigen  Theile  der  Mathematik  von  der  klareren  Einsicht 
in  die  Nat  r  1  e  ei  Reil  en  abhängig  gewesen  sind.  Schon  gleich  bei 
den  ersten  niathemitisel  en  tntersuchungen,  die  auf  die  Betrachtung 
willki  ilieher  F  inctionen  führte  i  kam  die  Frage  zur  Sprache,  ob  sich 
eine  solche  g^n?  willkirlcle  F  netion  durch  eine  Reihe  von  obiger 
Form  aisdr  ckei  lassL 

El  ^eschil  lies  in  3er  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts  bei  Ge- 
legenl  eit  der  Untersuchungen  ber  die  schwingenden  Saiten,  mit 
welchen  eh  dai  alb  he  berul  mtesten  Mathematiker  beschäftigten. 
Ihre  Ansichten  über  un  ern  Gegenstand  lassen  sich  nicht  wohl  dar- 
stellen   olne  aif  d  e^ea  Problem  einzugehen. 

Unter  ^ewis^en  ^  orai  ?setz  ingen,  die  in  der  Wirklichkeit  naheruugs- 
weise  zutreffen  wirl  bekanntlicl  die  Form  einer  gespannten  in  einer 
Ebene  ■^el  wmgenden  ^aite  wen  i  x  die  Entfernung  eines  unbestimmten 
ihrer  Punkte  von  ihrem  Anfangspunkte,  y  seine  Entfernung  aus  der 
Ruhelage  zur  Zeit  t  bedeutet,  durch  die  partielle  Differentialgleichung 

3:?  ^  ß«  5-4 

bestimmt,  wo  cc  von  t  und  bei  einer  überall  gleich  dicken  Saite  von  x 
unabhängig  ist. 

Der  erste,  welcher  eine  allgemeine  Losung  dieser  Differential- 
gleichung gab,  war  d'Alembert. 

Er  zeigte*),  dass  jede  Function  von  x  und  t,  welche  für  y  ge- 
setzt, die  Gleichung  zu  einer  identischen  macht,  in  der  Form 

r(a;+ «0  +  9«  («-«<) 
enthalten  sein  müsse,  wie  sich  dies  durch  Einführung  der  unabhängig 
veränderliehen  Grössen  x  -\-  at,  x  —  at  anstatt  x,  t  ergiebt,  wodurch 


4,-J'± 


3(ai  —  at) 
übergeht. 

Ausser  dieser  partiellen  Differentialgleichung,  welche  sich  aus  den 
allgemeinen  Beweguugsgesetzen  ergiebt,  muss  nun  y  noch  die  Bedin- 
gung erfüllen,  in  den  Befestigungspunkten  der  Saite  stets  ^  0  zu  sein; 
man  hat  also,  wenn  in  dem  einen  dieser  Punkte  x  =  0,  in  dem  an- 
dern X  =  l  ist, 

*)  Memoiies  i3e  l'aciidijmie  ile  Beilin.     1747.     pag.  214. 
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und  folglich 

/(»)  --«»(-«)--  y((  -  (!  +  «))  -/■(2i  +  «), 
»-/(«i  +  i) -/■(.(-«). 

Nachdem  d'Alembert  dies  für  die  allgemeine  Lösung  des  Problems 
geleistet  hatte,  beschäftigt  er  sich  in  einer  Fortsetzung*)  seiner  Ab- 
handlung mit  der  Gleichung  /■(£;)  =/'(2;  +  j);  d.  h.  er  sucht  ana- 
lytische  Ausdrücke,  welche  unverändert  bleiben,  wenn  s  um  2i  wächst. 

Es  war  ein  wesentliches  Verdieast  Euler's,  der  im  folgenden  Jahr 
gange  der  Berliner  Abhandlungen**)  eine  neue  Darstellung  diesei 
d'Alembert'schen  Arbeiten  gab,  dass  er  das  Wesen  der  Bedingungen, 
welchen  die  Function  f{ß)  genügen  muss,  richtiger  erkannte.  Er  be- 
merkte, dass  der  Natur  des  Problems  nach  die  Bewegung  der  Saite 
vollständig  bestimmt  sei,  wenn  für  irgend  einen  Zeitpunkt  die  Form 
der  Saite  und  die  Geschwindigkeit  jedes  Punktes  (also  y  und  Sy)  ge- 
gegeben seien,  und  zeigte,  dass  sich,  wenn  man  diese  beiden  Functionen 
sich  durch  willkürlich  gezogene  Curven  bestimmt  denkt, '  daraus  stets 
durch  eine  einfache  geometrische  Construetion  die  d'Alembert'sehe 
Function  f{z)  finden  lasst.     In  der  That,  nimmt  man  an,  dass  für 

i  =  0,  y  =  g(x)  und  ^  =  h (x) 
sei,  so  erhält  man  für  die.  Werthe  von  x  zwischen  0  und  l 


fix)  -  tX~  x)  =  »(»),     /■(»)  +  /■(-  x)  -  i  J*W 


dx 


und  folglich  die  Function  f{z)  zwischen  —  l  und  l;  hieraus  aber  er- 
giebt  sich  ihr  Werth  für  jeden  andern  Werth  von  s  vermittelst  der 
Gleichung 

f{.)-f(,2l  +  .). 
Dies  ist  in  abstracten,  aber  jetzt  allgemein^eläufigen  Begriffen  dargestellt, 
die  Euler'sche  Bestimmung  der  Function  f(^). 

Gegen  diese  Ausdehnung  seiner  Methode  durch  Euler  verwahrte 
sich  indess  d'Alembert  sofort***),  weil  seine  Methode  nothwendig 
voraussetze,  dass  y  sich  in  t  und  x  analytisch  ausdrücken  lasse. 


*)  Ibid.  pag.  220. 

**)  M^moires  de  l'academie  de  Berlin.     1748.    pag.  69, 

***)  Me'moires  de  l'acadömie  de  Berlin.  1760.  pag.  358.  En  effet  on  ue  peut 
ce  me  semble  espriraer  y  aaaljtiqnemeut  d'ane  maniere  f'lua  g4a6i-a\e,  qu'eu  la 
suppoBant  une  fonction  de  t  et  de  x.  Mais  dans  cette  Bappoäition  on  ne  trouvc 
la  Solution  du  probleme  que  ponr  lea  caa  oü  les  cüfförentes  figurea  de  la  corde 
vibrante  peuvcnt  fitre  renferm^es  dans  une  senle  et  möme  ^quation. 
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Ehe  eine  Antwort  Euler'a  hierauf  erfolgte,  erschien  eine  dritte 
von  diesen  beiden  ganz  verschiedene  Behandlung  dieses  Gegenstandes 
von  Daniel  Bernoulli*).  Schon  vor  d'Alembert  hatte  Taylor**) 
gesehen,  dass  ^  ^  aa  h-^  und  zugleich  y  für  x  ^0  und  för  x  =  l 
stets  gleich  0  sei,  wenn  man  »/ =  sin  -  ;— cos — ^^ —  und  hierin  für  n 
eine  ganze  Zahl  setze.  Er  erklärte  hieraus  die  jihysikalische  That- 
saehe,  dass  eine  Saite  ausser  ihrem  Grundtoue  auch  den  Grundton 
einer  -J-,  i-,  ^,  .  ■ .  so  langen  (übrigens  ebenso  beschaffenen)  Saite  geben 
könne,  und  hielt  seine  partienläre  Lösung  für  allgemein,  (t.  h.  er 
glaubte,  die  Schwingung  der  Saite  würde  stets,  wenn  die  ganze  Zahl  h 
der  Höhe  des  Tons  gemäss  bestimmt  würde,  wenigstens  sehr  nahe 
durch  die  Gleichung  ausgedrückt.  Die  Beobachtung,  dass  eine  Saite 
ihre  verschiedenen  Töne  gleichzeitig  geben  könne,  führte  nun  Bernoulli 
zu  der  Bemerkung,  dass  die  Saite  (der  Tiieorie  nach)  auch  der  Gleichung 

1/  =  Za^  sin  ^  cos  ~p  (i  —  ßn) 

gemäss  schwingen  könne,  und  weil  sieb  aus  dieser  Gleichung  alle  be- 
obachteten Modificationen  der  Erscheinung  erklären  liessen,  so  hielt  er 
sie  für  die  allgemeinste***).  Um  diese  Ansicht  zu  stützen,  untersuchte 
er  die  Schwingungen  eines  masselosen  gespannten  Fadens,  der  in 
einzelnen  Punkten  mit  endlichen  Massen  beschwert  ist,  und  zeigte, 
dass  die  Schwingungen  desselben  stets  in,  eine  der  Zahl  der  Punkte 
gleiche  Anzahl  von  solchen  Schwingungen  zerlegt  werden  kann,  deren 
jede  für  alle  Massen  gleich  lange  dauert. 

Diese  Arbeiten  Bernoulli's  veranlassten  einen  neuen  Aufsatz 
Euler's,  welcher  unmittelbar  nach  ihnen  unter  den  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  abgedruckt  istf).  Er  hält  darin  d'Alembert  gegen- 
über festff),  dass  die  Function  /'(g)  eine  zwischen  den  Grenzen  —  l 
und  l  ganz  willkürliche  sein  könne,  und  bemerkt fff),  dass  Bernoulli's 
Lösung  (welche  er  schon  früher  als  eine  besondere  aufgestellt  hatte) 
dann  allgemein  soi  und  zwar  nur  dann  allgemein  sei,  wenn  die  Reihe 
a,  sin  -,  -}-  a^  sin  -?-  -h  ■  ■  ■ 
+  "i  ^»  ~r  ö|  cos  -'     4"  ?>2  cos  — [-  -  - . 

*)  Mömoiies  de  Tacadeinie  de  Berlin.     1753.     p.  147, 
**)  Taylor  de  metbodo  increm entornm, 
***)  1.  c.  p.   157.  art.  Xin. 
t)  Memoires  de  l'acadömie  de  Berlin,     1753.    p.  lOö. 
tt)  1.  c.  p.  214. 
ttt)  !■  c.  a,t.  III-X. 
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für  die  Äbseiase  x  die  Ordinate  einer  zwischen  den  Abscissen  0  und  l 
ganz  willkürlieben  Curve  darstellen  könne.  Nun  wurde  es  damals  von 
Niemand  bezweifelt,  dass  alle  Umformungen,  welche  man  mit  einem 
analytischen  Ausdrucke  —  er  sei  endlich  oder  unendlich  —  vornehmen 
könne,  für  jedwede  Werthe  der  unbestimmten  Grössen  gültig  seien  oder 
doch  nur  in  ganz  speciellen  Fällen  unanwendbar  würden.  Es  schien 
daher  unmöglich,  eine  algebraische  Curve  oder  Oberhaupt  eine  ana- 
lytisch gegebene  nicht  periodische  Curve  durch  obigen  Ausdruck  dar- 
zustellen, und  Euler  glaubte  daher,  die  Frage  gegen  Beruoulli  ent- 
scheiden zu  müssen. 

Der  Streit  zwischen  Euler  und  d'Alembert  war  indess  noch 
immer  unerledigt.  Dies  veranlasste  einen  jungen,  damals  noch  wenig 
bekannten  Mathematiker,  Lagrange,  die  Lösung  der  Aufgabe  auf 
einem  ganz  neuen  Wege  zu  versuchen,  auf  welchem  er  zu  Euler's 
Resultaten  gelangte.  Er  unternahm  es*),  die  Schwingungen  eines 
masselosen  Fadens  zu  bestimmen,  welcher  mit  einer  endlichen  unbe- 
stimmten Anzahl  gleich  grosser  Massen  in  gleich  grossen  Abständen 
beschwert  ist,  und  untersuchte  dann,  wie  sich  diese  Schwingungen 
ändern,  wenn  die  Anzahl  der  Massen  in's  Unendliche  wächst.  Mit 
welcher  Gewandtheit,  mit  welchem  Aufwände  analytischer  Kunstgriffe 
er  aber  auch  den  ersten  Theil  dieser  Untersuchung  durchführte,  so 
liess  der  Uehergang  vom  Endliehen  zum  Unendlichen  doch  viel  zu 
wünschen  übrig,  so  dass  d'Alembert  in  einer  Schrift,  welche  er  an 
die  Spitze  seiner  opuseules  mathematiques  stellte,  fortfahren  konnte, 
seiner  Lösung  den  Ruhm  der  grössten  Allgemeinheit  zu  vindiciren. 
Die  Ansichten  der  damaligen  berühmten  Mathematiker  waren  und 
IjÜeben  daher  in  dieser  Sache  getheiit;  denn  auch  in  spätem  Arbeiten 
behielt  jeder  im  Wesentlichen  seinen  Standpunkt  bei. 

Um  also  schliesslich  ihre  bei  Gelegenheit  dieses  Problems  ent- 
wickelten Ansichten  über  die  willkürlichen  Functionen  und  über  die 
Darstellbarkeit  derselben  durch  eine  trigonometrische  Reihe  zusammen- 
zustellen, so  hatte  Euler  zuerst  diese  Functionen  in  die  Analysis  ein- 
geführt und,  auf  geometrische  Anschauung  gestützt,  die  Infinitesimal- 
rechnung auf  sie  angewandt.  Lagrange**)  hielt  Euler's  Resultate 
(seine  geometrische  Construction  des  Schwingungsverlaufs)  für  richtig; 
aber   ihm    genügte    die    Euler'sche    geometrische   Behandlung   dieser 


*)  Miscellanea   Taurinenaia.     Tom.  I.     Recherches   sur  la  natura   et  la   prc- 
pagation  du  eoa. 

**)  Miscellanea  Taurinensia.    Tom.  IL    Pars  math.  pag.  18. 
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FnnetioHen  nicht.  D'Alembert*)  dagegen  ging  auf  die  Euler'sche 
Auffassungsweiae  der  Differentialgleichung  ein  und  beschränkte  sich, 
die  Richtigkeit  seiner  Resultate  anzufechten,  weil  man  hei  ganz  will- 
kürlichen Functionen  nicht  wissen  könne,  oh  ihre  Differentialquotienten 
stetig  seien.  Was  die  Bernoulli'sche  Lösung  betraf,  80  kamen  alle 
drei  darin  iiberein,  sie  nicht  für  allgemein  zu  halten;  aber  während 
d'Alembert**),  um  Bernoulli's  Lösung  für  minder  allgemein,  ab 
die  seinige,  erklären  zu  können,  behaupten  musste,  dass  auch  eine 
analytisch  gegebene  periodische  Function  sich  nicht  immer  durch  eine 
trigonometrische  Reihe  darstellen  lasse,  glaubte  Lagrange***)  diese 
Möglichkeit  beweisen  zu  können. 


Fast  fünfzig  Jahre  Tergiugea,  ohne  dass  in  der  Frage  über  die 
analytische  Darstellbarkeit  willkürlicher  Functionen  ein  wesentlicher 
Fortschritt  gemacht  wurde.  Da  warf  eine  Bemerkung  Pourier's  ein 
neues  Licht  auf  diesen  Gegenstand;  eine  neue  Epoche  in  der  Entwicklung 
dieses  Theils  der  Mathematik  begann,  die  sieh  bald  auch  äusserlich  in 
gross  artigen  Erweiterungen  der  mathematischen  Physik  kund  that. 
Fourier  bemerkte,  dass  in  der  trigonometrischen  Reihe 
,,.__(  »1  sin  a:  +  «2  sin  2«  +  -  ■  • 

'  W—  l+^i^  +  6iCosa:  +  &aCOs2a;H 

die  Coefficienten  sich  durch  die  Formeln 

(r„  =  —  1  f{x)  ^ianxdx,    6„  =  --  /  f{x)  tasnxäx 

bestimmen  lassen.  Er  sah,  dass  diese  Bestimmongaweise  auch  an- 
wendbar bleibe,  wenn  die  Function  fix)  ganz  willkürlich  gegeben  sei; 
er  setzte  für  f{x)  eine  so  genannte  discontinuir liehe  Function  (die 
Ordinate  einer  gebrochenen  Linie  für  die  Abscisse  x)  und  erhielt  so 
eine  Reihe,  welche  in  der  That  stets  den  Werth  der  Function  gab. 

Als  Fourier  in  einer  seiner  ersten  Arbeiten  Über  die  Wärme, 
welche  er  der  französischen  Akademie  vorlegtef),  (21.  Dee.  1807)  zu- 
erst den  Satz  aussprach,  dass  eine  ganz  willkürlich  (graphisch)  ge- 
gebene Function  sich  durch  eine  trigonometrische  Reihe  ausdrücken  lasse, 

*)  Opuacnles  mathematiquea  p.  d'Alembert.  Tome  pxemier.  1761.  pag.  IG. 
art.  VII— SX. 

**)  OpusculeB  mathömatiques.    Tome  I.    pag.  42.    art.  XXIV. 
***)  Mise.  Tanr.    Tom.  III.    Para  math.    pag.  221.    art.  XXV. 
+)  Bulletin  des  sciences  p.  la  soc.  pbilomatiqne.   Tome  I.  p.  112. 
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war  diese  Behauptung  dem  greisen  Lagrange  so  unerwai'tet,  dass 
er  ihr  auf  das  Entachiedeuste  entgegentrat.  Es  soll*)  sieh  hierüber 
noch  ein  Schriftstück  im  Archiv  der  Pariser  Akademie  befinden. 
Dessenungeachtet  verweist**)  Poiason  überall,  wo  er  sich  der  trigono- 
metrischen Reihen  zur  Darstellung  willkürlicher  Fuuetioneu  bedient, 
auf  eine  Stelle  in  Lagrange's  Arbeiteu  über  die  schwingenden  Saiten, 
wo  sich  diese  Darstellungs weise  finden  soll.  Um  diese  Behauptung, 
die  sieh  nur  aus  der  bekannten  Eivalität  zwischen  Fourier  und 
i'oisson  erklären  lässt***),  zu  widerlegen,  sehen  wir  uns  genöthigt, 
noch  einmal  auf  die  Abhandlung  Lagrange's  zurückzukommen;  denn 
über  jenen  Vorgang  in  der  Akademie  findet  sich  nichts  veröffentlicht. 

Man  findet  in  der  That  an  der  von  Poisson  citirten  Stellef)  die 
Ponnel: 

„V  =  2fYsia.X7tdXx  amxa  +  2fYsm2XadXx  sinSa^re 
-f  2fY3m'dX7idXx  smdxx  -\-  etc.  +  2J'YsmnXadXx  smnxa, 
de  sorte  que,  lorsque  x  ^  X,  on  aura  y  =  ¥,  Y  etant  l'ordonnee  qui 
repond  ä  l'abscisse  X." 

Diese  Formel  sieht  nun  allerdings  ganz  so  aus  wie  die  Fourier'sche 
Reihe,  so  dass  bei  flüchtiger  Ansicht  eine  Verwechselung  leicht  mög- 
lich ist;  aber  dieser  Sehein  rührt  bloss  daher,  weil  Lagrange  das 
Zeichen  fdX  anwandte,  wo  er  heute  das  Zeichen  £AX  angewandt 
haben  würde.  Sie  giebt  die  Lösung  der  Aufgabe,  die  endliche  Sinus- 
reihe 

flj  siuÄjr  +  «2  siu2a;;r  +  ■■■  -|-  «»  sin«a:;t 

so  zu  bestimmen,  dass  sie  für  die  Werthe 

1  2  w 

WT~i'  M^'  ■■•'  M^ir 

von  X,  welche  Lagrange  unbestimmt  durch  X  bezeichnet,  gegebene 
Werthe  erhält.  Hätte  Lagrange  in  dieser  Formel  n  unendlich  gross 
werden  lassen,  so  wäre  er  allerdings  zu  dem  Fourier'schen  Resultat 
gelangt.  Wenn  man  aber  seine  Abhandlung  durchliest,  so  sieht  man, 
dass  er  weit  davon  entfernt  ist  zu  glauben,  eine  ganz  willkürliche 
Function  lasse  sich  wirklich  durch  eine  unendliche  Sinusreihe  dar- 
stellen. Er  hatte  vielmehr  die  ganze  Arbeit  gerade  unternommen,  weil 
er  glaubte,  diese  willkürliehen  Functionen  Hessen  sich  nicht  durch  eine 


*)  Nach  einei  mündlichen  Mittheilnng  des  Herrn  Professor  Divichlet. 
**)  Unter  Ändern  m  dem  verbreiteten  Traite  de  m^cauiiiue  Nro.  323.  p.  638. 
***)  Der  BericM  im  buUetm  deb  sciences  über  die  vod  Fourier  der  Akademie 
vorgelegte  Abhandlung  ist  voa  Foibboh 

t)  Mise    Taui    Tom    III      Pars  mith    tag.  261. 
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Formel  ausdrücken,  und  von  der  trigonometrischen  Reihe  glaubte  er, 
dasa  sie  jede  analytisch  gegebene  periodische  Funetiou  darstellen  könne. 
Freilieh  erscheint  es  uns  jetzt  baam  denkbar,  dass  Lagrange  von 
seiner  Summenformel  nicht  zur  Fourier' sehen  Reihe  geiangt  sein  sollte; 
aber  dies  erklärt  sich  daraus,  dass  durch  den  Streit  zwischen  Euler 
und  d'Älembert  sich  bei  ihm  im  Voraus  eine  bestimmte  Ansicht  über 
den  einzuschlagenden  Weg  gebildet  hatte.  Er  glaubte  das  Schwingungs- 
problem für  eine  unbestimmte  endliche  Anzahl  von  Massen  erst  voll- 
ständig absolviren  zu  müssen,  bevor  er  seine  Grenzbetrachtungen  an- 
wandte.  Diese  erfordern  eine  ziemlich  ausgedehnte  Untersuchung*), 
welche  unnöthig  war,  wenn  er  die  Fourier'sche  Reihe  kannte. 

Durch  Fourier  war  nnn  zwar  die  Natur  der  trigonometrischen 
Reihen  voilkomraen  richtig  erkannt**);  sie  wurden  seitdem  in  der 
mathematischen  Physik  zur  Darstellung  willkürlicher  Functionen  viel- 
fach angewandt,  und  in  jedem  einzelnen  Falle  überzeugte  man  sich 
leicht,  dass  die  Fourier'sche  Reihe  wirklich  gegen  den  Werth  der 
Function  convergire;  aber  es  dauerte  lange,  ehe  dieser  wichtige  Satz 
allgemein  bewiesen  wurde. 

Der  Beweis,  welchen  Cauchy  in  einer  der  Pariser  Akademie  am 
27.  Febr.  1826  vorgelesenen  Abhandlung  gab***),  ist  unzureichend,  wie 
Dirichlet  gezeigt  hatf).  Cauchy  setzt  voraus,  dass,  wenn  man  in 
der  willkürlich  gegebenen  periodischen  Function  f(x)  für  x  ein  com- 
plexes  Argument  x  -i-  yi  setzt,  diese  Function  für  jeden  Werth  von  y 
endlich  sei.  Dies  findet  aber  nur  Statt,  wenn  die  Function  gleich 
einer  constanten  Grösse  ist.  Man  sieht  indess  leicht,  dass  diese  Voraus- 
setzung für  die  ferneren  Schlüsse  nicht  nothwendig  ist.  Es  reicht  hin, 
wenn  eine  Function  ip(x  -\-  yi)  vorhanden  ist,  welche  für  alle  positiven 
Werthe  von  y  endlich  ist  und  deren  reeller  Theil  für  »/  ^  0  der  ge- 
gebenen periodischen  Function  f{x')  gleich  wird.  Will  man  diesen 
Sat?.,  der  in  der  That  richtig  istff),  voraussetzen,  so  führt  allerdings 
der  von  Cauchy  eingeschlagene  Weg  zum  Ziele,  wie  umgekehrt  dieser 
Satz  sich  aus  der  Fourier'schen  Reihe  ableiten  iässt. 

*)  Mise.  Tanr.    Tom,  III.    Pars  math.    S.  251. 
**)  Bulletill  d.  sc.  Tom.  I.   p.  115.    Les  coefflcients  a,  a,  u",  ....  ütant  ainsi 
deteraiin^a  etc. 

***)  Memoirea  de  i'ac.  d.  sc.  de  Paris.     Tom,  VI.     p.  603, 

t)  Grelle  Journal  für  die  Mathematik.     Bd.  IV.  p.  157  &  158. 
■j-f)  Der  Beweis  findet  aick  in  der  Inauguraldissertation  des  Verfassers. 
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Erst  im  Januar  1829  erschieu  im  Journal  von  Grelle*)  eine  Ab- 
handlung von  Dirichlet,  worin  für  Functionen,  die  durchgeliends  eine 
Integration  zulassen  und  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima 
liaben,  die  Frage  ihrer  Darstellbavkeit  durch  trigonometrische  Reihen 
in  aller  Strenge  entschieden  wurde. 

Die  Erkenutniss  des  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  einzuschlagenden 
Weges  ergab  sich  ihm  aus  der  Einsicht,  daas  die  unendlichen  Reihen 
in  zwei  wesentlich  verschiedene  Klassen  zerfallen,  je  nachdem  sie, 
wenn  man  sämmtliche  Glieder  positiv  macht,  convergent  bleiben  oder 
nicht.  In  den  ersteren  können  die  Glieder  beliebig  versetzt  werden, 
der  Werth  der  letzteren  dagegen  ist  von  der  Ordnung  der  Glieder  ab- 
hängig. In  der  That,  bezeichnet  man  in  einer  Reihe  zweiter  Klaase 
die  positiven  Glieder  der  Reihe  nach  durch 
fl, ,  a^,  flg ,  . .  ■ , 
die  negativen  durch 

—  h,,  -  h,,  -&3,  ..., 

so  ist  klar,  dass  sowohl  2^a,  als  2^6  unendlich  sein  müssen;  denn 
wären  beide  endlich,  so  würde  die  Reihe  auch  nach  Gleichmachung 
der  Zeichen  convergiren;  wäre  aber  eine  unendlich,  so  wurde  die  Reihe 
divergiren.  Offenbar  kann  nun  die  Reihe  durch  geeignete  Anordnung 
der  Glieder  einen  beliebig  gegebenen  Werth  C  erhalten.  Denn  nimmt 
man  abwechselnd  so  lange  positive  Glieder  der  Reihe,  bis  ihr  Werth 
grösser  als  C  wird,  und  so  lange  negative,  bis  ihr  Werth  kleiner  als 
G  wird,  so  wird  die  Abweichung  von  C  nie  mehr  betragen,  als  der 
Werth  des  dem  letzten  Zeichenwechsel  voraufgehenden  Gliedes,  Da 
nun  sowohl  die  Grössen  a,  als  die  Grössen  b  mit  wachsendem  Index 
zuletzt  unendlich  klein  werden,  so  werden  auch  die  Abweichungen 
von  C,  wenn  man  in  der  Reihe  nur  hinreichend  weit  fortgeht,  be- 
liebig klein  werden,  d.  h.  die  Reihe  wird  gegen  C  convergiren. 

Nur  auf  die  Reihen  erster  Klasse  sind  die  Gesetze  endlicher  Sum- 
men anwendbar;  nur  sie  können  wirklich  als  Inbegriff  ihrer  Glieder 
betrachtet  werden,  die  Reihen  der  zweiten  Klasse  nicht;  ein  Umstand, 
welcher  von  den  Mathematikern  des  vorigen  Jahrhunderts  übersehen 
wurde,  hauptsächlich  wohl  aus  dem  Grunde,  weil  die  Reihen,  welche 
nach  steigenden  Potenzen  einer  veränderlichen  Grösse  fortschreiten,  all- 
gemein zu  reden  (d.  h.  einzelne  Werthe  dieser  Grösse  ausgenommen), 
zur  ersten  Klasse  gehören. 

•)  Bd.  IV.  pag.  157. 
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Die  Fourier'sche  Reihe  gehört  nun  offenbar  nicht  nothwendig 
zur  ersten  Klasse;  ihre  Convergenz  konnte  also  gar  nicht,  wie  Cauehy 
vergeblich*)  versucht  hatte,  aus  dem  Gesetze,  nach  welchem  die  Glieder 
abnehmen,  abgeleitet  werden.  Es  musste  vielmehr  gezeigt  werden,  dass 
die  endliche  Reihe 

-    /  f(a)  s'madu  siua:  +       j  f{ci)  sin'iada  sm2x  -^  ■  •  ■ 

H —  /  /  W  ^^^  nctdci  sin  nx 

+  „     /  f(tt)da-\-—  I  f{a}  cosadfc  eosa:+-  /  f{oi)co&2adaco&2x-\ — 

-f-  -    /  f(a)  CQsntvda  cosnx, 
oder,  was  dasselbe  ist,  das  Integral 

sich,  wenn  n  in's  Unendliche  vrächst,  dem  Werthe  f(x)  unendlich  an- 
nähert. 

Dirichlet  stützt  diesen  Beweis  auf  die  beiden  Satze: 

l)    Wenn  0  <  c  ^  | ,   nähert   sieh  j'ip  (ß)  -"■''■\"^"t  ^^^  dß   mit   wach- 
sendem )(  zuletzt  unendlich  dem  Werth  —  q'(0}; 
2}    wenn    0<&<e<^,    nähert    sich    /V  W  ^^^"^'-^  <?/3    mit 

wachsendem  n  zuletzt  unendlich  dem  Werth  0, 
vorausgesetzt,    dass   die  Function  ^(ß)   zwischen   den  Grenzen   dieser 
Integrale  entweder  immer  abnimmt,  oder  immer  zuoimiiit. 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Sätze  lässt  sieh,  wenn  die  Function  /' 
nicht  unendlich  oft  Tom  Zunehmen  zum  Abnehmen  oder  vom  Ab- 
nehmen zum  Zunehmen  übergeht,  das  Integral 

*)  Dirichlet  in  Orelle'a  Journal.  Bd.  IV.  pag.  168,  Quoi  qu"i!  en  aoit  de 
cette  premiöre  Observation,  .  .  .  k  mesure  que  n  croit. 


y  Google 


durch  eine  trigonometrische  Reihe. 


LJ 


offenbar  in  eine  endliehe  Anzahl  von  Gliedern  zerlegen,  von  denen 
eins*)  gegen  -^/(ie  +  O))  ein  anderes  gegen  ^ fix  —  0),  die  übrigen 
aber  gegen  0  convergiren,  wenn  n  ins  unendliche  wächst. 

Hieraus  folgt,  dass  durch  eine  trigonometrische  Reihe  jede  sich 
nach  dem  Intervall  2;r  periodisch  wiederholende  Function  darstellbar 
ist,  welche 

1)  durchgehends  eine  Integration  zulässt, 

2)  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat  und 

3)  wo  ihr  Werth  sich  sprungweise  ändert,  den  Mittelwerth  zwi- 
schen den  beiderseitigen  Grenzvrerthen  annimmt. 

Eine  Function,  welche  die  ersten  beiden  Eigenschaften  hat,  die 
dritte  aber  nicht,  kann  durch  eine  trigonometrische  Reihe  offenbar 
nicht  dargestellt  werden;  denn  die  trigonometrische  Reihe,  die  sie 
ausser  den  Un Stetigkeiten  darstellt,  würde  in  den  Unstetigkeitsp  unkten 
selbst  von  ihr  abweichen.  Ob  und  wann  aber  eine  Function,  welche 
die  ersten  beiden  Bedingungen  nicht  erfüllt,  durch  eine  trigonometrische 
Reihe  darstellbar  sei,  bleibt  durch  diese  Untersuchung  unentschieden. 

Durch  die  Arbeit  Dirichlet's  ward  einer  grossen  Menge  wich- 
tiger analytischer  Untersuchungen  eine  feste  Grundlage  gegeben.  Es 
war  ihm  gelungen,  indem  er  den  Punkt,  wo  Euler  irrte,  in  volles 
Licht  brachte,  eine  Frage  zu  erledigen,  die  so  viele  ausgezeichnete 
Mathematiker  seit  mehr  als  siebzig  Jahren  (seit  dem  Jahre  1753)  be- 
schäftigt hatte.  In  der  That  für  alle  Fäile  der  Natur,  um  welche  es 
sich  allein  handelte,  war  sie  vollkommen  erledigt,  denn  so  gross  auch 
unsere  Unwissenheit  darüber  ist,  wie  sich  die  Kräfte  und  Zustände  der 
Materie  nach  Ort  und  Zeit  im  Unendlichkl einen  ändern,  so  können 
wir  doch  sicher  annehmen,  dass  die  Functionen,  auf  welche  sich  die 
Dirichlet'sche  Untersuchung  nicht  erstreckt,  in  der  Natur  nicht  vor- 
kommen. 

Dessenungeachtet  scheinen  diese  von  Diriehlet  unerledigten  Fälle 
aus  einem  zweifachen  Grunde  Beachtung  zu  verdienen. 


*)  Eb  ist  nicht  schwer  »u  haweisen,  dass  der  Werth  einer  Function  /',  welche 
nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  stets,  sowohl  wenn  der  Argument- 
werth  abnehmend,  als  wenn  er  auuehmend  gleich  :c  wird,  entweder  festen  Gretiz- 
werthen  f{a;  +  0)  und  f{a:  — -  0}  (nach  Dirichlet's  Bezeichnung  in  Dove's  Eeper- 
torinm  der  Physik.  Bd.  1,  pa;^.  170)  sich  nähern,  oder  nnendlicb  gross  werden 
müase,  (') 
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Erstlich  stehtj  wie  Dirichlet  selbst  am  Schlüsse  semer  Abhaud- 
lung  bemerkt,  dieser  Gegenstand  mit  den  Pimcipien  der  Infinitesimal- 
rechnung in  der  engsten  Verbindung  und  Kann  dazu  dienen,  diese 
Principieu  zu  grösserer  Klarheit  und  Beatimmtheit  zu  bimgen.  In 
dieser   Beziehung    hat    die   Behandlung    desselben    em    unmittelbares 


Zweitens  aber  ist  die  Anwendbarkeit  der  Fourier'sehen  Reiben 
nicht  auf  physikalische  Untersuchungen  beschränkt;  sie  ist  jetzt  auch 
in  einem  Gebiete  der  reinen  Mathematik,  der  Zahlentbeorie,  mit  Er- 
folg angewandt,  und  hier  seheinen  gerade  diejenigen  Functionen,  deren 
Darstellbarkeit  durch  eine  trigonometrische  Reihe  Dirichlet  nicht 
untersucht  hat,  von  Wichtigkeit  zu  sein. 

Am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  verspricht  freilich  Dirichlet, 
später  auf  diese  Fälle  zurückzukommen,  aber  dieses  Versprechen  ist 
bis  jetzt  unerfüJlt  geblieben.  Auch  die  Arbeiten  von  Dirksen  und 
Bessel  Über  die  Cosinus-  und  Sinusreihen  leisten  diese  Ergänzung 
nicht;  sie  stehen  vielmehr  der  Dirichlet'schen  an  Strenge  und  All- 
gemeinheit nach.  Der  mit  ihr  fast  ganz  gleichzeitige  Aufsatz  Dirk  s  en's*), 
welcher  offenbar  ohne  Kenntniss  derselben  geschrieben  ist,  schlägt 
zwar  im  Allgemeinen  einen  richtigen  Weg  ein,  enthält  aber  im  Ein- 
zelnen emige  Ungenauigkeiten.  Denn  abgesehen  davon,  dass  er  in 
einem  speciellen  Falle**)  für  die  Summe  der  Reihe  ein  falsches  Re- 
sultat findet,  stützt  er  sich  in  einer  Nebenbetrachtnng  auf  eine  nur  in 
besonderen  Fallen  mögliche  Reihenentwicklung***),  so  dass  sein  Be- 
weis nur  für  Functionen  mit  überall  endlichen  ersten  Differential- 
quotienten vollständig  ist,  Besself)  sucht  den  Dirichlet'schen  Be- 
weis zu  vereinfachen.  Aber  die  Äenderungen  in  diesem  Beweise  ge- 
währen keine  wesentliche  Vereinfachung  in  den  Schlüssen,  sondern 
dienen  höchstens  dazu,  ihn  in  geläufigere  Begriffe  zu  kleiden,  während 
seine  Strenge  und  Aligemeinheit  beträchtlich  darunter  leidet. 

Die  Frage  über  die  DarsteObarlteit  einer  Function  durch  eine  tri- 
gonometrische Reihe  ist  also  bis  jetzt  nur  unter  den  beiden  Voraus- 
setzungen entschieden,  dass  die  Function  durchgehends  eine  Integration 
zulässt  und  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat.  Wenn  die 
letztere  Voraussetzung  nicht  gemacht  wird,  so  sind  die  beiden  Integral- 
theoreme Dirichlet's  zur  Entscheidung  der  Frage  unzulänglich;  wenn 
aber  die  erstere  wegfällt,  so  ist  schon  die  Fourier'sche  Coefficienten- 

*)  Ci'öllu's  Jouroal.     Bd.  IV.  p.  170. 
**)  1.  c.  Formel  m. 
^^*)  1.  c.  Art.  3. 
t)  Schumaclier.     Astronomische  Nachricht«)!.     Nro,  374  (Bd.   16.  p.  329). 
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bestimmung  nicht  anwendbar.  Der  im  Folgenden,  wo  diese  Frage 
ohne  besondere  Voraussetzungen  über  die  Natur  der  Function  unter- 
sucht werden  soll,  eingeschlagene  Weg  ist  hierdurch,  wie  man  sehen 
wird,  bedingt;  ein  so  directer  Weg,  wie  der  ülrichlet's,  ist  der  Natur 
der  Sache  nach  nicht  möglich. 


Ueber  den  Begriff  eines  bestimmten  Integrals  und  den  Umfang 
seiner  Gültigkeit. 


Die  Unbestimmtheit,  welche  noch  in  einigen  Fundamentalpunkten 
der  Lehre  von  den  bestimmten  Integralen  herrscht,  nofchigt  uns. 
Einiges  voraufzuachicben  über  den  Begriff  eines  bestimmten  Integrals 
und  den  Umfang  seiner  Gültigkeit. 

Also  zuerst:  Was  hat  man  unter    /  fix)  dx  zu  verstehen? 


y  vw " 


Um  dieses  festzusetzen,  nehmen  wir  zwischen  a  und  b  der  Grösse 
nach  auf  einander  folgend,  eine  Reihe  von  Werthen  a;,,  x^,  . . .,  x„—i 
an  und  bezeichnen  der  Kürze  wegen  x^  —  o  durch  d\,  x^  —  x,  durch 
Sj,  . . .,  &  —  .c„_i  durch  Sa  und  durch  b  einen  positiven  ächten  Bruch. 
Es  wird  alsdann  der  Werth  der  Summe 

S  =  <Ji  f{n  +  £,dj  +  S^  f{x^  +  eM  +  ^s  fi^2  +  %  ^^)  "! 

von  der  Wahl  der  Intervalle  d  und  der  Grössen  e  abhängen.  Hat  sie 
nun  die  Eigenschaft,  wie  auch  d  und  e  gewählt  werden  mögen,  sich 
einer  festen  Grenze  Ä  unendlich  zu  nähern,   sobald  sämmtliche  Ö  un- 


endüch  klein  werden,  so  heisst  dieser  Werth 


fm « 


Hat  sie  diese  Eigenschaft  nicht,  so  hat  /  f{x)dx  keine  Bedeutung. 

Man  hat  jedoch  in  mehreren  Fällen  versucht,  diesem  Zeichen  auch 
dann  eine  Bedeutung  beizulegen,  und  unter  diesen  Erweiterungen  des 
Begriffs  eines  bestimmten  lutegrals  ist  eine  von  allen  Mathematikern 
angenommen.  Wenn  nämlich  die  Function  fix)  bei  Annäherung  des 
Arguments  an  einen  einzelnen  Werth  c  in  dem  Intervalle  (a,  V)  un- 
endlich gross  wird,  so  kann  offenbar  die  Summe  S,  welchen  Grad 
von   Kleinheit  man  auch  den  S  vorschreiben  möge,  jeden  beliebigen 
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Werth  erlialten;  sie  hat  also  keinen  Grenzwerth,  und    l  f{x)dx  würde 

nach  dem  Obigen  keine  Bedeutung  haben.     Wenn  aber  alsdann 

i'f{j)dx^  i't{x)dx 

sich,   wenn    «^    und    a.,  unendlich  klein   werden,    einer  festen   Grenze 

nähert,  so  versteht  man  unter    /  f(x)  dx  diesen  Grenzwerth. 

Andere  Festsetzungen  von  CaucHy  über  den  Begriff  des  bestimmten 
Integrales  in  den  Fällen,  wo  es  dem  Grundbegriffe  nach  ein  solches 
nicht  giebt,  mögen  für  einzelne  Klassen  von  Untersuchungen  zweck- 
mässig sein;  sie  sind  indess  nicht  allgemein  eingeführt  und  dazu,  schon 
wegen  ihrer  grossen  Willkürlichkeit,  wohl  kaum  geeignet. 

5. 

Untersuchen  wir  jetzt  zweitens  den  Umfang  der  Gültigkeit  dieses 
Begriffs  oder  die  Frage:  in  welchen  Fällen  lässt  eine  EVnction  eine 
Integration  zu  und  in  welchen  nicht? 

Wir  betrachten  zunächst  den  Integralbegriff  im  engern  Sinne, 
d.  h.  wir  setzen  voraus,  dass  die  Summe  S,  wenn  samratliche  tf  un- 
endlich klein  werden,  convergirt.  Bezeichnen  wir  also  die  grösate 
Schwankung  der  Function  zwischen  a  und  ä,,  d.  h.  den  Unterschied 
ihres  grössten  und  kleinsten  Werthes  in  diesem  Intervalle,  durch  D^, 
zwischen  x^  und  x^  durch  /Jg  ...,  zwischen  a;„_i  uad  &  durch  I>„, 
so  muss 

mit  den  Grössen  <J  unendlich  klein  werden.  Wir  nehmen  ferner  an, 
dass,  so  lange  s'ämmtliche  5  kleiner  als  d  bleiben,  der  grösate  Werth, 
den  diese  Summe  erhalten  kann,  A  sei;  A  wird  alsdann  eine  Function 
von  d  sein,  welche  mit  d  immer  abnimmt  und  mit  dieser  Grösse  un- 
endlich klein  wird.  Ist  nun  die  Gesammtgrösse  der  Intervalle,  in 
welchen  die  Schwankungen  grösser  als  6  sind,  =  s,  so  wird  der  Bei- 
trag dieser  Intervalle  zur  Summe  Ä[Z),  +  iS^D^  -|-  . . .  -j-  ä^D„  offenbar 
>  0s.     Man  hat  daher 

öS  <  d,Z),  +  d,]X,  -I h  d„l)„  <  A,  folglich  s  ^  -^  ■ 

-   kann  nun,   wenn  fl  gegeben  ist,  immer  durch  geeignete  Wahl  von 
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ä  beliebig  klein  gemacht  werden;  dasselbe  gilt  daher  von  s,  und  es 
ergiebt  sich  also: 

Damit  die  Summe  S,  wenn  sämmtliche  S  unendlich  klein  werden, 
convergirt,  ist  ausser  der  Endlichkeit  der  Function  fix)  noch  erfor- 
derlich, dass  die  Gesammtgrösse  der  Intervalle,  in  welchen  die 
Schwankungen  >  6  sind,  was  auch  6  sei,  durch  geeignete  Wahl  von 
ä  beliebig  klein  gemacht  werden  kann. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren: 

Wenn  die  Function  f{x)  immer  endlich  ist,  und  bei  unendlichem 
Abnehmen  sämmtlicher  Grössen  ö  die  Gesammtgrösse  s  der  Intervalle, 
in  welchen  die  Schwankungen  der  Function  f(x)  grösser,  als  eine  ge- 
gebene Grösse  ff,  sind,  stets  zuletzt  unendlich  klein  wird,  so  conver- 
girt  die  Summe  S,  wenn  sämmtliche  8  unendlich  klein  werden. 

Denn   diejenigen  Intervalle,   in   welchen    die   Schwankungen  >  a 

sind,   liefern    zur  Summe   ^^B^ -\- d^B^ -\ \- fl„J)„  einen  Beitrag, 

kleiner  als  s,  multiplicirt  in  die  grösste  Schwankung  der  Function 
zwischen  a  und  h,  welche  (n.  V.)  endlich  ist;  die  übrigen  Intervalle 
einen  Beitrag  <  e  (ft  —  d).  Offenbar  kann  man  nun  erst  e  beliebig 
klein  annehmen  und  dann  immer  noch  die  Grösse  der  Intervalle  (n.  V.) 
so  bestimmen,  dass  auch  s  beliebig  klein  wird,  wodurch  der  Summe 
S^D^-\-  ■■■-{■  8 nl>„  jede  beliebige  Kleinheit  gegeben,  und  folglich 
der  Werth  der  Summe  S  in  beliebig  enge  Grenzen  eingeschlossen 
werden  kann. 

Wir  haben  also  Bedingungen  gefunden,  weiche  nothwendig  imd 
hinreichend  sind,  damit  die  Summe  S  bei  unendlichem  Abnehmen  der 
Grössen  S  eonvergire  und  also  im  eugern  Sinne  von  einem  Integrale 
der  Function  f{x)  zwischen  a  und  &  die  Kede  sein  könne.  (^) 

Wird  nun  der  Integralbegriff  wie  oben  erweitert,  so  ist  offenbar, 
damit  die  Integration  durchgehends  möglich  sei,  die  letzte  der  beiden 
gefundenen  Bedingungen  auch  dann  noch  nothwendig;  au  die  Stelle 
der  Bedingung,  dass  die  Function  immer  endlich  sei,  aber  tritt  die 
Bedingung,  dass  die  Function  nur  bei  Annäherung  des  Arguments  an 
einzelne  Werthe  unendlich  werde,  und  dass  sich  ein  bestimmter 
Grenzwerth  ergebe,  wenn  die  Grenzen  der  Integration  diesen  Werthen 
unendlich  genähert  werden. 

6. 

Nachdem  wir  die  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  eines  bestimmten 
Integrals  im  Allgemeinen,  d.  h.  ohne  besondere  Voraussetzungen  über 
die  Natur  der  zu  integrirenden  Function,  untersucht  haben,  soll  nun 
diese   Untersuchung    in    besonderen    Fällen    theils    angewandt,    theils 
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weiter  ausgeführt  werden,  und  zwar  zunächst  für  die  Functionen, 
welche  zwischen  je  zwei  noch  ao  engen  Grenzen  nnendlich  oft  un- 
stetig sind. 

Da  diese  Functionen  noch  nirgends  betrachtet  sind,  wird  es  gut 
sein,  von  einem  bestimmten  Beispiele  auszugehen.  Man  bezeichne  der 
Kürze  wegen  durch  (x)  den  Ueberschuss  von  x  über  die  nächste  ganze 
Zahl,  oder,  wenn  x  zwischen  zweien  in  der  Mitte  liegt  und  diese  Be- 
stimmnng  zweideutig  wird,  den  Mittelwerth  aus  den  beiden  Werthen 
^  und  — ^,  also  die  Null,  ferner  durch  n  eine  ganze,  durch  ^  eine 
ungerade  Zahl  und  bilde  alsdann  die  Reihe 

SO  eonvergirt,  wie  leicht  zu  sehen,  diese  Reihe  für  jeden  Werth  von  x; 
ihr  Werth  nähert  sich,  sowohl,  wenn  der  Argument  werth  stetig  ab- 
nebmeud,  als  wenn  er  stetig  zunehmend  gleich  x  wird,  stets  einem 
festen  Grenzwerth,  und  zwar  ist,  wenn  x  =  ^  (wo  p,  n  relative  Prim- 
zahlen) 

/■(^-o)  =  r(^)  +  ^^(i-f.j.  +  ^  +  ...)  =  /-(^}  +  ^^^, 

sonst  aber  überall  f{x  +  0)  =  f{x) ,  fix  -  0)  =  f{x) . 

Diese  Function  ist  also  für  jeden  rationalen  Werth  von  x,  der  in 
den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt  ein  Bruch  mit  geradem  Nenner  ist, 
unstetig,  also  zwischen  je  zwei  noch  so  engen  Grenzen  unendlich  oft, 
so  jedoch,  dass  die  Zahl  der  Sprünge,  welche  grösser  als  eine  ge- 
gebene Grosse  sind,  immer  endlich  ist.  Sie  lässt  durchgehends  eine 
Integration  zu.  In  der  That  genügen  hierzu  neben  ihrer  Endlichkeit 
die  beiden  Eigenschaften,  dass  sie  für  jeden  Werth  von  x  beiderseits 
einen  Grenzwerth  f{x  +  0)  und  fix  —  0)  bat,  und  di^s  die  Zahl  der 
Sprünge,  welche  grösser  oder  gleich  einer  gegebenen  Grösse  ö  sind, 
stets  endlich  ist.  Denn  wenden  wir  unsere  obige  Untersuchung  an, 
so  lässt  sich  offenbar  in  Folge  dieser  beiden  Umstände  d  stets  so  klein 
annehmen,  dass  in  sümmtlichen  Intervallen,  welche  diese  Sprünge  nicht 
enthalten,  die  Schwankungen  kleiner  als  ff  sind,  und  dass  die  Ge- 
sammtgrijsse  der  Intervalle,  welche  diese  Sprünge  enthalten,  beliebig 
klein  wird. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Functionen,  welche  nicht 
unendlich  viele  Masima  und  Minima  haben  (zu  welchen  übrigens  die 
eben  betrachtete  nicht  gehört),   wo  sie  nicht  unendlich  werden,  stets 
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diese  beiden  Eigenschaften  besitzen  und  daher  allenthalben,  wo  sie 
nicht  unendlich  werden,  eine  Integration  zulassen,  wie  sich  auch  leicht 
direcfc  zeigen  läsat.  (^) 

Um  jetzt  den  Fall,  wo  die  zu  integrirende  Function  f{x)  für  einen 
einzelnen  Werth  unendlich  gross  wird,  näher  in  Betracht  zu  ziehen, 
nehmen  wir  an,  dass  dies  für  a;  =  0  stattfinde,  so  dass  bei  abnehmen- 
dem positiven  x  ihr  Werth  zuletzt  über  jede  gegebene  Grenze  wächst. 

Es  iässt  sich  dann  leicht  zeigen,  dass  xf{x}  bei  abnehmendem  x 
von  einer  endlichen  Grenze  a  an,  nicht  fortwährend  grösser  als  eine 
endliche  Grösse  c  bleiben  könne.     Denn  dann  wäre 

dx 


i'f{x)dx>c  r^^- 


also  grösser  als  c  (log  —  —  log  —1,  welche  Grösse  mit  abnehmendem 

X  zuletzt  in's  Unendliche  wächst.     Es   muss  also  xf(x),   wenn  diese 

Function  nicht  in  der  Nähe  von  x  =  0  unendlich  viele  Maxima  und 

Minima  bat,   nothwendig  mit  x  unendlich  klein   werden,    damit  f(x) 

einer  Integration  fähig  sein  könne.     Wenn  andererseits 

_  fix)  dx  (1  -  «) 

■'■) 

bei  einem  Werth  von   a  <  1  mit  x  unendlich  klein  wird,  so  ist  klar, 

dass  das  Integral  bei  unendlichem  Abnehmen  der  unteren  Grenze  con- 

vergirt. 

Ebenso   findet  man,   dass  im  Falle  der  Convergenz  des  Integrals 

die  Functionen 

..  ,     ,       i            f(x)dx        -■/  \    1      1  1      1       1              ffx)dx 
f(_x)xlog-^  =  ■■- i-,/^{^)^log-loglog-- '-'■--' .  .., 

—  d  log  log  —  —  d  log  log  log  — 

/■(»:)«  log  ^  log  log -|  ■■■  lüg"-^-^  log"-^  =_^M^__ 
—  dlog  '^''- 

nicbt  bei  abnehmendem  x  von  einer  endlichen  Grenze  an  fortwährend 
grösser  als  eine  endliche  Grösse  bleiben  können,  und  also,  wenn  sie 
nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben,  mit  x  unendlich 
klein  werden  müssen;  dass  dagegen  das  Integral  ff{x)  dx  bei  un- 
endlichem Abnehmen  der  unteren  Grenze  convergire,  sobald 

f(^)  a;  log  -  ■  .  ■  log"- 1  -  ( iog"  -     =  -^--r— -iTr-"i 

für  a  >  T  mit  x  unendlich  klein  wird. 
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Hat  aber  die  Function  ((x)  unendlich  viele  Maxima  und  Minima 
so  lässt  sict  über  die  Ordnung  ihres  Unendlich  werden  s  nichts  be- 
stimmen. In  der  That,  nehmen  wir  an,  die  Function  sei  ihrem  ab- 
soluten Werthe  nach,  wovon  die  Ordnung  des  Unendlich  Werdens  allein 
abhängt,  gegeben,  so  wird  man  immer  durch  geeignete  Bestimmung 
des  Zeichens  bewirken  können,  dass  das  Integral //'(ic) (?a;  bei  unend- 
lichem Abnehmen  der  unteren  Grenze  convergire.  Als  Beispiel  einer 
solchen  Function,  welche  unendlich  wird  und  zwar  so,  dass  ihre  Ordnung 
(die  Ordnung  von  -  als  Einheit  genommen)  unendlich  gross  ist,  mag 


"("• 


»'+ , 


dienen. 

Das  möge  über  diesen  im  Grunde  in  ein  anderes  Gebiet  gehörigen 
Gegenstand  genügen;  wir  gehen  jetzt  an  unsere  eigentliche  Aufgabe, 
eine  allgemeine  Untersuchung  über  die  Darstellbarkeit  einer  Function 
durch  eine  trigonometrische  Keihe. 

Uutersucliimg   der  Darstellbarkeit   einer  Fouotiou   duroh   eine  txigo- 

nometriscbe  Keihe  oline  besondere  Voraussetziingen  über  die  Natur 

der  Fnnction, 


Die  bisherigen  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  hatten  den  Zweck, 
die  Fourier'sche  Reibe  für  die  in  der  Natur  vorkommenden  Falle  zu 
beweisen;  es  konnte  daher  der  Beweis  für  eine  ganz  willkürlich  an- 
genommene Function  begonnen,  und  später  der  Gang  der  Function  behufs 
des  Beweises  willkürlichen  Beschrfmkungen  unterworfen  werden,  wenn 
sie  Dur  jenen  Zweck  nicht  beeinträchtigten.  Für  unsem  Zweck  darf 
derselbe  nur  den  zur  Darstellbarkeit  der  Function  nothwendigen  Be- 
dingungen unterworfen  werden;  es  müssen  daher  zunächst  zur  Dar- 
stellbarkeit nothwendige  Bedingungen  aufgesucht  und  aus  diesen  dann 
zur  Darstellbarkeit  hinreichende  ausgewählt  werden.  Während  also 
die  bisherigen  Arbeiten  zeigten:  wenn  eine  Function  diese  und  jene 
Eigenschaften  hat,  so  ist  sie  durch  die  Fourier'sehe  E-eihe  darstell- 
bar; müssen  wir  von  der  umgekehrten  Frage  ausgehen;  Wenn  eine 
Function  durch  eine  trigonometrische  Beihe  darstellbar  ist,  was  folgt 
daraus  über  ihren  Gang,  über  die  Aenderung  ihres  Werthes  bei  stetiger 
Aenderung  des  Arguments? 
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Demnach  betrachten  wir  die  E«ihe 

Oj  am  X  -\-  a^  sm  2x  -\-  ■  ■  ■ 
"H  ^  ^0  ~f"  ^1  '^'^^  ^  +  ^2  <^'*^  2x  -\-  ■  ■  ■ 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

i\'=  A,i,  Oj  sma;  -f-  ij  cosa;  ^  A^,  a^  s'm2x  -\-  \  e,oü2x  "^  Ä.,,  ... 
setzen,  die  Reihe 

A  +  ^1  +  ^,  +  ■  -  ■ 

als  gegeben.  Wir  bezeichnen  diesen  Ausdruck  durch  £1  und  seineu 
Werth  durch  f{x),  so  dass  diese  Function  nur  für  diejenigen  Werfcbe 
von  X  vorhanden  ist,  wo  die  Reihe  convergirt. 

Zur  Convergenz  einer  Reihe  ist  nothwendig,  dass  ihre  ,GUeder 
zidetzt  unendHch  Hein  werden.  Wenn  die  Ooeffieienten  «„,  &„  mit 
wachsendem  n  in's  Üuendhche  abnehmen,  so  werden  die  Glieder  der 
Reihe  ß  für  jeden  Werth  von  x  zuletzt  unendlich  klein;  andernfalls 
kann  dies  nur  für  besondere  Werthe  von  x  stattfinden,  Ea  ist  nöthig, 
beide  Fälle  getrennt  zu  behandeln. 


Wir  setzen   also   zunächst  voraus,   dass  die  Glieder  der  Reihe  ß 
für  jeden  Werth  von  x  zuletzt  unendlich  klein  werden. 
Unter  dieser  Voraussetzung  convergirt  die  Reihe 

C'+  Cx  +  Ä^"^^^  - 

welche  man  aus  ß  durch  zweimahge  Integration  jedes  Gliedes  nach  x 
erhält,  für  jeden  Werth  von  x.  Ihr  Werth  F{x)  ändert  sieh  mit  x 
stetig,  und  diese  Function  F  von  x  lässt  folglich  allenthalben  eine 
Integration  zn. 

Um   Beides  — -  die  Convergenz  der  Reihe  und  die  Stetigkeit  der 
Function  F{x)  —  einzusehen,   bezeichne  man  die  Summe  der  Glieder 

A, 
bis einschliesslich  durch  N,  den  Rest  der  Reihe,  d.  h.  die  Reihe 

_  ±^+^    „    1"+«    _ 

durch  B.  und  den  grössten  Werth  von  A,„  f ür  »»  >  w  durch  e.  Als- 
dann bleibt  der  Werth  von  M,  wie  weit  mau  diese  Reihe  fortsetzen 
möge,  offenbar  abgesehen  vom  Zeichen 

■^  ^  \(M  +  IV  +  (V+  '!)■'  "1  /  <  m 

und  kann  also  in  beliebig  kleine  Grenzen  eingeschlossen  werden,  wenn 
man  n  nur  iiinreichend  gross  annimmt;  folglich  convergirt  die  Reihe, 
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Ferner  ist  die  Function  F(x)  stetig;  d.  h.  ihrer  Aenderung  kann  jede 
Kleinheit  gegeben  werden,  wenn  man  der  entsprechenden  Aenderung 
von  X  eine  hinreichende  Kleinheit  vorschreibt.  Denn  die  Aenderung 
von  F(x)  setzt  sich  zusammen  aus  der  Aenderung  von  R  und  von  N; 
offenbar  kann  man  nun  erst  n  so  gross  annehmen,  dass  B,  was  auch 
X  sei,  und  folglich  auch  die  Aenderung  von  B  für  jede  Aenderung 
von  X  beliebig  klein  wird,  und  dann  die  Aenderung  von  x  so  klein 
annehmen,  dass  auch  die  Aenderung  von  N  beliebig  klein  wird. 

Es  wird  gut  sein,  einige  Sätze  über  diese  Function  F{x),  deren 
Beweise  den  Faden  der  Untersuchung  unterbrechen  würden,  vorauf- 
zuschicken. 

Lehrsatz  1,     Falls  die  Reihe  H  convergirt^  convergirt 
F(x  +  ,^  +  §)-  F(x  +  ^^ß)-Fix^a  +  ß)  +  F(x-^-&) 

wenn  k  und  ß  so  unendlich  klein  werden,  dass  ihr  Verhaltniss  endlich 
bleibt,  gegen  denselben  Werth  wie  die  Reihe. 
In  der  That  wird 
Fix  +  a  +  p)~F(x-\-<^-&}-F(c.-^  +  ß)  +  F(x:~«-ß) 
i^ß 

oder,  um  den  einfacheren  Fall,  wo  ß  =^  a,  zuerst  zu  erledigen, 

I-(,  +  2.)-.J-W  +  .F(.-2-)  _  ^^  +  ^^  (?!_;_")■  +  A.  (ü|i")'  +  .  .  . 

Ist  die  unendliche  Reihe 

A,  +  A,  +  A,  +  -    ■-/■(*), 
die  Reihe 

A  +  A  +  --'  +  ^-i- /■(»)  +  «.. 

so  muss  sich  für  eine  beliebig  gegebene  Grösse  iJ  ein  Werth  m  von  n 
angeben  lassen,  so  dass,  wenn  «  >  m,  b«<.S  wird.  Nehmen  wir  nun 
«  so  klein  an,  dass  ma  <  n,  setzen  wir  ferner  mittelst  der  Substitution 


^C 


)  A^  in  die  Form 


f{')  + 


^-K^ifei^-^: 


und  theilen  wir  diese  letztere  unendliche  Reihe  in  drei  Theile,  indem  wir 

1)  die  Glieder  vom  Index  1  bis  m  einschliesslich, 

2)  vom  Index  m  •{-  \   bis  zur   grössten  unter  —  liegenden  ganzen 
Zahl,  welche  s  sei, 

3)  von  s  +  1  bis  unendlich. 
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zusammenfassen,  so  besteht  der  erste  Theil  aus  einer  endlichen  Anzahl 
stetig  sich  ändernder  Glieder  und  kann  daher  seinem  Grenzwerth  0 
beliebig  genähert  werden,  wenn  man  «  hinreichend  klein  werden  lässt; 
der  zweite  Theil  ist,  da  der  Factor  von  e„  beständig  positiv  ist,  offen- 
bar abgesehen  vom  Zeichen 

<Mr»r)"-r^^)> 

um  endlich  den  dritten  Theil  in  Grenzen  einzusch Hessen,  zerlege  man 
das  allgemeine  Glied  in 

und 

so  leuchtet  ein,  dass  es 

und  folglich  die  Summe  von  n  =  s  -{-  1  bis  w  =  oo 

welcher  Werth  für  ein  unendlich  kleines  tt  in 
^  I  re«  "'"  n  I      übergeht. 


Die  ] 


2M(1fc^)'- ("")'} 


nähert  sieh  daher   mit  abnehmendem  a  einem  Grenzwerth,  der  nicht 
grösser  als 

^i  +  j  +  il 

sein  kann,  also  Null  sein  muss,  und  folglich  couvergirt 

iaa  > 

welches 

mit  in'a  Unendliche  abnehmendem  a  gegen  f{x),   wodurch  unser  Satz 

für  den  Fall  ß  ^  a  bewiesen  ist. 

Um  ihn  allgemein  zn  beweisen,  sei 
F(x  +  a  +  ß)  --  2F(x)  +  F(it  -  „  -  (i)  _  („  +  ßf  (f(i:)  +  «,) 
F(x  +  «-ß)-'2F{x)  +  F(x-«  +  ß)  =  («-  ßf  (fix)  +  *,) , 
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F(x  +  ^  +  ß)^Ficc+^~ß)~F{x-a  +  ß)  +  F(x-a-ß) 

=  4ußfix)  +  (« +  ßys,  -  (« -  ßfä,. 

In  Folge  des  eben  Bewiesenen  werden  nun  Äj  und  ijg  unendlich  klein, 
sobald  K  und  ß  unendlieli  klein  werden;  es  wird  also  auch 

unendlich  klein,  wenn  dabei  die  Coefflcienten  von  d^  und  dg  nicht  un- 
endlich gross  werden,  was  nicht  stattfindet,  wenn  zugleich  —  endlich 
bleibt;  und  folglich  convergirt  alsdann 

J'(a--  +  «  +  ffi-.F(-'g  +  «-  ß)  -  J'(a;  -  «  +  p)  +  F(^  -  «  -  ß) 
gegen  /(a;),  w.  z.  b.  w. 

Lehrsatz  2. 

F^^_+  2«)  +  F(«-a«)-a.F(^) 

2a 
wird  stets  mit  «  unendlich  klein. 

Um  dieses  zu  beweisen,  theile  man  die  Reihe 

in  drei  Gruppen,  von  welchen  die  erste  alle  Glieder  bis  zu  einem  festen 
Index  m  enthält,  von  dem  an  An  immer  kleiner  als  s  bleibt,  die  zweite 
alle  folgenden  Glieder,  für  welche  h«  <;  als  eine  feste  Grösse  c  ist,  die 
dritte  den  Rest  der  Reihe  umfasst.  Es  ist  dann  leicht  zu  sehen,  dass, 
wenn  a  in's  Unendliche  abnimmt,  die  Summe  der  ersten  endliehen  Gruppe 
endlich  bleibt,  d.  h.  <  eine  feste  Grösse  Q;  die  der  zweiten  <  f  — ,  die 
der  dritten 

Folglich  bleibt 

<2(««  +  .(»  +  i)), 

woraus  der  z.  b.  Satz  folgt. 

Lehrsatz  3.  Bezeichnet  man  durch  h  und  e  zwei  beliebige  Con- 
stanten, die  grössere  durch  c,  und  durch  i.(x)  eine  Function,  welche 
nebst  ihrem  ersten  Differentiaiquotienten  zwischen  b  und  c  immer 
stetig  ist  und  an  den  Grenzen  gleich  Null  wird,  und  von  welcher  der 
zweite  Differentialquotient  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima 
hat,  so  wird  das  Integral 
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fift  j  F(x)cos{i{x  —  a)X{x)dx, 

dliche  wächst,  zuletzt  kleiner  als  jedi 
iir  i\x)  seinen  Ausdruck  durch  die 

ii(i  j  Fix)  c<}fift{x  —  a)^{3:^dx 


in  j(  in's  Unendliche  wächst,  zuletzt  kleiner  als  jede  gegebene  Grösse, 
Setzt  mau  für  i\x)  seinen  Ausdruck  durch  die  Reihe,   so  erhält 
n  für 


die  Reihe  (Ö») 

fifi  f  {C-\-  C'x  -\-  Af,  ^^]  cos  fiQv  ^  a)^ (x) dx 

_  'S-'  ~  I  A„  cos  !i{x  —  ß)  /  (x)  dx . 

Nun  lässt  sich  A^  cos  ji(x  —  a)  offenbar  als  ein  Aggregat  von 
coa{(i  +  n){x—a),sia((i'\-n)(x~a\cos(!i—n)(x—a),aia(ß—n){x  —  a) 
ausdrücken,  und  bezeichnet  man  in  demselben  die  Summe  der  beiden 
ersten  Glieder  durch  Bf,+„,  die  Summe  der  beiden  letzten  Glieder  durch 
Bf,-.^,  so  hat  man  coa[i(x  —  a)A„  =  B„^„-{-Bf,—^, 

"-^iLt^  =  -  (^  +  nyB„  +  .,     ^-fT-  =  -  (u  -  »)^i>V-., 
und  es  werden  B/,+n  und  Bf,  —  ^  mit  wachsendem  «,  was  auch  x  sei, 
zuletzt  unendlich  klein. 

Das  allgemeine  Glied  der  Reihe  (^) 

^  —  I  Ä„cosfi(x  —  ä)X  {x)  dx 
wird  daher 

oder   durch   zweimalige  partielle  Integration,  indem  man  zuerst  i.  (x) , 
dann  l'(a;')  als  constant  betrachtet, 

=  -TT^T-v^  i  B„+,  A"  (x)  dx  +  -,-7-^-^.  /  5„  _  „  X"  (x)  dx , 

da  ■  l  {x)    und    A'  (x)    und    daher    auch    die   aus   dem   Integralzeichen 
tretenden  Glieder  an  den  Grenzen  =  0  werden. 

Man  überzeugt  sich  nun  leicht,   dasa    /  Bf,  +  n  X"(x)dx,   wenn  jt 
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iii's  Unendliche  wächst,  was  auch  n  sei,  unendlich  klein  wird;  denn 
dieser  Ausdruck  ist  gleich  einem  Aggregat  der  Integrale 

/  '^'»s  (f'  zj~^)i^~  "')  ^" {^)  '"^^ I       /  ^'"  (f  i  '0  (*  —  ")  ^" (*)  '^^  j 

und  wenn  ^  +  ^  unendlich  gross  wird,  so  werden  diese  Integrale, 
wenn  aber  nicht,  weil  dann  n  unendlich  gross  wird,  ihre  Coefficienten 
in  diesem  Ausdrucke  unendlich  klein. 

Zum  Beweise  unseres  Satzes  genügt  es  daher  offenbar,  wenn  von 
der  Summe 


über  alle  ganzen  Werthe  von  n  ausgedehnt,  welche  den  Bedingungen 
w  <  —  c,  c"<  )i  <  (t  —  c",  ft  +  c"''  <  n  genügen,  für  irgend  welche 
positive  Werthe  der  Grössen  c  gezeigt  wird,  dass  sie,  weun  (t  unend- 
lich gross  wird,  endlich  bleibt.  Denn  abgesehen  von  den  Gliedern,  für 
welche  —  c'  <  k  <  c",  ft  —  c"'<  n  <^  n  -\-  c"',  welche  offenbar  un- 
endlich klein  werden  und  von  endlicher  Anzahl  sind,  bleibt  die  Reihe  {^) 
offenbar  Meiner  als  diese  Summe,  multiplieirt  mit  dem  grijssten  Werthe 

von    /  Bft  +  ^X'{x)dx,  welcher  unendlich  klein  wird. 

Nun  ist  aber,  wenn  die  Grössen  c  >  1  sind,  die  Summe 


v 

^*- 

f'^  / 

c 

2/(p^ 

-»)' 

«^ 

1 

n\' 

/ny 

in 

den  obigen 

Grenzen, 

kleiner  a 

h 

!"' 

ausgedehnt  voi 

i/ 

dx 

^' 

—  ao  bis  - 

C-    1 

e"- 

-^bis 

1  _  C 

^ 

-,    1 

+  — 

denn  zerlegt  man  das  ganze  Intervall  von  ■ —  oo  bis  -j-  co  von  Null 
anfangend  in  Intervalle  von  der  Grösse  — ,  und  ersetzt  man  Überall  die 
Function  unter  dem  Integralzeichen  durch  den  kleinsten  Werth  in  jedem 
Intervall,  so  erhält  man,  da  diese  Function  zwischen  den  Integrations- 
grenzen nirgends  ein  Maximum  hat,  sämmtliche  Glieder  der  Reihe, 
l'iihrt  man  die  Integration  aus,  so  erhält  man 

Jl   /.^^        =!('_  l-(-  _L_4.21og:C-2!og(l~a:))  +  Const 
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und  folglieh   zwischen  den   obigen   Grenzen  einen  Werth,  der  mit  fi 
nicht  unendlich  gross  wird.  (^) 

9. 

Mit  Hülfe  dieser  Sätze  lässt  sieh  über  die  Darst ellhart eit  einer 
Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe,  deren  Glieder  für  jeden 
Argumentwerth  zuletzt  unendlich  klein  werden,  Folgendes  feststellen: 

I.  Wenn  eine  nach  dem  Intervall  27t  periodisch  sich  wieder- 
holende Function  f(x)  durch  eine  trigonometrische  Reihe,  deren  Glieder 
für  jeden  Werth  von  x  zuletzt  unendlich  klein  werden,  darstellbar  sein 
soll,  so  muss  es  eine  stetige  Function  F{x)  geben,  von  welcher  f(x) 
so  abhängt,  dass 

Fix  +  >,  +  ^)  -  Fix  -\-  ^  ~  &)  -  F{x-  a  +  ^)  +  F(x-  >^  -  f, 

wenn  k  und  ß  unendlich  klein  werden  und  dabei  ihr  Verhaltniss  end- 
lich bleibt,  gegen  f{x)  convergirt. 
Es  muss  ferner 


jift  /  F(x)  Q,üSft(x  —  d)K{x')dx, 


wenn  A  (x)  und  X'  (x)  an  den  Grenzen  des  Integrals  =^  0  und  zwischen 
denselben  immer  stetig  sind,  und  X"  (x)  nicht  unendlich  viele  Masima 
und  Minima  hat,  mit  wachsendem  (i  zuletzt  unendlich  klein  werden. 

n.  Wenn  umgekehrt  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt  sind,  so 
gieht  es  eine  trigonometrische  Reihe,  in  welcher  die  Coefficienten  zu- 
letzt unendlich  klein  werden,  und  welche  überall,  wo  sie  convergirt, 
die  Function  darstellt. 

Denn  bestimmt  man  die  Grössen  C,  A^  so,  dasa 

Fix)  -  C'x  -  A  f 
eine   nach    dem  Intervall   2a  periodisch  wiederkehrende  Function  ist 
und  entwickelt  diese  nach  Fourier's  Methode  in  die  trigonometrische 
Reihe 

C  —  -h.  —  :^i  —  -^ 

indem  man 

^J'(F(t)-et-A,^yu-c, 

i  j'(F(t)  -  C't  —  A,~\<iotn(i:  —  t)ät ^ 
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^  l'(F{t)  —  et  —  A^  ~\  cosn(x  —  t)dt 


mit  wachsendem  n  zuletzt  miendlicli  klein  werden;  woraus  nach  Satz  1 
des  vorigen  Art.  folgt,  dass  die  ßeihe 

A,,-^A,-\-A,-\---. 
überall,  wo  sie  convergirt,  gegen  f{x)  convergirt.  (*) 

III.  Es  sei  h<.x<c,  und  Q{t)  eine  solche  Function,  dass  p(() 
und  Q  (t)  für  ( =  Ö  und  i  =  c  den  Werth  0  haben  und  zwischen  diesen 
Werthen  stetig  sich  ändern,  p"(if)  nicht  unendlich  viele  Maxima  und 
Minima  hat,  und  dass  ferner  für  (  =  a:  p  (t)  =  1,  q'  (()  =  0,  &"(t)  =  0, 
p"'(()  und  Q^^^if)  aber  endlich  und  stetig  sind;  so  wird  der  Unterschied 
zwischen  der  Reihe 

A,  +  A,-\-----i-A„ 
und  dem  Integral 


'J^'(') 


-  p  (t)  dt 


mit  wachsendem  n  zuletat  unendlich  klein.     Die  Reihe 

A„-\-A,  +  A,  +  --- 
wird  daher  convergiren  oder  nicht  convergiren,  je  nachdem 


sich   mit  wachsendem  n  zuletzt  einer  festen  Grenze  nähert  oder  dies 
nicht  stattfindet. 

In  der  That  wird 

A^+A,  +  ---A,  =  ^  I'{f (t) -C't  —  A„ -^)^- "'* cos M (x—t) dt , 

oder,  da 


n!?Hli,, 


2 2"-  »»  008  » (»  -  0  -  22" -  -'J^?— -  - 
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Nun  wird  aber  nach  Satz  3  des  vorigen  Art. 


Ä/(^(')- 


c-i-A"-  s-.—      '(')'" 


bei  unendlichem  Zunehmen  von  n  unendlich  klein,  wenn  l(ß)  nebst 
ihrem  ersten  Differential  quo  tienten  stetig  ist,  X"(ß)  nicht  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  hat,  und  fiir  (  =  a;  Ä  (^  =  0 ,  A'  (0  =  0  r  ^"  (0  =  0, 
i."'(t)  und  l^'^{t)  aber  endlich  und  stetig  sind.  {^} 

Setzt  man  hierin  X{t)  ausserhalb  der  Grenzen  h,  c  gleich  1  und 
zwischen  diesen  Grenzen  =1  —  p  (() ,  was  offenbar  verstattet  ist,  so 
folgt,  dass  die  Differenz  zwischen  der  ßeihe  A^^ -\-  ■  -  ■  -\-  A^  und  dem 
Integral 

dd-  -~~t~  ~ 

mit  wachsendem  n  zuletzt  imendlich  klein  wird.  Man  überzeugt  sich 
aber  leicht  durch  partielle  Integration,  dass 


iJ'(C'(  +.-4"  'I) ji^ 9{t)ät, 

vrenn   «    unendlich    gross    wird,   gegen   A^  coavergirt,   wodurch   man 
obigen  Satz  erhält. 

10. 

Aus  dieser  Untersuchung  hat  sich  also  ergeben,  dass,  wenn  die 
Coefficienten  der  Reihe  ß  zuletzt  unendlich  klein  werden,  dann  die 
Convergenz  der  Reihe  für  einen  bestimmten  Werth  von  x  nur  abhängt 
von  dem  Verhalten  der  Function  f(x)  in  unmittelbarer  Nähe  dieses 
Werthes. 

Oh  nun  die  Coefficienten  der  Reihe  zuletzt  unendlich  klein  werden, 
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wird  in  vieien  Fällen  uicht  aus  ihrem  Ausdrucke  durch  bestimmte 
Integrale,  sondern  auf  anderm  Wege  eutscliieden  werdeu  müssen.  Es 
verdient  indess  ein  Fall  hervorgehohen  zu  werden,  wo  sieh  dies  un- 
mittelbar aus  der  Natur  der  Function  entscheiden  läsat,  wenn  nämlich 
die  Function  f{x)  durchgehends  endlich  bleibt  und  eine  Integration 
zulässt. 

In  diesem  Falle  muss,  wenn   man   das   ganze  Intervall   von  —  ir 
bis  n  der  Reihe  nach  in  Stücke  von  der  Grosse 

S,,  S^,  Äg,  ... 
zerlegt,  und  durch  Z)j  die  grosste  Schwankung  der  Function  im  ersten, 
durch  Dg  im  zweiten,  u.  s.  w.  bezeichnet, 

unendlich  klein  werden,  sobald  sämmtliche  S  unendlich  klein  werden. 

Zerlegt  man  aber  das  Integral    /  f{x)  sin  w  (x  —  «)  ri«,  in  welcher 

Form  von  dem  Factor   -     abgesehen  die  Coefficienten  der  Reihe  ent- 

halten  sind,  oder  was  dasselbe  ist,    (  f\x)smn{x  —  d)dx  von  x  =  a 

anfangend  in  Integrale  vom  Umfange  — ,  so  liefert  jedes  derselben  zur 
Summe   einen   Beitrag   kleiner   als   — ,   multiplicirt   mit  der  grossten 
Schwankung  in  seinem  Intervall,  tmd  ihre  Summe  ist  also  kleiner  als 
eine  Grösse,  welche  n.  V.  mit  —  unendlich  klein  werden  muss. 
In  der  That:  diese  Integrale  haben  die  Form 

/  fix)  sin  w  (a:  —  a)  dx . 


Der  Sinus  wird  in  der  ersten  Hälfte  positiv,  in  der  zweiten  negativ. 
Bezeichnet  man  also  den  grossten  Werth  von  f(x)  in  dem  Intervall 
des  Integrals  durch  M,  den  kleinsten  durch  m,  so  ist  einleuchtend, 
dass  man  das  Integral  vergrÖssert,  wenn  man  in  der  ersten  Hälfte 
f(x)  durch  M,  in  der  zweiten  durch  m  ersetzt,  dass  man  aber  das 
Integral  verkleinert,  wenn  man  in  der  ersten  Hälfte  f(x)  durch  m  und 
in  der  zweiten  durch  M  ersetzt.  Im  ersteren  Falle  aber  erhalt  man 
den  Werth    -  {M — ni),  im  letzteren  —(m  —  M).    Es   ist  daher  dies 


y  Google 


durch  eine  trigonometrische  Eeihe.  255 

Integral    abgesehen    vom    Zeichen    kleiner   als   —  (^M  —  tti)    und    das 
Integral 


/ 


f(x)  sin  n  (x  —  a)  dx 


{-  (31,  - .»,)  +  -;-  (M,  - »,,)  + 1  (Ä,  - «,,)  +  ■■■, 

wenn  man  durch  M^  den  grössten,  durch  m^  den  kleinsten  Werth  von 
f{x)  im  sten  Intervall  bezeichnet;  diese  Summe  aber  muss,  wenn  f(x) 
einer  Integration  fähig  ist,  unendlich  klein  werden,  sobald  n  anendlich 
gross  und  also  der  Umfang  der  Intervalle  —  unendlich  klein  wird. 

In  dem  vorausgesetzten  Falle  werden  daher  die  Coefficienten  der 
Reihe  unendlich  klein. 


11. 

Es  bleibt  nun  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  die  Glieder  der 
Reihe  ß  iär  den  Argumentwerth  z  zuletzt  unendlich  klein  werden, 
ohne  dass  dies  für  jeden  Argumentwerth  stattfindet.  Dieser  Fall  lässt 
sich  auf  den  vorigen  zurückführen. 

Wenn  man  nämlich  in  den  Reihen  für  den  Argumentwerth  x-\-t 
und.»;  —  t  die  Glieder  gleichen  Ranges  addirt,  so  erhält  man  die  Reihe 

2A  +  2-4,  cosi+2^aCOs2iH , 

in  welcher  die  Glieder  für  jeden  Werth  von  (  zuletzt  unendlich  klein 
werden  und  auf  welche  also  die  vorige  Untersuchung  angewandt  wer- 
den kann. 

Bezeichnet  man  zu  diesem  Ende  den  Werth  der  unendlichen  Reihe 

C  +  C'x  +  ^0  ^  +  ^0  ~  —  ^1  ^ A  ^ ^3  ^ 

durch  G(t),  so  dass  ?.^^^3.^  ^-^^-'T-l^  überall,  wo  die  Reihen  für 
F(x+l)  und  F(x  —  t)  convergiren,  =^G{t)  ist,  so  ergiebt  sich 
Folgendes; 

I.  Wenn  die  Glieder  der  Reihe  ß  für  den  Argumentwerth  x  zu- 
letzt unendlich  klein  werden,  so  muss 

fi  ft  1  G{t)  cos  ^(t  —  a)l  (i)  dt , 
wenn  X  eine  Function  wie  oben  —  Art.  9  —  bezeichnet,  mit  wachsen- 
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dem  ;*  zuletzt  unendlich  klein  werden.  Der  Wertb  dieses  Integrals 
setzt  sicli  zusammen  aus  den  beiden  Bestaudtheilen 

ftfi  1  — ^-^ cos^(t  —  a)  k(t)dt  und  fift  / ; —    cos  (i(t  ■ —  a)  A  (ß)df , 

wofern  diese  Ausi^rücke  einen  Werth  haben.  Das  Unendlicbkleinwerden 
desselben  wird  daher  bewirkt  durch  das  Verhalten  der  Function  F  an 
zwei  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  von  x  gelegenen  Stellen.  Es  ist 
aber  zu  bemerken,  dass  hier  Stellen  vorkommen  müssen,  wo  jeder  Be- 
standtheil  für  sich  nicht  unendlich  klein  wird;  denn  sonst  würden  die 
Glieder  der  Reihe  für  jeden  Ärgumentwerth  zuletzt  unendlich  klein 
werden.  Es  müssen  also  dann  die  Beiträge  der  symmetrisch  zu  beiden 
Seiten  von  x  gelegenen  Steilen  einander  aufheben,  so  dass  ihre  Summe 
für  ein  unendliches  (i  unendlich  klein  wird.  Hieraus  folgt,  dass  die 
Reihe  il  nur  für  solche  Werthe  der  Grosse  x  convergiren  kann,  zu 
welchen  die  Stellen,  wo  nicht 


.  1  F(x)  cos n(x  —  a)  l  (xj  dx 


Uli 

für  ein  unendliches  ft  unendlich  klein  wird,  symmetrisch  liegen.  Offenbar 
kann  daher  nur  dann,  wenn  die  Anzahl  dieser  Stelleu  unendlich  gross 
ist,  die  trigonometrische  Reihe  mit  nicht  in's  Unendliche  abnehmenden 
Coefficienten  för  eine  unendliche  Anzahl  von  Argumentwertben  -con- 
vergiren. 

Umgekehrt  ist 

Ä^^  —  nn^j(G{i)  -  ^0 y)  cosntdt 

und  wird  also  mit  wachsendem  n  zuletzt  unendlich  klein,  wenn 

fifi  j  G  (i)  cos  (i{t  —  d)X  (t) dt 

für  ein  unendliches  [i  immer  unendlich  klein  wird, 

II.  Wenn  die  Glieder  der  Reihe  ß  für  den  Ärgumentwerth  x 
zuletzt  unendlich  klein  werden,  so  hängt  es  nur  von  dem  Gange  der 
Function  G{t)  für  ein  unendlich  kleines  t  ab,  ob  die  Reihe  convergirt 
oder  nicht,  und  zwar  wird  der  Unterschied  zwischen 

A,-\-A,  +  ---  +  Ä„ 
und  dem  Integrale 
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'-  ja(t)-  --j/—Q{t)dt 

mit  wachsendem  n  zuletzt  unendlich  klein,  wenn  6  eine  zwischen  0 
und  jr  enthaltene  noch  so  kleine  Constante  und  p  (()  eine  solche  Function 
bezeichnet,  dass  p(i)  uml  p'(i)  immer  stetig  und  für  t  =  h  gleich  Null 
sind,  e"(()  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  und  für 
(  =  0,  p(0  =  1,  p'(0  =  0,  p"(0  =  0,  p"'(i)  und  f"(t)  aber  endlich 
und  stetig  sind. 

12. 

Die  Bedingungen  für  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch 
eine  trigonometrische  Reihe  können  freilich  noch  etwas  beschränkt 
und  dadurch  unsere  Untersuchungen  ohne  besondere  Voraussetzungen 
über  die  Natur  der  Function  noch  etwas  weiter  geführt  werden.  So 
z.  B.  kann  in  dem  zuletzt  erhaltenen  Satze  die  Bedingung,  dass 
P"  ^)  =  0  sei,  weggelassen  werden,  wenn  man  in  dem  Integrale 


\J^A 


iJ-GW- 


p(0</i 


G(0  durch  G{t)  —  G(0)  ersetzt.  Es  wird  aber  dadurch  nichts  Wesent- 
liches gewonnen. 

Indem  wir  uns  daher  zur  Betrachtung  besonderer  Fälle  wenden, 
wollen  wir  zunächst  der  Untersuchung  für  eine  Function,  welche  nicht 
unendlich  viele  Maxima  mid  Minima  hat,  diejenige  Vervollständigung 
zu  geben  suchen,  deren  sie  nach  den  Arbeiten  Dirichlet's  noch 
fähig  ist. 

Es  ist  oben  bemerkt,  dass  eine  solche  Function  allenthalben  in- 
tegrirt  werden  kann,  wo  sie  nicht  unendlich  wird,  und  es  ist  offenbar, 
dass  dies  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Ärgumentwerthen  eintreten 
kann.  Auch  lässt  der  Beweis  Dirichlet's,  dasa  in  dem  Integralaus- 
drucke für  das  nte  Glied  der  Reihe  und  für  die  Summe  ihrer  n  ersten 
G-lieder  der  Beitrag  aller  Strecken  mit  Ausnahme  derer,  wo  die  Function 
unendlich  wird,  und  der  dem  Argumentwerth  der  Reihe  unendlich  nahe 
Hegenden  mit  wachsendem  n  zuletzt  unendlich  klein  wird,  imd  dass 
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weun  0  <  J"  <  n;  und  /'(()  zwischen  den  Grenzen  des  Integrals  nicht 
unendlich  wird,  ffir  ein  unendliches  n  gegen  itfix  -\-  0)  convergirt,  in 
der  That  nichts  zu  wünschen  übrig,  wenn  man  die  unnöthige  Voraus- 
setzung, dass  die  Function  stetig  sei,  weglässt.  Es  bleibt  also  nur  noch 
zu  untersuchen,  in  welchen  Fällen  in  diesen-  In tegralaus drücken  der 
Beitrag  der  Stellen,  wo  die  Function  unendlich  wird,  mit  wachsendem 
w  zuletzt  unendlich  klein  wird.  Diese  Untersuchung  ist  noch  nicht 
erledigt;  sondern  es  ist  nur  gelegentlich  von  Dirichlet  gezeigt,  dass 
dies  stattfindet  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  darzustellende  Function 
eine  Integration  zulässt,  was  nicht  nothweudig  ist. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass,  wenn  die  Glieder  der  Reihe  ß  für 
jeden  Wertb  von  x  zuletzt  unendlich  klein  werden,  die  Function  F{x), 
deren  zweiter  Differentialquotient  fix)  ist,  endlich  und  stetig  sein  niuss, 
und  dass 

mit  «  stets  unendlich  klein  wird.  Wenn  nun  F' {x -\- i)  ^  F' {x  —  f) 
nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  so  mass  es,  wenn  t 
Null  wird,  gegen  einen  festen  Grenzwerth  J.  convergiren  oder  unend- 
lich gross  werden,  und  es  ist  offenbar,  dass 


\  {'{¥■  (a;  +  0  —  -Z'"  (^  -  ())  dt  -- 


-  C!?  +  "l  -1  H'^l^  ^i^  -  "'> 


dann  ebenfalls  gegen  L  oder  gegen  oo  couTergiren  muss  und  daher 
nur  unendlich  klein  werden  kann,  wenn  F"  {x-\-i)  —  F"  {x  —  f)  gegen 
Null  convergirt.  Es  muss  daher,  wenn  fix)  für  x=^  a  unendlich  gross 
wird,  doch  immer  f{a  -\-  t)  -^  f{a  —  i)  bis  an  i  =  0  integrirt  werden 
können.     Dies  reicht  hin,  damit 


Q'lß 


dx  (f(x)  cos  n(x  —  a)l 


mit  abnehmendem  e  eonvergire  und  mit  wachsendem  n  unendlich  klein 
werde.  Weil  ferner  die  Function  F{x)  endlich  und  stetig  ist,  so  muss 
F' (x)  bis  au  X  =^  a  eine  Integration  zulassen  und  (x  —  a)F'{x)  mit 
(x  —  a)  unendlich  klein  werden,  wenn  diese  Function  nicht  unendlich 
viele  Maxima  und  Minima  hat;  woraus  folgt,  dass 
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und  also  auch  (x  —  a)  f(x)  bis  aa  x  =  a  iutegrirt  werden  kann.  Es 
kanu  daher  auch //~(ic)  sin«  (,-«  —  a)dx  bis  an  a:  =  re  iutegrirt  werden, 
uiid  damit  die  Coeftici enteil  der  Keihe  zuletzt  miendlieh  klein  werden, 
ist  offenbar  nur  noch  nöthig,  dass 

/  f(x)  sinn  (x  —  a)  dx,  wo  h  <ia  <Cc, 


mit  wachsendem  n  zuletzt  unendlich  klein  werde.     Setzt  man 

f(x){x  —  a)  =  ^{x), 
so  ist,  weim  diese  Function  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima 
hat,  für  ein  unendliches  n 

jlXx).mn(r.-a)dx-i'^^>^,mn(x^«)dx  =  n'''-'+-'''>-\-'^'=^, 

wie  Dirichlet  gezeigt  hat.     Es  muss  daher 

mit  t  unendlich  klein  werden,  und  da 

/•(«  +  0 + /■(«  - ') 

bis  au  i  =  0  integrirt  werden  kann  und  folglich  auch 

f(fi  +  t)t  +  f{«-t)t 

mit  t  unendlich  klein  wird,  so  muss  sowohl  f{a  -\-  f)  t,  als  f(a  —  t)t 
mit  abnehmendem  t  zuletzt  unendlich  klein  werden.  Von  Functionen, 
welche  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben,  abgesehen,  ist  es 
also  zur  Darstellbarkeit  der  Fimction  fQc)  durch  eine  trigonometrische 
Reihe  mit  in's  Unendliche  abnehmenden  Coefficienten  hinreichend  und 
notliwendig,  dass,  wenn  sie  für  a;  =  a  unendlich  wird,  f(a-\-tyt  und 
f(a  —  t)t  mit  t  unendlich  klein  werden  und  f(a  +  0  +  /  (<*  ~  0  ^^^ 
an  i  =  0  lütegriit  werden  kann 

Durch  eine  tu gono metrische  Keihe,  deren  Coefficienten  nicht  zuletzt 
unendlich  klem  weiden,  kann  eine  Function  fisi),  welche  nicht  unend- 
lich viele  Maxima  und  Minima  hat,  da 

(iji  j  F{x)  cos^  {x  —  a)  l(x)dx 

nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Stellen  für  ein  unendliches  (a  ■nicht 
unendlich  klein  wird,  auch  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Argument- 
werthen  dargestellt  werden,  wobei  es  unnöthig  ist  länger  zu  verweilen. 
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13. 
Was  die  Fudcüohcu  betrifft,  welche  unendlich  viele  Maxima  und 
Minima  haben,  so  ist  es  wohl  nicht  überflüssig  zu  bemerken,  dass  eine 
Function  f{x),  welche  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  einer 
Integration  durchgehends  fähig  sein  kann,  ohne  durch  die  Fourier'sehe 
Reihe  darstellbar  zu  sein,  (')  Dies  findet  z.  B.  statt,  wenn  f{x)  zwischen 
0  und  äjc  gleich 

-^-^^r        ■,  und  0<j'<-^ 
ist.     Denn  es  wird    in  dem  Integral  /  f{x)  eosw  (x  —  a)  dx  mit  wach- 
sendem n  der  Beitrag   derjenigen    Stelle,   wo  x  nahe  ==[/--  ist,   all- 
gemein zu  reden,  znletat  unendlich  gross,  so  dass  das  Verliältuiss  dieses 
Integrals  zu 


u(2Yn-»a  +  ^")Vxn 


gegen  1  convergirt,  wie  man  auf  dem  gleich  anzugebenden  Wege  finden 
wird.  Um  dabei  das  Beispiel  zu  verallgemeinern,  wodurch  das  Wesen 
der  Sache  mehr  hervortritt,  setze  man 


/' 


f(x)  dx  =  <p  (x)  cos  Tp  (x) 


und  nehme  an,  dasa  q>  (x)  für  ein  unendlich  kleines  x  uiit^ndlich  klein 
und  ip{x)  unendlich  gross  werde,  übrigens  aber  diese  Functionen  nebst 
ihren  DüFerentialquotienten  stetig  seien  und  nicht  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  haben.     Es  wird  dann 

f(x)  =  ^' (x)  coB  i' (x)  — tp{x)ip'{x)  sin  i!{x) 
und 

I  f{x)  cos  n  {x  -—  a)  dx 

gleich  der  Summe  der  vier  Integrale 

\i(p'{x)  cos(ii{x)  ±  n{x  —  a))  dx, 

—  ,W  9) (x) ^' ix)  sin  (^ {x)  +  n{x  —  a))  dx. 
Man  l)etrachte  nun,  ^{x)  positiv  genommen,  das  Glied 
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und  iinterauche  in  diesem  Integrale  die  Stelle,  wo  die  Zeicheuwechsei 
des  Sinus  sich  am  langsamsten  folgen.     Setzt  man 

f{x)-i-  n{x  —  a)  =  y, 
so  geschieht  dies,  wo  -r^  =  0  ist,  und  also, 

il>'(a)  +  «  =  0 
gesetzt,  für  x  =  a.     Man  untersuche  also  dus  Verhalten  des  Integrals 


-  \  l(p(x)i}(x)Bmydx 


für  den  Fall,   dass  £  für  ein  unendliches  n  unendlich  klein  wird,   und 
führe  hiezu  y  als  Variable  ein.     Setzt  man 

*{«)  +  »(«-«)-(S, 

so  wird  für  ein  hinreichend  kleines  s 

!/  =  /)  +  *»  6^--:^' +.. 

und  zwar  ist  f"(ce)  positiv,  da  Jp(x)  für  ein  unendlich  kleines  x  positiv 
unendlich  wird;  es  wird  femer 

2  -  *"(„)  fa  -  »)  =  ±  >'2«,'>)  (!,-«, 

je  iiaL'iidcm  x  —  a  ^  0,  und 


-i  I  -I  )(^-\^m 


Lässt  man  also   mit  wachsendem  n  die  Grösse  e  so   abnehmen,  dass 
il/'(tx)es  uuendlieh  gross  wird,  so  wird,  falls 

>(,  +  «!. 

welches   bekanntlich   gleich  ist  sin(^+  t)^^'   "'^^''^  ^'^"    ''^^>   ^"° 
Grössen  niederer  Ordnung  abgesehen 
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- ^J'9(^W{x)  sin(^(^)+«(^  -  a))dx  =  -  sm  (ß  +  l)^-]^^ 


Es  wird  cklicr,  wenn  diese  Grosse  nicht  iinciidlich  klein  wird,  das  Ver- 
hältniss  vou 

I  fix)  cosn(3;  —  a)  dx 

zu  dieser  Grösse,  da  dessen  übrige  Bestandtlieile  unendlich  klein  wer- 
den, hei  unendlichem  Zunehmen  von  n  gegen  1  couvergiren. 

Nimmt  man  an,  dass  (p{x)  und  ^i' ix)  für  ein  unendlich  kleines  x 
mit  Potenzen  von  x  von  gleickei'  Ordnung  sind  und  zwar  95  (x)  mit  x" 
und  i'{x)  mit  x~i'~'-,  so  dass  r  >  0  und  ft  >  0  sein  muss,  so  wird 
für  ein  unendliches  n 

l/2ij.""(ß) 

von  gleicher  Ordnung  ]uit  «     ^   und  daher  nicht  unendlich  klein,  wenn 
jt  >  2i/.     üeberhaupt    aber  wird,    wenn  xil/(x)  oder,   was  damit  iden- 
tisch ist,  wenn  t— —  füi*  ein   unendlich  kleines  x  unendlich   gross  ist, 
'  loga:  =  ' 

sich  (p(x)  immer  so  annehmen  lassen,  dass  für  ein  unendlich  kleines  ,'; 
9;  (x)  unendlich  klein, 

m(x')    ~-~  -  _=^-       -  =  —       '^^^' 

aber  unendlich   gross   wird,   und   folglieh    /  f{x)  dx  bis  an  a;  ==  0  er- 
streckt werden  kann,  während  "^ 

1  fix)  <iOin{x  —  ß)  dx 

für  oin   unendliches  n  nicht   unendlich   klein  wird.     Wie   man    sieht, 
lieben  sieh  in  dem  Integrale  /  f{x)dx  bei  unendlichem  Abnehmen  von 

X  die  Zuwachse  des  Integrals,  obvrohl  ihr  Verhältniss  zu  den  Aen- 
derungen  von  x  sehr  rasch  wächst,  wegen  des  raschen  Zeicheuwechsels 
der  Function  f{x)  einander  auf;  durch  das  Hinzutreten  des  Factors 
cos n(x  —  a)  aber  wird  hier  bewirkt,  dass  diese  Zuwachse  sich  summiren. 
Ebenso  wohl  aber,  wie  hienach  für  eine  Function  trotz  der  durch- 
gängigen Möglichkeit  der  Integration  die  Fourier'sehe  Eeihe  nicht 
convergjren  und  selbst  ihr  Glied  zuletzt  unendlich  gross  werden  kann, 
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—  ebenso  wohl  köunen  trotz  der  durchgängigen  Unmöglichkeit  der 
Integration  von  f{x)  zwischen  je  zwei  noch  so  nahen  Werthen  un- 
endlich viele  Werthe  von  x  liegen,  t'iir  welche  die  Reihe  ü  convergirt. 
Ein  Beispiel  liefert,  (nx)  in  der  Bedeutuog,  wie  oben  (Art.  6.) 
genommen,  die  durch  die  Ileihe 

gegebene  Function,  welche  fdr  jeden  rationalen  Werth  von  x  vorhanden 
ist  und  sich  durch  die  trigonometrische  Reihe 

WO  für  9  alle  Theiler  von  n  zu  setzen   sind,    darstellen  läast,   welche 

aber  in  keinem  noch    so  kleinen  Grössenintervall   zwischen   endlichen 

Grenzen  enthalten  igt  und   folglich  nirgends   eine   Integration  zulässt. 

Ein  anderes  Beispiel  erhält  man,  wenn  man  in  den  Reihen 

"^  Cn  to^  nnx,     ^Ci  sin  hm. r 

für  Cd,  c^,  c^,  ■  ■  ■  positive  Grössen  setzt,  welche  immer  abnehmen  imd 

zuletzt  unendlich   klein  werden,   während  Sd   mit  n   unendlich  gross 

wird.  Denn  wenn  das  Verhältniss  von  x  zu  2jt  rational  und  in  den 
kleinsten  Zahlen  ausgedrückt,  ein  Bruch  mit  dem  Nenner  m  ist,  so 
werden  offenbar  diese  Reihen  convetgiren  oder  in's  Unendliche  wachsen, 
je  nachdem 

gleich  Null  oder  nicht  gleich  Null  sind.  Beide  Fälle  aber  treten  nach 
einem  bekannten  Theoreme  der  Kreiatheilung*)  zwischen  je  zwei  noch 
so  engen  Grenzen  für  unendlich  viele  Werthe  von  x  ein. 

In  einem  eben  so  grossen  Umfange  kann  die  Reihe  ß  auch  con- 
vergiren,  ohne  dass  der  Werth  der  Reihe 

'       "  ^j  nn  dx  ' 

welche  man  durch  Integration  jedes  Gliedes   aus  Ü  erhält,   durch  ein 
noch  so  kleines  Grössenintervall  integrirt  werden  könnte. 
Wenn  man  z,  B.  den  Ausdruck 


*)  Disquis.  ar.  [lag.  636  a,rt.  ■ 
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^^.{i-r)M~ 


WO  die  Logarithmen  so  zu  nehmen  sind,  dass  sie  für  2^0  ver- 
schwinden, uach  steigenden  Potenzen  von  q  entwickelt  und  darin 
jj__.gi:i  setzt,  so  bildet  der  imaginäre  Theil  eine  trigonometrische  Eeihe, 
welche  zweimal  nach  x  differentiirt  in  jedem  Gröasenintervall  unend- 
lich oft  convergirt,  während  ihr  erster  DifferentJalquotient  unendlich 
oft  unendlich  wird. 

In  demselben  Umfange,  d.  h.  zwischen  je  zwei  noch  so  nahen 
Argnmentwerthen  unendlich  oft,  kann  die  trigonometrische  Reihe  auch 
ifelbst  dann  convergireu,  wenn  ihre  Ooefficienten  nicht  zuletzt  unend- 
lich klein  werden.  Ein  einfaches  Beispiel  einer  solchen  Reihe  bildet 
die  unendliche  Reihe  2Jsin(«!x3r),  wo  M!,.wie  gebräuchlich, 

=  1.2.3...w, 
welche  nicht  bloss  für  jeden  rationalen  Werth  von  x  convergirt,  indem 
sie  sich  in  eine  cudiiehe  verwandelt,  sondern  auch  für  eine  unendliche 
Aijzalil  von  inatioaalen ,  von    deneu  die  einfachsten   sind  sinl,  cos  1, 

und  deren  Vielfache,  ungerade  Vielfache  von  c,  ,  u    s.  w.  (") 
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la    Fuatonet     n   Ich       nenil  rh  \i  1    M  x  ms     nMIiniui  haben  " 
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.Vnmerkungen. 

(11  (Zu  bellt,  217  \Dmeiliiing)  Nehmen  wir  an,  daeb  die  iunttion  /((.)  m  dem 
Inteivalle  A  zwischen  i  und  tj  >  a:  nicht  wai-liee,  und  bezeii,lmen  wu  mit  ; 
die  obere  Grenae  der  Werthe,  die /"{ji  +  D  für  0<|<A  annimmt,  ü  h  einen 
Werth,  der  von  keinem  dieser  Functions  weit  he  uberschiitten ,  aber  mit  jedem 
beliebigen  Gr^  von  Annihemng  eiren-ht  wird,  so  ■wird  9  — /(■£  +  !)  "'t 
^Mchsendem  J  niemals  abnehmen,  während  es  doch  beliebig  klein  werden  soll, 
d  h   es  ist  Lim  ({/  —  f(a.  +  1))  =  0,  jf  —  /  {a,  +  0)    Der  Sitz   diss  em  System 

leeller  Zahlen  ©,  dessen  in  eudlichei  odei  unendlicher  Zahl  vorhandene  In 
duiduen  i,  einen  endlichen  Zahlwertb  nicht  ubeisteigen,  eine  obere  Grenze  hat, 
ist  wohl  zuerst  von  Weieistraas  pidciä  lua gesprochen  und  bewiesen  (vgl 
0  Bieimann,  Theorie  der  analjtiachen  Functionen  t,  16  Leipzig,  Tenbnei, 
1884)  Sehr  einfach  iit  der  Beweis  auf  Grund  dci  Anschauungen  von  Dedekind 
aber  Iirationalzahlen  (Stetigkeit  und  iriationale  Zahlen,  Brannscbweig  Vieweg, 
18721  TheiH  man  nomhch  die  leelle  Zahleoreibe  in  zwei  Ihcile  A  und  B 
em,  60  dats  jede  Zahl  a  id  A  von  Zahlen  do^  Sistems  ©  überschritten,  lede 
Zahl  6  in  B  nicht  ubeischutten  wud,  bO  weiden  die-e  beiden  Theile  A  und  B 
duich  eine  esistironde  Zahl  g  getiennt,  der  oftenbar  die  cbarakteri'ichen  Merk 
male  dei  oberen  Grenae  von  S  zukommen 
(21  (Zu  Seite  211)  Ls  hndet  sich  hieizu  eine  frag mentau sehe  hindschrifthche 
Bemeikung  von  Kiemann,  die  wu  folgende tmasaen  herzustelku  versuchen, 
da  sie  zur  Vervollstdndignng  des  Beweises  nothwendig  ist,  dasa  das  Ver- 
schwinden von  A  mit  d  auch  die  fui  die  Convergenz  von  S  ausieicheude  Be 
dingung  ist  Es  könnte  scheinen  als  ob,  ■wenn  weh  bei  zwei  veischiedenen 
t  mtheilungen ,  m  denen  die  Intervalle  S,  d  klemei  als  d  und  tolghch  dei 
Unterschied  zwischen  dem  groeatcn  und  kleinsten  Werthe  (oberer  und  unter« 
Grenze)  der  Summe  S,  die  für  die  beiden  Emtheilungen  mit  S  ,  b  bezeichnet 
tei,  kleinei  als  eine  gegebene  Giösse  f  ist,  doch  die  Summen  s  ,  S  selbst  um 
ein  endliches  Stuck  auseinandei  liegen  könnten  Um  die  Unmöglichkeit  hier 
von  einzugehen,  bilde  man  eine  diitte  Bmtheiluag  d,  der  die  Summe  3  eut 
spieche  indem  man  ä"  und  S  gleichzeitig  austuhrt  Da  nun  jede''  Element  ä 
aus  einei  ganzen  Anzahl  von  Elementen  d  besteht  so  wiid,  wemi  cm  beliebigci 
Werth  lon.S  betrachtet  «iid,  die  Summe  der  diesen  Elementen  ä  ent'ipiecheaden 
Glieder  vou  ii  zwischen  dem  grdssten  und  kleinsten  Werth  des  dem  Element  li 
entsprechenden  Gliedes  von  b  hegen,  und  folglich  auch  die  ganze  ^ummt  S 
zwischen  dem  giössten  und  kleinsten  Werth  von  S  und  eben>.o  auch  zwischen 
dem  grossten  und  klematen  Wcith  vun  S  ,  folglich  können  ß,  h,  b  nicht 
um  mehr  als  s  von  einander  verschieden  sein 
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(3)  (Zu  Seile  243.)    Dass  jede  endliche  Function  f{x),  die  Kwischen  den  Grenzen 
a  und  &  nicht  wachst,  und  folglich  jede  Function,  die  nicht  uuendlich  Tielo 
Masima  und  Minima  hat,  einer  Integration  fähig  ist,  beweist  mau  30. 
Sei 

D,  ^  i{x,)  ~  fix,) ,    n,  =  fix,)  -  fix,),  ■  .  .  1\_^  =  /(a'^.i)  _  /'(^.^ 

Ih  -^  D,+        +ü,_i  =  /(al-/(ö) 
Dana,cli  VoidustetEiing/(a/  nicht  Wiiclibt,  so  Mnd  die  Grössen  JJi,  T>,,        -^„—i 
die  grösaten  bchwankungen  m  den  Intervallen  S,,  S^         ,  ä„_j  und  alle  positiv 
odei  wenigsten'  keines  ^on  ihuen  negativ     Kt  m  die  Anzahl  derjenigen  lutei- 
valle,  in  denen  P  >  ff,  so  ist  inu  <  f{a)  —  f(h)  odei 

bmd   ,iKo   die   -Kiiümtlichen   luteivalli,   S   kleicei    als   d,    so   ist  die   Uetammt- 
giosse   dcL   Inteivalle,    Ton   denen   diu   giosste  Schwankung  gidsscr   als   u   itt, 

<; —  d  und  iviid  also,  w   z   h   w  ,  mit  d  zugleich  unendlich  klein 

{i)  (Zu  Seite  251.)    Die  hier  gebrauchten  Glossen  .B„+„  haben  den  Ausdruck 

B,,.j.„  =  -h  cos(^  +  «)(^  -  a)(«„  siaMa>  6„  ooa«o) 

+  \  sin  (u  +  n)(x^  a)  (a,  cos  na  -  b„  siu  ua) , 

■B„_„  =  i  cos  («  -  H)  (;«  -  :.)  (rt„  sin  ,i«  +  fc„  cos  »m) 

-  -l  sin(^  -  »)(a;  -  a)(a„  cosii«  -  6„  sin«n)  . 

Zur  Ergänzung  ist  noch,  zu  bcweiseu,   dass  auch 


.,.  /  (c  +  e^  +  A.'^'jc 


,p(x 


den  GicuKwertli   0  liat.     Dies   erreicht  man   wohl  am   einfachsten,   wenn  man 

i'  =  (ü  -  ^  +  G-x  +  A,  '''-^'j  cos  !i,{x-a)  -2  (c  +  Ä,  x)  —Jti^-  ~  "}■ 
sel/.t  und  eine  zweimalige  partielle  Integration  anwendet.    Dasa  Integrale  wie 

/  CO.  f^  ix  -  a)  r  (^x)  dx  ,         Isin^ix--  a)  l"  (..)  </.. 

mit  uuendlich  wachsendem  fi  Terschwlnden,  kaun  mau  entweder  nach  der 
üirichlet'sciieu  Methode,  oder  einfacher  mittels  des  du  Boia-Reymond' sehen 
Mittel wei'th Satzes  beweisen,  wonach,  wenn  fp  (a:)  eine  zwischen  den  Grenzen  h 
und  c  nicht  wachsende  oder  nicht  abnehmende  Function  und  |  ein  zwischen 
b  und  c  gelegener  Werth  ist, 

i  fix)  -p  ix)  dx^ip  ib)  j  /(.O  dx  +<pi<:)  j  fix)  dx  . 
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268  Aunierliuugen. 

(5)  (Zn  Seite  252.)    Die  unter  U.  aufgeBtellten  Sä,tze  Ijedörfen  einer  Erlüuteruag : 
Da  die  Function  f{x)  um  2ji  periodisch  angenommen  ist,  so  mnsa 

die  Eigenschaft  haben,  daae 

y(3^  +  a+|S)-q,(ar  +  K-P)-y(^-  a  4-  P)  +  y  (^  -  «  -  g) 

unter  der  im  Text  gemachtcu  VorauBsetzung  sich  mit  a  und  p  der  Grenze  0 
nähert.  Es  ist  dsiher  ip(x)  eine  lineare  Function  von  x,  und  folglich  lasaen 
Bich  die  Constanteo  C,  A,^  so  bestimmen,  dass 

eine  um  2jt  periodische  Function  Ton  x  ist. 

Nun  ist  über  die  Function  F {x)  weiter  die  Vuiansaetzung  gemacht,  dass 
für  beliebige  Grenzen  h,  e 


j.,«J  F{j:)<,o,ii{x-d)X(9-;)dx 
ingung 

ei't. 
,j,    /  *  (^)  cos  (tC«~n)l(^)rta: +(.(./   ^(a^) 


ui  t     D     di    h   wachsendem   ,u  sich   der  Grenze   0  nähere,   wenn   X{x)   den   in' 
1     t       fc  g  b       n  Bedingungen  genügt,  woraus  folgt,  dass  unter  den  gleicher 


sich  der  Grenze  0  iiilhert. 

Es   sei   nun   6  <;  —  n; ,  e  >  jt,   und   man   nehme,   was  zulässig  ist,   l  (w)  i 
Intervall  von  —  ti  bis  +  ir  =  ),  so  folgt,  dass  auch: 


-../«.(. 


Null   zur  Grenze   h&t.     Nun   kann   man,   wenn   ji   eine   ganze   Zahl   k    ist,   mit 
Eückaicht  auf  die  Periodicität  von  $(«)  für  diese  Summe  setzen: 


1»   /  ^{xj  <Mnn{x  -  a)l,{3:)dx  +  «n    /  «f 


{X)c 


wenn  in  dem  Intervall  von  ii  +  2jr  bis  re  H,  {x)  =  X{x  —  tu)  und  in  dem 
Intervall  von  ;t  bis  c  Ij  (a;)  =  1  (x)  ist,  so  dass  7.^{x)  Ewischen  den  Grenzen 
6  +  2™  und  c  den  Voraussetzungen  über  die  Function  l{x)  genügt.  Demnach 
hat  das  erste  Glied  der  obigen  Summe  für  sieb  .ilfn  Grenzwerth  0,  und  folglich 
ist  auch  der  Grenzwerth  von 


■'/ 


^(x)  QO&(t(x  —  a)dx 


y  Google 


Anmerkungen,  2(i9 

(C)  (Zu  Seite  2B3.)  Hier  scheint  für  die  Function  X  (x)  die  Bedingung  hinzugefügt 
werden  zu  niiiaeen,  dass  sie  sich  nach  dem  Intervall  2jt  periodisch  wiederholt 
(die  mit  der  nachher  gemachten  Annahme  verträglich  ist).  In  der  That  würde 
K.  B,   das  in   Bede   stehende   Integral  nicht   sich   der   Grenze  0  nähern,  wenn 

F{t)  —  C't  —  A„        =  const.   und   X  (t)  =  {x  —  t)'   gesetzt  würde.     Dagegen 

lässt  sich  unter  der  Voraussetzung  der  Periodicität  von  X  (x)  daa  Verschwinden 
dieses  Integrals  durch  Aiisfiihmng  der  Differentiation 

dd      \^t 


durch  Anwendung  des  feitzes  3    Art    8  und  einet  dhnlichen  Verfahiena  wie 

m  der  Anmerkung  (6)  leicht  daithun 

fTpgen   die  Anmerkungen  (6)  (6l,   die   in  doi  ersten  Auflagp  diesei  Gesammt- 

au^igabo  die  tiummein  (1)  (2)  hatten,  hat  Aaoli  in  einei  Abhandlung  über  trigo 

nometriBche  Reihen  (Accademia  dei  Lincei  18S0)  lerschiedene  Bedenken  erhoben 

Sie  sollen  gleichwohl  hier  unverändert  bleiben,    nui  möge  Folgendes  beigefügt 

Der  Bpweis  des  Satzes,  nach  dem  die  in  dei  Anmerkimg  (6)  mit  ^(a-)  be 
zetihnete  Function  eine  lineare  sein  muss  (für  den  ich  auf  eine  Abhandlung  von 
't  Cantor  m  Crelles  Journal  Bd  13,  ^  lil  verweise),  setzt  allerdinga  voraus, 
dasä  die  Function  /(a)  fux  jeden  Werth  von  x  exütirt  (also  auch  endlich  ist) 
Mir  scheinea  aber  die  Nummern  I,  II  des  Art  0  uberhaupt  nur  dann  ganz  ver 
btxndlicb,  wenn  diest.  Existenz  vorauagesetzt  wird     selbst  dann,  wenn  man  wie 

Ascoh  will,  die  Forderung,  durch  Hmzutugung  eines  Ausdiucks  —  L  ^  —  Ä^ 
m  eine  peiiodisuhe  Function  vei wandelt  zu  werden  unter  die  Bedingungen  fSr 
die  Function  F{c)  mit  aufnimmt  Labst  man  die  Voiaussetzung  der  durchgangigen 
Ixistenz  von  /(<)  fallen,  so  kann  es  unendlieh  riele  verschiedene  Functionen  F{i,) 
geben,  die  sich  nicht  blos  um  lineare  Ausdrucke  von  einander  unterscheiden 
Alt  9,  III  behalt  allerdings  eine  Bedeutung  aui-h  dann  noch,  wenn  die  durch 
gehende  Bsiatenz  von  f{j:)  nicht  voriusgesetzt  wird,  sondein  wie  in  Art   8  F{3i) 

durch  die  Reihe  t T"  ~~  "7 "   a  definiit  ibt 

Bti  der  Anmerkung  (G)  i  t  zuzugeben,  dass  e'!  genügt,  da  die  Function  H(<) 
m  den  Formeln  des  Testes  nur  in  dem  Intervall  — jr  bis  -|-ji  vnikommt,  nicht 
die  Peiiodicitit  von  l  {f]  nnd  1  (()  sondern  nur  die  Foimeln  1  (jil  =  I(— ji), 
J,  (ji  ^=  1  (— 5i)  vorauszu'^etzen ,  also  nicht  eigf'nthch  die  Period  citat  sondern 
die   Möglichkeit   der   stetigen   periodischen  Fortsetzung      Da  aber  du,  Function 

F(t)  -  C  t ^t'  auf  Seite  251  durch  die  Reihe  G f  ~   i    ~   s  ""'* 

licht   wie    iscoli   annimmt,   durcl    ^  — '    —      ° p-  definitt  nt     so  i  t  die 


Annahme  des  Beispiels,  dass  F{i)  - 
ütante  sei,  sehr  wohl  zulässig. 
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Auch  daa  Terfuliren,  das  ich  nach  Anivlogie  der  Note  (f))   i 
Verseil  wind  ens  des  Integrals 


(,r  -  /,) 


LI- 


m  -   -    ,,,  -        !(')'» 


angewandt  habe,  muss  ich  etwas  genaner  darlegen. 

Führt  man  die  Differentiation  untet  dem  Integral  i 
mehrgliedrigen  Ausdrnck,  dessen  einer  Tenn,  wenn  aui* 
gesetzt  wird,  lautet 


=  a  -\-  it  gesetzt  wii-d 


-i)v^y  *, 


(i)i,(<)  cos  f.  («-()<». 

Man  wähle  nun  ö,  c  so,  dass  das  Intervall  von  b  bis  c  das  Intervall  von  —  tt 
bis  +  JT  einschiiesst  und  bestimme  im  ersteren  Intervall  eine  Function  X  (i)  so, 
dass  zwisdien  —  ^  iind  +  sc  l{t)  =  Xi  (f) ,  an  den  Grenzen  aber  X  (t)  und  !'(() 
verschwinden,  ferner  eine  Function  X^  (f)  in  dem  Intervall  von  ö  -(-  2jt  bis  c  so, 
dasB  zwischen  ö  +  2»  und  «  1^  (()  ^=  —  l(t  —  2n:)  nnd  zwischen  «  und  c 
;ij  (()  =^  X  (()  wird,  was  also  voraussetzt,  dass  l.^  (w)  =  —  I,  (^  u) ,  X'^  {n)  ^  1^  (—  jt) 
sei.     Dann  ergiebt  sich  wie  in  der  Anmerkung  (6) 


a'   /  *(()  Xi  (()  cos  ,11  (u  —  t)dt='  n'   I  < 


>  (()!(()  cos  fi(a-i)<if 


>{t)X,_{t)coBf^(a^t)dt 


und  die  beiden,  Bestandtheile  rechts  veischwmden  nach  Satz  3,  Ait  S  lut  un 
endlich  wachsendem  (i  Ebenso  verfährt  man  mit  den  übrigen  Bcstandtheilen  des 
vorliegenden  lategrila 

(7)  (Zu  Seite  iÖO)  Es  möge  hier  auf  die  Arleiten  von  P  du  Bois  Eejmond  liin 
guwiesen  werden,  die  nacii  Biemann.  die  Theorie  der  trjgonometribohen  Reihen 
noch  wesentlicb  gefördeit  hdben  Es  ist  dort  durch  Beispiele  nai,hge wiesen, 
dass  es  SPlbst  dnichauh  endliche  imd  stetige  Functionen  mit  unendlich  vielen 
Masima  und  MinimT^  giebt  die  eine  Daistellung  duich  tiigOnometrische  Reihen 
nicht  gestatten 

(8)  (Zu  Seit«  2b3 )  Das  Zeichen  X°  —  (—  1)  ist  als  eine  Summe  von  positiven 
und  negativen  Einheiten  zu  verstehen,  so  dass  jedem  geraden  Iheiler  von  n 
ein    negitnes,    jedem  ungerj.deii  ein  positives   Crbcd   entspiicht      Man   fandet 
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diese    Entwicklnng  (wenn    auch   auf  einem   nicht  ganz    einwatfafreien  Wege), 
wenn  man  die  Function  (a:)  durch  die  bekannte  Formel 

ausdrückt,   dies  in   die  Summe   £      -      einsetzt  und  die  Ordnung  der  Sumnia- 
tionen  vertauscht. 


(9)  (Zu  Seite  364.)     Der  Werth  a;  =  J  f e  ~   *-^    gehört, 


ochi  in  einem 

diese  Beispiele  betreffenden  Aufsatz  bemerkt  (Intotrno  ad  alcune  aerie,  Torino 
1875)  nicht  zu  den  Werthen  von  a:,  für  welche  die  Reihe   ^   sin(n!a;«)  con- 

vergirt.     Aber  auch  für  x  =  l  [e  —   -j  ist  die  Eeibe  nicht,  wie  Geuochi 
angieht,  convergent. 
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XIII. 

lieber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde 
liegen. 

(Au3  dem  dreizehnten  Bande  der  Abhandlimgen   der  Königlichen  Geaelkcbiift  der 
Wissenscbaftcn  zq  Göttingen.)*) 

Plan  der  Untersucliung. 

Bekanntlieh  setzt  die  Geometrie  sowohl  den  Begriff  des  Raumes, 
als  die  ersten  Grundbegriffe  für  die  Constructionen  im  Räume  als  etwas 
Gegebenes  voraus.  Sie  giebt  von  ihnen  nur  Nominaldefinitionen,  wäh- 
rend die  wesentlichen  Bestimmungen  in  Form  von  Axiomen  auftreten. 
Das  Verhäitniss  dieser  Voraussetzungen  bleibt  dabei  im  Dunkeln;  man 
sieht  weder  ein,  ob  und  in  wie  weit  ihre  Verbindung  nothwendig, 
noch  a  priori,  ob  sie  möglich  ist. 

Diese  Dunkelheit  wurde  auch  von  Euklid  bis  auf  Legendre,  um 
den  berühmtesten  neuereu  Bearbeiter  der  Geometrie  zu  nennen,  weder 
von  den  Mathematikern,  noch  von  den  Philosophen,  welche  sich  da- 
mit beschäftigten,  gehohen.  Es  hatte  dies  seinen  Grund  wohl  darin, 
dass  der  allgemeine  Begriff  mehrfach  ausgedehnter  Grössen,  unter 
welchem  die  Raumgrössen  enthalten  sind,  ganz  unbearbeitet  blieb. 
Ich  habe  mir  daher  zunächst  die  Aufgabe  gestellt,  den  Begriff  einer 
mehrfach  ausgedehnten  Grösse  aus  allgemeinen  Grössenbegriffen  zu 
construiren.  Es  wird  daraus  hervorgehen,  dass  eine  mehrfach  aus- 
gedehnte Grösse  verschiedener  Mass  Verhältnisse  fähig  ist  und  der  Raum 
also  nur  einen  besondeieu  Fall  einer  dieifdch  ausgedehnten  Grösse 
bildet.     Hiervon  abei  lat  une  nothwendige  Folge,    dass  die  Satze  der 

*)  Diese  Abhandlung  ist  am  10  Jnni  18o4  von  dem  Verfie^er  bei  dem  zum 
Zweck  seiner  H  ibilitatioii  veranstilteteu  Colloqninm  mit  der  philosophiechen 
Facnltät  zu  Göttingen  vorgelesen  worden  Hieraus  erkl'wt  Buh  dio  Form  dei  Dar 
Stellung,  in  welcher  die  aniljtischen  Unter sucbungen  nur  angedentpt  werden 
konnten;  einige  Aufifubrungen  derselben  findet  man  m  der  Be int« Ortung  der 
Pariser  Preieaufgabe  nebat  den  Anmerkungen  zu  dnsplben 
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XIII.    Uebev  die  Hypothesen,  wcldie  der  (leonietrie  zu  Gcuudi?  liegün.    97.'5 

Geometrie  sich  nicht  aus  allgemeinen  Grössenbegriifen  ableiten  lasseu, 
sondern  dass  diejenigen  Eigenschaften,  durch  welche  sich  der  Raum 
von  anderen  denkbaren  dreifach  ausgedehnten  Grössen  unterscheidet, 
nur  aus  der  Erfahrung  entnommen  werden  können.  Hieraus  entsteht 
die  Aufgabe,  die  einfachsten  Thatsachen  aufzusuchen,  aus  denen  sich 
die  Massverhältnisse  des  Raumes  bestimmen  lassen  —  eine  Aufgabe, 
die  der  Natur  der  Sache  nach  nicht  völlig  bestimmt  ist;  denn  es  lassen 
sich  mehrere  Systeme  einfacher  Thatsachen  angeben,  welche  zur  Be- 
stimmung der  Mass  Verhältnisse  des  Raumes  hinreichen;  am  wichtigsten 
ist  für  den  gegenwärtigen  Zweck  das  von  Euklid  zu  Grunde  gelegte. 
Diese  Thatsachen  sind  wie  alle  Thatsachen  nicht  nothwendig,  sondern 
nur  von  empirischer  Gewissheit,  sie  sind  Hypothesen;  man  kann  also 
ihre  Wahrscheinlichkeit,  welche  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtung 
allerdings  sehr  gross  ist,  untersuchen  und  hienach  über  die  ZuVässig- 
keit  ihrer  Ausdehnung  jenseits  der  Grenzen  der  Beobachtung,  sowohl 
nach  der  Seite  des  ünm  es  s  barg  rossen,  als  nach  der  Seite  des  Un- 
na es  sbark  leinen  urtheilen. 

I.  Begriff  einer  nfaoh  auegedehnten  Grösse. 
Indem  ich  nun  von  diesen  Aufgaben  zunächst  die  erste,  die  Ent- 
wicklung des  Begriffs  mehrfach  ausgedehnter  Grössen,  zu  lösen  ver- 
suche, glaube  ich  um  so  mehr  auf  eine  nachsichtige  Beurtheilung  An- 
spruch machen  zu  dürfen,  da  ich  in  dergleichen  Arbeiten  philosophischer 
Natur,  wo  die  Schwierigkeiten  mehr  in  den  Begriffen,  als  in  der  Con- 
struction  liegen,  wenig  geübt  bin  und  ich  ausser  einigen  ganz  kurzen 
Andeutungen,  welche  Herr  Geheimer  Hofrath  Gauss  in  der  zweiten 
Abhandlung  über  die  biquadratischen  Reste,  in  den  Göttingen  sehen 
gelehrten  Anzeigen  und  in  seiner  Jubiläumsschrift  darüber  gegeben 
hat,  und  einigen  philosophischen  Untersuchungen  Herbart's,  durchaus 
keine  Vorarbeiten  benutzen  konnte. 

1. 
Grössen  begriffe  sind  nur  da  möglich,  wo  sich  ein  allgemeiner  Be- 
griff vorfindet,  der  verschiedene  B es timmungs weisen  zulässt.  Je  nach- 
dem unter  diesen  Bestimmungsweisen  von  einer  zu  einer  andern  ein 
stetiger  Uebergang  stattfindet  oder  nicht,  bilden  sie  eine  stetige  oder 
discrete  Mannigfaltigkeit;  die  einzelnen  Bestimmungsweisen  heissen  im 
erstem  Falle  Punkte,  im  letztern  Elemente  dieser  Mannigfaltigkeit. 
Begriffe,  deren  Bestimmungsweisen  eine  discrete  Mannigfaltigkeit  bil- 
den, sind  so  häufig,  dass  sich  für  beliebig  gegebene  Dinge  wenigstens 
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in  den  gebildeteren  Sprachen  immer  ein  Begriff  auffinden  lässt,  unter 
welchem  sie  enthalten  sind  (und  die  Mathematiker  konnten  daher  in 
der  Lehre  von  den  disereten  Grössen  unbedenklich  von  der  Forderung 
ausgehen,  gegebene  Dinge  als  gleichartig  zu  betrachten),  dagegen  sind 
die  Veranlassungen  zur  Bildung  von  Begriffen,  deren  Bestimmungs- 
weisen eiue  stetige  Mannigfaltigkeit  bilden^  im  gemeinen  Leben  so 
selten,  dass  die  Orte  der  Sinnengegenstäude  und  die  Farbeu  vfoht  die 
einzigen  einfachen  Begriffe  sind,  deren  Bestimmungs weisen  eine  mehr- 
fach ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bilden.  Häufigere  Veranlassung  zur 
Erzeugung  und  Ausbildung  dieser  Begriffe  findet  sich  erst  in  der 
höhern  Mathematik. 

Bestimmte,  durch  ein  Merkmal  oder  eine  Grenze  unterschiedene 
Theile  einer  Mannigfaltigkeit  heiseen  Quanta.  Ihre  Vergieiehung  der 
Quantität  nach  geschieht  bei  den  disereten  Grössen  durch  Zählung,  bei 
den  stetigen  durch  Messung.  Das  Messen  besteht  in  einem  Aufeinander- 
legen der  zu  vergleichenden  Grössen;  zum  Messen  wird  also  ein  Mittel 
erfordert,  die  eine  Grosse  als  Massstab  für  die  andere  fortzutragen. 
Fehlt  dieses,  so  kann  man  zwei  Grössen  nur  vergleichen,  wenn  die 
eine  ein  Theil  der  andern  ist,  und  auch  dann  nur  das  Mehr  oder  Min- 
der, nicht  das  Wieviel  entscheiden.  Die  Untersuchungen,  welche  sich 
in  diesem  Falle  über  sie  austeilen  lassen,  bilden  einen  allgemeinen  von 
Massbestimmungen  unabhängigen  Theil  der  Grössenlehre,  wo  die  Grössen 
nicht  als  unabhängig  von  der  Lage  existirend  und  nicht  als  durch  eine 
Einheit  ausdröckbar,  sondern  als  Gebiete  in  einer  Mannigfaltigkeit  be- 
trachtet werden.  Solche  Untersuchungen  sind  für  mehrere  Theile  der 
Mathematik,  namentlich  für  die  Behandlung  der  mehrwerthigen  ana- 
lytischen Functionen  ein  Bedfirfniss  geworden,  und  der  Mangel  der- 
selben ist  wohl  eine  Hauptursache,  dass  der  berühmte  Äbel'ache  Satz 
und  die  Leistungen  von  Lagrange,  Pfaff,  Jacobi  für  die  allgemeine 
Theorie  der  Differentialgleichuugen  so  lange  uufruchtbar  gebheben  sind. 
Für  den  gegenwärtigen  Zweck  genügt  es,  aus  diesem  allgemeinen  Theile 
der  Lehre  von  den  ausgedehnten  Grössen,  wo  weiter  nichts  vorausgesetzt 
wird,  als  was  in  dem  Begriffe  derselben  schon  enthalten  ist,  zwei 
Punkte  hervorzuheben,  wovon  der  erste  die  Erzeugung  des  Begriffs 
einer  mehrfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit,  der  zweite  die  ZurÜck- 
fübrung  der  Ortsbestimmungen  in  einer  gegebeneu  Mannigfaltigkeit 
auf  Quantitätsbestimmungen  betrifft  und  das  wesentliche  Kennzeichen 
einer  «fachen  Ausdehnung  deutlich  machen  wird. 
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Geht  man  bei  einem  Begriffe,  dessen  Bestimm ungs weisen  eine 
stetige  Mannigfaltigkeit  bilden,  von  einer  Bestimmungs weise  auf  eine 
bestimmte  Art  zti  einer  andern  über,  so  bilden  die  durclilaafenen  Be- 
stimmungsweisen eine  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  deren 
wesentliches  Kennzeichen  ist,  dass  in  ihr  von  einem  Piantte  nur  nach 
zwei  Seiten,  vorwärts  oder  rackwärta,  ein  stetiger  Fortgang  möglieb 
ist.  Denkt  man  sich  nun,  dasa  diese  Mannigfaltigkeit  wieder  in  eine 
andere,  völlig  verschiedene,  übergeht,  und  zwar  wieder  auf  bestimmte 
Art,  d.  h.  so,  dass  jeder  Punkt  in  einen  bestimmten  Punkt  der  andern 
übergeht,  so  bilden  aäinmtliche  so  erhaltene  Bestimmungsweisen  eine 
zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit.  In  ähnlicher  Weise  erhält  man 
eine  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  wenn  man  sieb  vorstellt, 
dass  eine  zweifach  ausgedehnte  in  eine  völlig  verschiedene  auf  be- 
stimmte Art  übergeht,  und  es  ist  leicht  zu  seheu,  wie  man  diese  Cou- 
structiou  fortsetzen  kann.  Wenn  man,  anstatt  den  Begriff  als  be- 
stimmbar, seinen  Gegenstand  als  veränderlich  betrachtet,  so  kann  diese 
Construction  bezeichnet  werden  als  eine  Zusammensetzung  einer  Ver- 
änderlichkeit von  «  -|-  1  Dimensionen  aus  einer  Veränderlichkeit  von 
n  Dimensionen  und  aus  einer  Veränderlichkeit  von  Einer  Dimension, 


leb  werde  nun  zeigen,  wie  man  umgekehrt  eine  Veränderlichkeit, 
deren  Gebiet  gegeben  ist,  in  eine  Veränderlichkeit  von  einer  Dimension 
und  eine  Veränderlichkeit  von  weniger  Dimensionen  zerlegen  kann. 
Zu  diesem  Ende  denke  man  sich  ein  veränderliches  Stück  einer  Mannig- 
faltigkeit von  Einer  Dimension  —  von  einem  festen  Anfangspunkte  an 
gerechnet,  so  dass  die  Werthe  desselben  unter  einander  vergleichbar 
sind  — ,  welches  für  jeden  Funkt  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  einen 
bestimmten  mit  ihm  stetig  sich  ändernden  Werth  hat,  oder  mit  andern 
Worten,  man  nehme  innerhalb  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  eine 
stetige  Function  des  Orts  an,  und  zwar  eine  solche  Function,  welche 
nicht  längs  eines  Tbeils  dieser  Mannigfaltigkeit  coustant  ist.  Jedes 
System  von  Punkten,  wo  die  Function  einen  constanten  Werth  hat, 
bildet  dann  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von  weniger  Dimensionen, 
als  die  gegebene.  Diese  Mannigfaltigkeiten  gehen  bei  Aenderung  der 
Function  stetig  in  emandei  über;  man  wird  daher  annehmen  können, 
dass  aus  einer  von  ihnt,n  die  übrigen  hervorgehen,  und  es  wird  dies, 
allgemein  zu  reden,  bo  geschehen  können,  dass  jeder  Punkt  in  einen 
bestimmten    Punkt    dci    andern   übergeht;   die   Ansnahmsialle,    deren 


y  Google 


276   XIII.    lieber  die  Hjpotbesen,  welche  dei-  Geometrie  zu  Gründe  liegen. 

Untersuchung  wichtig  ist,  könueii  hier  unberücksichtigt  bleiben,    Hier- 
duich  wird  die  Ortsbestimmung  in  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  zurück- 
gaftihrt  auf  eine  (rrössenbestimmong  und  auf  eine  Ortabestimmuug 
einer  minderfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit.    Es  ist  nun  leicht  z 
zeigen,  dass  die^e  Mannigfaltigkeit  n  —  1  Dimensionen  hat,  wenn  di 
gegebene  Mannigfaltigkeit  eine  nt&ch  ausgedehnte  ist.    Durch  «malij 
Wiederholung   dieses   Verfahrens    wird   daher   die   Ortsbestimmung 
einer  n  fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  auf  n  Grössenbestimmunge 
und   also    die    Ortsbestimmimg   in    einer    gegebenen  Mapoigfaltigkei 
wenn   dieses   möglich    ist,    auf  eine   endliche  Anzahl    von  Quantitäts- 
bestimmungen zurückgeführt.    Es  giebt  indess  auch  Mannigfaltigkeiten, 
in  welchen  die  Ortsbestimmung  nicht  eine  endliche  Zahl,  sondern  ent- 
weder   eine  unendliche  Reihe   oder  eine    stetige  Mannigfaltigkeit  von 
Grösseubestimmungen  erfordert.     Solche  Mannigfaltigkeiten  bilden  z.  B. 
die  möglichen  Bestimmungen  einer  Function  für  ein  gegebenes  Gebiet, 
die  möglichen  Gestalten  ein  errUumlichen  Figur  u.  s.  w. 


II.    Massverhältnisse,  deren  eine  Mannigfaltigkeit  von  7i  Dimensionen 

fällig  iet,    unter   der  Yoraussetzuug,    dass    die    Linien    unabhängig 

von  der  Lage  eine  Länge  besitzen,  also  jede  Linie  durch  jede 

messbar  ist. 

Es  folgt  nun,  nachdem  der  Begriff  einer  «fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit eoustruirt  und  als  wesentliches  Kennzeichen  derselben  ge- 
funden worden  ist,  dass  sich  die  Ortsbestimmung  in  derselben  auf 
«  Grössenbestimmungen  zurückführen  lässt,  als  zweite  der  oben  ge- 
stellten Aufgaben  eine  Untersuchung  Über  die  Massverhältnisse,  dereu 
eine  solche  Mannigfaltigkeit  fähig  ist,  und  über  die  Bedingungen,  welche 
zur  Bestimmung  dieser  Ma ssver hältnisse  hinreichen.  Diese  Massver- 
hUltnisse  lassen  sich  nur  in  abstracten  GrÖssenbegriffen  untersuchen 
und  im  Zusammenhange  nur  durch  Formeln  darstellen;  unter  gewissen 
Voraussetzungen  kann  man  sie  indesa  in  Verhältnisse  zerlegen,  welche 
einzeln  genommen  einer  geometrischen  Darstellung  fähig  sind,  und 
hiedurch  wird  es  möglich,  die  Resultate  der  Rechnung  geometrisch 
auszudrücken.  Es  wird  daher,  um  festen  Boden  zu  gewinnen,  zwar 
eine  abstraete  Untersuchung  in  Formeln  nicht  zu  vermeiden  sein,  die 
Resultate  derselben  aber  werden  sich  im  geometrischen  Gewände  dar- 
stellen lassen.  Zu  Beidem  sind  die  Grundlagen  enthalten  in  der  be- 
rühmten Abhandlung  des  Herrn  Geheimen  Hofratlis  Gauss  über  die 
krummen  Flächen. 
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1. 
Massbestimmungen  erfordern  eine  ünabhäiigigkeib  der  Grössen 
vom  Ort,  die  in  mehr  als  einer  Weise  stattfinden  kann;  die  zunächst 
sieh  darbietende  Annahme,  welche  ich  hier  verfolgen  will,  ist  wohl 
die,  dass  die  Länge  der  Linien  unabhängig  von  der  Lage  sei,  also 
jede  Linie  durch  jede  messbar  sei.  Wird  die  Ortsbestimmung  auf 
Grösaenbestimmungen  zurflehgeführt,  also  die  Lage  eines  Punktes  in 
der  gegebenen  «fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  durch  n  veränder- 
liche Grössen  x^,  x.^,  Xg,  und  so  fort  bis  x^  ausgedrückt,  so  wird  die 
Bestimmung  einer  Linie  darauf  hinauskommen,  dass  die  Grössen  x  als 
Functionen  Einer  Veränderlichen  gegeben  werden.  Die  Aufgabe  ist 
dann,  für  die  Länge  der  Linien  einen  mathematischen  Ausdruck  auf- 
zustellen, zu  welchem  Zwecke  die  Grössen  x  als  in  Einheiten  ausdrück, 
bar  betrachtet  werden  müssen.  Ich  werde  diese  Aufgabe  nur  unter 
gewissen  Beschränkungen  behandeln  und  beschränke  mich  erstlich  auf 
solche  Linien,  in  welchen  die  Verhältnisse  zwischen  den  Grössen  rix 
—  den  zusammengehörigen  Aenderungen  der  Grössen  x  —  sich  stetig 
ändern;  mau  kann  dann  die  Linien  in  Elemente  zerlegt  denken,  inner- 
halb deren  die  Verhältnisse  der  Grössen  dx  als  constant  betrachtet 
werden  dürfen,  und  die  Aufgabe  kommt  dann  darauf  zurück,  für  jeden 
Punkt  einen  allgemeinen  Ausdruck  des  von  ihm  ausgehenden  Linien- 
elements ds  aufzustellen,  welcher  also  die  Grössen  x  und  die  Grössen 
dx  enthalten  wird.  Ich  nehme  nun  zweitens  an,  dass  die  Länge  des 
Linien  elements,  von  Grössen  zweiter  Ordnung  abgesehen,  ungeändert 
bleibt,  wenn  sämmtliche  Punkte  desselben  dieselbe  unendlich  kleine 
Ortsänderung  erleiden,  worin  zugleich  enthalten  ist,  dass,  wenn  sämmt- 
liche Grössen  dx  in  demselben  Verhältnisse  wachsen,  das  Linienelement 
sich  ebenfalls  in  diesem  Verhältnisse  ändert.  Unter  diesen  Annahmen 
wird  das  Linienelement  eine  beliebige  homogene  Function  ersten  Grades 
der  Grössen  dx  sein  können,  welche  ungeändert  bleibt,  wenn  sämmt- 
liche Grössen  dx  ihr  Zeichen  ändern,  und  worin  die  wiälkürlichen 
Constanten  stetige  Functionen  der  Grössen  x  sind.  Um  die  einfachsten 
Fälle  zu  finden,  suche  ich  zunächst  einen  Ausdruck  für  die  (w  —  l)fach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten,  welche  vom  Anfangspunkte  des  Linien- 
elements überall  gleich  weit  abstehen,  d,  h.  ich  suche  eine  stetige 
Function  des  Orts,  welche  sie  von  einander  unterscheidet.  Diese  wird 
vom  Anfangspunkt  aus  nach  allen  Seiten  entweder  ab-  oder  zunehmen 
müssen;  ich  will  annehmen,  dass  sie  nach  allen  Seiten  zunimmt  und 
also  in  dem  Punkte  ein  Minimum  hat.  Es  mus.i  dann,  wenn  ihre 
ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  endlich  sind,  das  Differential 
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erster  ürcluung  verschwinden  uiitl  das  zweiter  Ordnung  darf  nie  negativ 
werde»;  ich  neJiiue  an,  ilass  es  immür  positiv  bleibt.  Dieser  Differential- 
ausdruck  zweiter  Ordnung  bleibt  alsdann  eonstant,  wenn  ds  constant 
bleibt,  und  wächst  im  quadratischen  Verhältnisse,  wenn  die  Grössen 
dx  und  also  auch  äs  sich  sämmtlieh  in  demselben  Verhältnisse  ändern; 
er  ist  also  =coii8t.rfs^  und  folglich  ist  ris  =  der  QuatJratwurzel  aus 
einer  immer  positiven  ganzen  homogenen  Function  zweiten  Grades  der 
Grössen  dx,  in  welcher  die  Coefficienten  stetige  Functionen  der  Grössen 
X  sind.  Für  den  Kaum  wird,  wenn  man  die  Lage  der  Punkte  durch 
rechtwinklige  Coordinaten  ausdrückt,  ds  =  y2^(dxj^]  der  Raum  ist 
also  unter  diesem  einfachsten  Falle  enthalten.  Der  nächst  einfache 
Fall  würde  wohl  die  Mannigfaltigkeiten  umfassen,  in  welchen  sich  das 
Linienelement  durch  die  vierte  Wurzel  aus  einem  Differentialausdrucke 
vierten  Grades  ausdrücken  lagst.  Die  Untersuchung  dieser  allgemeinem 
Gattung  würde  zwar  keine  wesentlich  andere  Prineipieu  erfordern,  aber 
ziemlich  zeitraubend  sein  und  verhältnissmässig  auf  die  Lehre  vom 
Räume  wenig  neues  Licht  werfen,  zumal  da  sich  die  Resultate  nicht 
geometrisch  ausdrücken  lassen;  ich  beschranke  mich  daher  a\if  die 
Mannigfaltigkeiten,  wo  das  Linienelement  durch  die  Quadratwurzel  aus 
einem  Differentialausdruck  zweiten  Grades  anagedrückt  wird.  Man  kann 
einen  solchen  Ausdruck  in  einen  andern  ähnlichen  transformiren,  in- 
dem man  für  die  n  unabhiingigen  Veränderlichen  Functionen  von  n 
neuen  unabhängigen  Veränderlichen  setzt.  Auf  diesem  Wege  wird 
man  aber  nicht  jeden  Ausdruck  in  jeden  transformiren  können;  denn 
der  Ausdruck  enthält  n-  Coefficienten,  welche  willkürliche  Functionen 
der  unabhängigen  Veränderlichen  sind;  durch  Einftährung  neuer  Ver- 
änderlicher wird  man  aber  nur  n  Relationen  genügen  und  also  nur  n 
der  Coefficienten  gegebenen  Grössen  gleich  machen  können.  Es  sind 
dann  die  übrigen  n  — —  durch  die  Natur  der  darzustellenden  Mannig- 
faltigkeit schon  völlig  bestimmt,  und  zur  Bestimmung  ihrer  Massver- 
hättnisse  also  n  -  ■■■  -  Functionen  des  Orts  erforderlich.  Die  Mannig- 
faltigkeiten, in  welchen  sich,  wie  in  der  Ebene  und  im  Räume,  das 
Linienelement  auf  die  Form  Yl^dx^  bringen  lässt,  bilden  daher  nur 
einen  beaondem  Fall  der  hier  zu  untersuchenden  Mannigfaltigkeiten; 
sie  verdienen  wohl  einen  besonderen  Namen,  und  ich  will  also  diese 
Mannigfaltigkeiten,  in  welchen  sich  das  Quadrat  des  Linienelements 
auf  die  Summe  der  Quadrate  von  selbständigen  Differenti allen  bringen 
lässt,  eben  nennen.  Um  nun  die  wesentlichen  Verschiedenheiten  sämmt- 
licher  in  der  vorausgesetzten  Form  darstellbarer  Mannigfaltigkeiten  über- 
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seben  zu  küanen,  ist  es  nöthig,  die  von  der  DavstcllungsweisG  her- 
jührcnden  zu  beseitigen,  was  durch  Wabl  der  verän(Jeriichen  Grössen 
nach  einem  bestimmten  Prineip  erreicht  wird. 


Zu  diesem  Ende  deuke  man  sich  von  einem  beliebigen  Punkte  aus 
das  System  der  von  ihm  ausgehenden  körzeaten  Linien  construirfc;  die 
Lage  eines  unbestimmten  Punktes  wird  dann  bestimmt  werden  können 
durch  die  Aufangsrichtung  der  kürzesten  Linie,  in  welcher  er  liegt, 
und  durch  seine  Entfernung  in  derselben  vom  Anfangspunkte  und  kann 
daher  durch  die  Verhältnisse  der  Grössen  dx",  d.  h,  der  Grössen  dx  im 
Anfang  dieser  kürzesten  Linie  und  durch  die  Länge  s  dieser  Linie  aus- 
gedrückt werden.  Man  führe  nun  statt  dx*^  solche  aus  ihnen  gebildete 
lineare  Ausdrücke  da  ein,  dass  der  Anfangswerth  des  Quadrats  des  Linien- 
elements gleich  der  Summe  der  Quadrate  dieser  Ausdrücke  wird,  so  dass 
die  unabhängigen  Variabein  sind:  die  Grosse  s  und  die  Verhältnisse  der 
Grössen  da;  und  setze  schliesslich  statt  da  solche  ihnen  proportionale 
Grössen  x^,  x.^, . .  .,  x„,  dass  die  Quadratsurame  =  s^  wird.  Führt  man 
diese  Grössen  ein,  so  wird  für  unendlich  kleine  Werthe  von  x  das 
Quadrat  des  Liuienelements  =2äx^,  das  Glied  der  nächsten  Ordnung  in 
demselben  aber  gleich  einem  homogenen  Ausdruck  zweiten  Grades  der 
«  ~"  Grössen  {xi  dx^  —  x^  dx^ ,  (3^  dx^  —  %  dx^,  . . .,  alsc 
unendlich  kleine  Grösse  von  der  vierten  Dimension,  so  dass  uit 
endliche  Grösse  erhält,  wenn  man  sie  durch  das  Quadrat  des  unendlich 
kleinen  Dreiecks  dividirt,  in  dessen  Eckpunkten  die  Werthe  der  Ver- 
änderlichen sind  {0,  0,  0,  . . .),  (a-'i,  x^,  x^,  . . .),  (dxj,  dx^,  dx^, ). 

Diese  Grösse  behält  denselben  Werth,  so  lange  die  Grössen  x  und  dx 
in  denselben  binären  Linearformen  enthalten  sind,  oder  so  lange  die 
beiden  kürzesten  Linien  von  den  Werthen  0  bis  zu  den  Werthen  x 
und  von  den  Werthen  0  bis  zu  den  Wertheu  dx  in  demselben  Flächeu- 
element  bleiben,  und  hängt  also  nur  von  Ort  und  Richtung  desselben 
ab.  Sie  wird  offenbar  ^0,  wenn  die  dargestellte  Mannigfaltigkeit 
eben,  d,  h.  das  Quadrat  des  Liuienelements  auf  Edx^  reducirbar  istj 
und  kann  daher  als  das  Mass  der  in  diesem  Punkte  in  dieser  Plächen- 
riehtung  stattfindenden  Abweichung  der  Mannigfaltigkeit  von  der  Eben- 
heit angesehen  werden.  Multiplicirt  mit  —  |  wird  sie  der  Grösse 
gleich,  welche  Herr  Geheimer  Hofrath  Gauss  das  Krümmungsmass 
einer  Fläche  genannt  hat.  Zur  Bestimmung  der  Mass  Verhältnisse  einer 
«fach  ausgedehnten  in  der  vorausgesetzten  Form  darstellbaren  Mannig- 
t'altigkeit   wurden   vorhin  u — ;;—  Functionen  des  Orts  nÖthig  gefunden; 
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wenn  also  das  Knimmuiigsmass  in  jedem  Punkte  in  n  —^ —  Fläehen- 
richtungen  gegeben  wird,  so  werden  daraus  die  Mass  Verhältnisse  der 
Mannigfaltigkeit  sieh  bestimmen  lassen,  wofern  nur  zwischen  diesen 
Werthen  keine  identischen  Relationen  stattfinden,  was  in  der  That, 
allgemein  zu  reden,  nicht  der  Fall  ist.  Die  Massverhältnisse  dieser 
Mannigfaltigkeiten,  wo  das  Linienelement  durch  die  Quadratwurzel  aus 
einem  Differential  au  sd  ruck  zweiten  Grades  dargestellt  wird,  lassen  sich 
so  auf  eine  von  der  Wahl  der  veränderlichen  Grössen  völlig  unab- 
hängige Weise  ausdrücken.  Ein  ganz  ähnlicher  Weg  lässt  sich  zu 
diesem  Ziele  auch  bei  den  Mannigfaltigkeiten  einschlagen,  in  welchen 
das  Linfenelement  durch  einen  weniger  einfachen  Ausdruck,  z.  B.  durch 
die  vierte  Wurzel  aus  einem  Differentialausdruek  vierten  Grawes,  aus- 
gedrückt wird.  Es  würde  sich  dann  das  Linienelement,  allgemein  zu 
reden,  nicht  mehr  auf  die  Form  der  Quadratwurzel  aus  einer  Quadrat- 
aumme  von  Differential  ausdrücken  bringen  lassen  und  also-  in  dem 
Ausdrucke  für  das  Quadrat  des  Linienelements  die  Abweichung  von 
der  Ebenheit  eine  unendlich  kleine  Grösse  von  der  zweiten  Dimension 
sein,  während  sie  hei  jenen  Mannigfaltigkeiten  eine  unendlich  kleine 
Grösse  von  der  vierten  Dimension  war.  Diese  Eigenthümlichkeit  der 
letztern  Mannigfaltigkeiten  kann  daher  wohl  Ebenheit  in  den  kleinsten 
Theileu  genannt  werden.  Die  für  den  jetzigen  Zweck  wichtigste  Eigen- 
thümlichkeit  dieser  Mannigfaltigkeiten,  derentwegen  sie  hier  allein 
untersucht  worden  sind,  ist  aber  die,  dass  sich  die  Verhältnisse  der 
zweifach  ausgedehnten  geometrisch  durch  Flächen  darstellen  und  die 
der  mehrfach  ausgedehnten  auf  die  der  in  ihnen  enthaltenen  Flächen 
zurückführen  lassen,   was  jetzt  noch   einer    kurzen  Erörterung  bedarf. 


In  die  Auffassung  der  Flächen  mischt  sieh  neben  de»  inneren 
Massverhältnisseu,  bei  welchen  nur  die  Länge  der  Wege  in  ihnen  in 
Betracht  kommt,  immer  auch  ihre  Lage  zu  ausser  ihnen  gelegenen 
Punkten,  Man  kann  aber  von  den  äussern  Verhältnissen  abstrahiren, 
indem  man  solche  Veränderungen  mit  ihnen  vornimmt,  bei  denen  die 
Länge  der  Linien  in  ihnen  ungeändert  bleibt,  d.  h.  sie  sich  beliebig 
—  ohne  Dehnung  —  gebogen  denkt,  und  alle  so  auseinander  ent- 
stehenden Flächen  als  gleichartig  betrachtet.  Es  gelten  also  z.  B.  be- 
liebige cylindrisehe  oder  conische  Flächen  einer  Ebene  gleich,  weil  sie 
sich  durch  blosse  Biegung  aus  ihr  bilden  lassen,  wobei  die  innem 
Mass  Verhältnisse  bleiben,  und  sUmmtliche  Sätze  über  dieselben  —  also 
die  ganze  Planimetrie  —  ihre  Gültigkeit  behalten;  dagegen  gelten  sie 
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als  wesentlich  verschieden  von  der  Kugel,  welche  sieh  nicht  olme 
Dehnung  in  eine  Ebene  verwandeln  lässt.  Nach  der  vorigen  Unter- 
suchung werden  in  jedem  Punkte  die  inuern  Massverhältnisse  einer 
zweifach  ausgedehnten  Grösse,  weuji  sich  das  Linienelement  durch  dio 
Quadratwurzel  aus  einem  Differentialausdruck  zweiten  Grades  ausdrücken 
lässt,  wie  dies  bei  den  Flächen  der  Fall  ist,  charakterisirt  durch  das 
Krümmungsmass.  Dieser  Grösse  lässt  sich  nun  bei  den  Flächen  die 
anschauliche  Bedeutung  geben,  dass  sie  das  Product  aus  den  beiden 
Krümmungen  der  Fläche  in  diesem  Funkte  ist,  oder  auch,  dass  das 
Product  derselben  in  ein  unendlich  kleines  aus  kürzesten  Linien  ge- 
bildetes Dreieck  gleich  ist  dem  halben  Üeberschusse  seiner  Winkel- 
summe  über  zwei  Rechte  in  Theilen  des  Halbmessers.  Die  erste  De- 
finition würde  den  Satz  voraussetzen,  dass  das  Product  der  beiden 
Krümmungshalbmesser  bei  der  blossen  Biegung  einer  Fläche  ungeandert 
bleibt,  die  zweite,  dass  an  demselben  Orte  der  Ueberschuss  der  Winkel- 
summe eines  unendlich  kleinen  Dreiecks  Über  zwei  Rechte  seinem 
Inhalte  proportional  ist.  Um  dem  Krßnimungsmass  einer  «fach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  in  einem  gegebenen  Punkte  und  einer  ge- 
gebenen durch  ihn  gelegten  Flächenrichtung  eine  greifbare  Bedeutung 
zu  geben,  muss  man  davon  ausgehen,  dass  eine  von  einem  Punkte 
ausgehende  kürzeste  Linie  vöUig  bestimmt  ist,  wenn  ihre  Änfangs- 
richtung  gegeben  ist.  Hienacli  wird  man  eine  bestimmte  Fläche  er- 
halten, wenn  man  sämmtiiche  von  dem  gegebenen  Punkte  ausgehenden 
und  in  dem  gegebenen  Fläch eneJement  liegenden  Anfangsrichtungen 
zu  kürzesten  Linien  verlängert,  und  diese  Fläche  hat  in  dem  gegebenen 
Punkte  ein  bestimmtes  Krümmungsmass,  welches  zugleich  das  Krüm- 
muugsmatss  der  »fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  in  dem  gegebenen 
Punkte  und  der  gegebenen  Flächenriclitung  ist. 


Es  sind  nun  noch,  ehe  die  Anwendung  auf  den  Raum  gemacht 
wird,  einige  Betrachtungen  über  die  ebenen  Mannigfaltigkeiten  im  All- 
gemeinen nöthig,  d.  h.  über  diejenigen,  in  welchen  das  Quadrat  des 
Linien  Clements  durch  eine  Quadratsumme  vollständiger  Differentialien 
darstellbar  ist. 

In  einer  ebenen  «fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  ist  das 
Krümmungsmass  in  jedem  Punkte  in  jeder  Richtung  Null;  es  reicht 
aber  nach  der  frühem  Untersuchung,  um  die  Massverbältnisse  zu  be- 
stimmen, hin  zu  wissen,  dass  es  in  jedem  Punkte  in  «— g —  Flächen- 
richtungen,   deren    Krümmungsmasse    von    einander   unabhängig   sind. 
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Null  sei.  Die  Manuigf altigt eiten,  deren  Krümmungsiiiass  überall  =  0 
ist,  lassen  sich  betrachten  als  ein  besonderer  Fall  derjenigen  Mannig- 
faltigkeiten, deren  Krümraungsmass  aUentlialben  constant  ist.  Der 
gemeinsame  Charakter  dieser  Mannigfaltigkeiten,  deren  Krümmungs- 
masa  constant  ist,  kann  auch  so  ausgedrückt  werden,  dass  sich  die 
Figuren  in  ihnen  "ohne  Dehnung  bewegen  lassen.  Denn  offenbar  wür- 
den die  Figuren  in  ihnen  nicht  beliebig  verschiebbar  und  drehbar  sein 
können,  wenn  nicht  in  jedem  Punkte  in  allen  Richtungen  das  Krüm- 
mungsmass  dasselbe  wäre.  Andererseits  aber  sind  durch  das  Krüni- 
mungsmasa  die  Mass  Verhältnisse  der  Mannigfaltigkeit  vollständig  be- 
stimmt; es  sind  daher  um  einen  Punkt  nach  allen  Richtungen  die 
Maasverhältnisse  genau  dieselben,  wie  um  einen  andern,  und  also  von 
ihm  aus  dieselben  Constructionen  ausführbar,  und  folglieh  kann  in  den 
Mannigfaltigkeiten  mit  eonstantem  Krümmungsmass  den  Figuren  jede 
beliebige  Lage  gegeben  werden.  Die  Massverhältnisse  dieser  Mannig- 
faltigkeiten hängen  nur  von  dem  Werthe  des  Krümmungsmasses  ab, 
und  in  Bezug  auf  die  analytische  Darstellung  mag  bemerkt  werden, 
dass,  wenn  mau  diesen  Werth  durch  a  bezeichnet,  dem  .Ausdruck  für 
das  Linienelement  die  Form 

■ — ^ —  yzd^^ 

gegeben  würden  kium. 


Zur  geometrischen  Erläuterung  kann  die  Betrachtung  der  Flächen 
mit  eonstantem  Krümmungsmass  dienen.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass 
sich  die  Flächen,  deren  Krümmungsmass  positiv  ist,  immer  auf  eine 
Kugel,  deren  Radius  gleich  1  dividirt  durch  die  Wurzel  aus  dem 
Krümmungsmass  ist,  wickeln  lassen  werden;  um  aber  die  ganze  Mannig- 
faltigkeit dieser  Flächen  zu  übersehen,  gebe  man  einer  derselben  die 
Gestalt  einer  Kugel  und  den  übrigen  die  Gestalt  von  Ümdrehungs- 
flächen,  welche  sie  im  Aequator  berühren.  Die  Flächen  mit  grösserem 
Krümmungsmass,  als  diese  Kugel,  werden  dann  die  Kugel  von  innen 
berühren  und  eine  Gestalt  annehmen,  wie  der  äussere  der  Äxe  ab- 
gewandte Theil  der  Oberfläche  eines  Ringes;  sie  würden  sich  auf  Zonen 
von  Kugeln  mit  kleinerem  Halbmesser  wickeln  lassen,  aber  mehr  als 
einmal  herumreichen.  Die  Flächen  mit  kleinerem  positiven  Krümmungs- 
mass wird  man  erhalten,  wenn  man  aus  Kugelflächeu  mit  grösserem 
Radius  ein  von  zwei  grössten  Halbkreisen  begrenztes  Stück  ausschneidet 
und  die  Schnittlinien  zusammenfügt.    Die  Fläche  mit  dem  Krümmungs- 
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mass  Null  wiid  tiiie  aiit  dem  Aefjuitoi  stthende  Cjlindertlüclie  sein; 
die  Flächen  mit  negatnera  Kiummunt^smass  aber  werden  diesen  Cylin- 
der  von  aussen  bernliren  und  wie  der  innere  der  Axe  zugewandte  Theii 
der  Oberfi  »che  eines  lunges  geformt  sem  Denit  man  sieh  diese 
Flächen  als  Ott  für  in  ihnen  bewegliche  Fhchenstiicke,  wie  den  Raum 
als  Ort  fUi  Korper,  so  sind  in  allen  diesen  Flächen  die  Flächenstücke 
ohne  Dehnung  beweglieh.  Die  Flächen  mit  positivem  Krümmungsmass 
lassen  sich  stets  so  formen,  dass  die  Fiächenstücke  auch  ohne  Biegung 
beliebig  bewegt  werden  können,  nämlich  zu  Kugelflächen,  die  niit  ne- 
gativem aber  nicht.  Ausser  dieser  Unabhängigkeit  der  Fiächenstücke 
vom  Ort  findet  bei  der  Fläche  mit  dem  Krümmungsmass  Null  auch 
eine  Unabhängigkeit  der  Richtung  vom  Ort  statt,  welche  bei  den 
übrigen  Flächen  nicht  stattfindet. 

Hl.    Anwendung  auf  den  Kaum. 

1. 

Nach  diesen  Untersuchungen  über  die  Bestimmung  der  Massver- 
hältnisse  einer  Jifach  ausgedehnten  Grösse  lassen  sich  nun  die  Bedin- 
gungen angeben,  welche  zur  Bestimmung  der  Massverhältnisse  des 
Raumes  hinreichend  und  nothwendig  sind,  wenn  Unabhängigkeit  der 
Linien  von  der  Lage  und  Darstellbarkeit  des  Linienelements  durch  die 
Quadratwurzel  aus  einem  [Differential  aus  drucke  zweiten  Grades,  also 
Ebenheit  in  den  kleinsten  Theilen  vorausgesetzt  wird. 

Sie  lassen  sich  erstens  so  ausdrücken,  dass  das  Krümmungsmass 
in  jedem  Punkte  in  drei  Flächenrichtungen  =  0  ist,  und  es  sind  da^ 
her  die  Masaverhältnisse  des  Raumes  bestimmt,  wenn  die  Winkel- 
summe  im  Dreieck  allenthalben  gleich  zwei  Rechten  ist, 

Setzt  man  aber  zweitens,  wie  Euklid,  nicht  bloss  eine  von  der 
Lage  unabhängige  Existenz  der  Linien,  sondern  auch  der  Körper 
voraus,  so  folgt,  dass  das  Krümmungsmass  allenthalben  constant  ist, 
und  es  ist  dann  in  allen  Dreiecken  die  Winkelsumme  bestimmt,  wenn 
sie  in  Einem  bestimmt  ist. 

Endlieh  könnte  man  drittens,  anstatt  die  Länge  der  Linien  als 
unabhängig  von  Ort  und  Richtung  anzunehmen,  auch  eine  Unab- 
hängigkeit ihrer  Länge  und  Richtung  vom  Ort  voraussetzen.  Nach 
dieser  Auffassung  sind  die  Orts  an  dem  n  gen  oder  Ortsversehiedenheiten 
complexe  in  drei  unabhängige  Einheiten  ausdrückbare  Grössen. 


Im  Laufe  der  bisherigen  Betrachtungen  wurden  zunächst  die  Aus- 
dehnungs-    oder  Gebietsverhältnisse  von  den  Massverhältnissen   geson- 
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durt,  und  gei'uudei],  dass  bei  denselben  Ausdehnungaverliäitnisricu  ver- 
schiedene Massverhäifcnisse  denkbar  sind;  es  wurden  dann  die  Systeme 
einfacher  Massbeatimmungen  aufgesucht,  durch  welche  die  Massver- 
hältnisse  des  Raumes  völlig  bestimmt  sind  und  von  welchen  alle  Sätze 
über  dieselben  eine  noth-wendige  Folge  sind ;  es  bleibt  nun  die  Frage 
KU  erörtern,  wie,  in  welchem  Gfrade  und  in  welchem  Umfange  diese 
Voraussetzungen  durch  die  Erfahrung  verbärgt  werden.  In  dieser  Be- 
ziehung findet  zwischen  den  blossen  Ausdehnungsverhältnissen  und  den 
Maasverhältnissen  eine  wesentliche  Verschiedenheit  statt,  insofern  bei 
erstem,  wo  die  möglichen  Fälle  eine  diserete  Mannigfaltigkeit  bilden, 
die  Aussagen  der  Erfahrung  zwar  nie  völlig  gewiss,  aber  nicht  un- 
genau sind,  während  bei  letztern,  wo  die  möglichen  Falle  eine  stetige 
Mannigfaltigkeit  bilden,  jede  Bestimmung  aus  der  Erfahrung  immer 
ungenau  bleibt  —  es  mag  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  nahe  richtig 
ist,  noch  so  gross  sein.  Dieser  Umstand  wird  wichtig  bei  der  Aus- 
dehnung dieser  empirischen  Bestimmungen  über  die  Grenzen  der  Beob- 
achtung in's  Uumesabargrosse  und  Unmessbarkleine;  denn  die  letztern 
können  offenbar  jenseits  der  Grenzen  der  Beobachtung  immer  unge- 
nauer werden,  die  ersteren  aber  nicht. 

Bei  der  Ausdehming  der  Raumconstructionen  in's  Unme  sab  argrosse 
ist  Unbegrenztheit  und  Unendlichkeit  zu  scheiden;  jene  gehört  zu  den 
.\  u  sd  eh  nungs  Verhältnissen,  diese  zu  den  Mass  Verhältnissen.  Dass  der 
Raum  eine  unbegrenzte  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltiglieit  sei,  ist 
eine  Voraussetzung,  welche  bei  jeder  Auffassung  der  Aussenwelt  an- 
gewandt wird,  nach  welcher  in  jedem  Augenblicke  das  Gebiet  der 
wirklichen  Wahrnehmungen  ergänzt  und  die  möglichen  Orte  eines  ge- 
suchten Gegenstandes  construirt  werden  \md  welche  sich  bei  diesen 
Anwendungen  fortwährend  bestätigt.  Die  Unbegrenztheit  des  Raumes 
besitzt  daher  eine  grössere  empirische  Gewissheit,  als  irgend  eine 
äussere  Erfahrung.  Hieraus  folgt  aber  die  Unendlichkeit  keineswegs; 
vielmehr  würde  der  Raum,  wenn  man  Unabhängigkeit  der  Körper  vom 
Ort  voraussetzt,  ihm  also  ein  constantes  Krümmimgsmass  zuschreibt, 
nothwendig  endlieh  sein,  so  bald  dieses  Krümmungsmass  einen  noch 
so  kleinen  positiven  Werth  hätte.  Man  würde,  wenn  man  die  in  einem 
Flächenelement  liegenden  Anfangsrichtungen  zu  kürzesten  Linien  ver- 
längert, eine  unbegrenzte  Fläche  mit  eonstautem  positiven  Krümmungs- 
mass,  also  eine  Fläche  erhalten,  welche  in  einer  ebenen  dreifach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  die  Gestalt  einer  Kugelfläche  annehmen 
würde  und  welche  folglieh  endlich  ist. 
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Die  Fragen  über  das  Uum es sb argrosse  sind  für  die  Naturerklärung 
müasige  Fragen,  Anders  verhälb  ea  sich  aber  mit  den  Fragen  über 
das  ünmessbarkleine.  Auf  der  Genauigkeit,  mit  welcher  wir  die  Er- 
scheinungen ins  Unendlithkleine  verfolgen,  beruht  wesentlich  die  Er- 
kenntniss  ihres  Causalzusammenhangs.  Die  Fortschritte  der  letzten 
Jahrhunderte  in  der  Erkenntniss  der  mechanischen  Natur  sind  fast 
allein  bedingt  durch  die  Genauigkeit  der  Construction,  welche  durch 
die  Erfindung  der  Änatysis  des  Unendlichen  und  die  von  Ärehimed, 
Galiläi  und  Newton  aufgefundenen  einfachen  Grundbegriffe,  dereu 
sich  die  heutige  Physik  bedient,  möglich  geworden  ist.  In  den  Natur- 
wissenschaften aber,  wo  die  einfachen  Grundbegriffe  zu  solchen  Con- 
structionen  bis  jetzt  fehlen,  verfolgt  man,  um  den  Causalzusammen-- 
hang  zu  erkennen,  die  Erscheinungen  in's  räumlich  Kleine,  so  weit  es 
das  Mikroskop  nur  gestattet.  Die  Fragen  über  die  Mass  Verhältnisse 
des  Raumes  im  ünmessbark leinen  gehören  also  nicht  zu  den  müssigen. 

Setzt  man  voraus,  dass  die  Körper  unabhängig  vom  Ort  existiren, 
so  ist  das  Krümmungsmass  überall  constaut,  und  es  folgt  dann  aus 
den  astronomischen  Messungen,  dass  es  nicht  von  Null  verschieden 
sein  kann;  jedenfalls  mUsste  sein  reciprocer  Werth  eine  Fläche  sein, 
gegen  welche  das  unsern  Teleskopen  zugängliche  Gebiet  verschwinden 
müsste.  Wenn  aber  eine  solche  Unabhängigkeit  der  Korper  vom  Ort 
nicht  stattfindet,  so  kann  man  aus  den  Massverhältnissen  im  Grossen 
nicht  auf  die  im  Uneudlichkleinen  schliessen;  es  kann  dann  in  jedem 
Punkte  das  Krümmungsmass  in  drei  Richtungen  einen  beliebigen  Werth 
haben,  wenn  nur  die  ganze  Krümmung  jedes  mesabaren  ßaumtbeils 
nicht  merklich  von  Null  verschieden  ist;  noch  complicirtere  Verhält- 
nisse können  eintreteiE,  wenn  die  vorausgesetzte  Darst eil  barkeit  eines 
Linieneleraents  durch  die  Quadratwurzel  ans  einem  Differentialausdruck 
zweiten  Grades  nicht  stattfindet.  Nun  schein 
Begriffe,  in  welchen  die  räumlichen  Massbestin 
der  Begriff  des  festen  Körpers  und  des  Lic 
kleinen  ihre  Gültigkeit  zu  verlieren;  es  ist  also  sehr  wohl  denkbar, 
dass  die  Masaverhältnisse  des  Raumes  im  Uuendlichkleiuen  den  Vor- 
aussetzungen der  Geometrie  nicht  gemäss  sind,  und  dies  würde  mau 
in  dei  That  annehmen  müssen,  sobald  sich  dadurch  die  Erscheinungen 
aui  emfdcheie  Weise  erklären  Hessen. 

Die  Frage  über  die  Gültigkeit  der  Voraussetzungen  der  Geometrie 
im  Unendlichkleinen  hängt  zusammen  mit  der  Frage  nach  dem  inneni 
Grunde   der  Mass  Verhältnisse  des  Raumes.     Bei  dieser  IVage,  welche 


inen  aber  die  empirischen 
mmungen  gegründet  sind, 
ichtstrahls,   im  Unendlich- 


y  Google 


28Ö    SIII.    Ueber  die  Hypotheeen,  welcbe  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen. 

wohl  noch  zur  Lehre  vom  Räume  gerechnet  werden  darf,  kommt  die 
obige  Bemerkung  zur  Anwendung,  dass  bei  einer  discreten  Mannig- 
faltigkeit das  Princip  der  Mass  Verhältnisse  schon  iu  dem  Begriffe 
dieser  Mannigfaltigkeit  enthalten  ist,  bei  einer  stetigen  aber  anders 
woher  hinzukommen  muss.  Es  muss  also  entweder  das  dem  Räume 
zu  Grunde  liegende  Wirkliche  eine  diacrete  Mannigfaltigkeit  bilden, 
oder  der  Grund  der  Massverhältnisse  ausserhalb,  in  darauf  wirkenden 
bindenden  Kräften,  gesucht  werden. 

Die  Entscheidung  dieser  Fragen  kann  nur  gefunden  werden,  indem 
man  von  der  bisherigen  durch  die  Erfahrung  bewährten  Auffassung 
der  Erscheinungen,  wozu  Newton  den  Grund  gelegt,  ausgeht  und 
diese  durch  Thatsachen,  die  sich  aus  ihr  nicht  erklären  lassen,  ge- 
trieben allmählich  umarbeitet;  solche  Untersuchungen,  welcbe,  wie  die 
hier  geführte,  von  allgemeinen  Begriffen  ausgeben,  können  nur  dazu 
dienen,  dass  diese  Arbeit  nicht  durch  die  Beschränktheit  der  Begriffe 
gehindert  und  der  Fortsehritt  im  Erkennen  des  Zusammenhangs  der 
Dinge  nicht  durch  überlieferte  Vorurtheile  gehemmt  wird. 

Es  führt  dies  hinüber  in  das  Gebiet  einer  andern  Wissenschaft, 
in  das  Gebiet  der  Physik,  welches  wohl  die  Natur  der  heutigen  Ver- 
anlassung nicht  zu  betreten  erlaubt. 
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XIV. 

Ein  Beitrag  zur  Elektrodynamik. 

(Aus  Poggendorffs  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Bd.  CXXXI.) 

Der  Königlichen  Societät  erlaube  ich  mir  eine  Bemerkung  mit- 
zutheilen,  welche  die  Theorie  der  Elektricität  und  des  Magnetismus 
mit  der  des  Lichts  und  der  strahlenden  Wärme  in  einen  nahen  Zu- 
sammenhang bringt.  Ich  habe  gefunden,  dass  die  elektrodynamischen 
Wirkungen  galvanischer  Ströme  sich  erklären  lassen,  wenn  man  an- 
nimmt, dass  die  Wirkung  einer  elektrischen  Masse  auf  die  übrigen 
nicht  momentan  geschieht,  sondern  sich  mit  einer  constanten  (der  Licht- 
geschwindigkeit innerhalb  der  Grenzen  der  Be  o  b  achtun  gs  fehl  er  gleichen) 
Geschwindigkeit  zu  ihnen  fortpflanzt.  Die  Differentialgleiehnng  für  die 
Fortpflanzung  der  elektrischen  Kraft  wird  bei  dieser  Annahme  dieselbe, 
wie  die  für  die  Fortpflanzung  des  Lichts  und  der  strahlenden  Wärme, 

Es  seien  S  und  S'  zwei  von  constanten  galvanischen  Strömen 
durchflossene  und  gegen  einander  nicht  bewegte  Leiter,  a  sei  ein 
elektrisches  Massentheilchen  im  Leiter  S,  welches  sich  zur  Zeit  t  im 
Punkte  (x,  y,  s)  befinde,  e  ein  elektrisches  Massentheilchen  von  S' 
und  befinde  sich  zur  Zeit  (  im  Punkte  {x,  y,  /).  Ueber  die  Bewegung 
der  elektrischen  Massentheilchen,  welche  in  jedem  Leiterth eilchen  für 
die  positiv  und  negativ  elektrischen  entgegengesetzt  ist,  mache  ich  die 
Voraussetzung,  dass  sie  in  jedem  Augenblicke  so  vertheilt  sind,  dass 
die  Summen 

•S«/'(«,  y,  i),  z,y{x,  ,',  »■), 

Über  sämmtliche  Massentheilchen  der  Leiter  ausgedehnt  gegen  dieselben 
Summen,  wenn  sie  nur  über  die  positiv  elektrischen"  oder  nur  über 
die  negativ  elektrischen  Massentheilchen  ausgedehnt  werden,  vernach- 
lässigt werden  dürfen,  sobald  die  Function  /'  und  ihre  Differential- 
quotienten  stetig  sind. 

Diese  Voraussetzung  kann  auf  sehr  mannigfaltige  Weise  erfüllt 
werden.  Nimmt  man  z.  B.  an,  dass  die  Leiter  in  den  kleinsten  Theilen 
kry stallin isch    sind,    so    dass    sich    dieselbe   relative   Vertheilung   der 
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ElektricitUteu  in  bestimmten  gegen  die  Dimensionen  der  Leiter  un- 
endlich kleinen  Abständen  periodisch  wiederholt,  so  sind,  wenn  ß  die 
Liinge  einer  solchen  Periode  bezeichnet,  jene  Summen  unendlich  klein, 
wie  cß",  wenn /"  und  ihre  Derivirten  bis  zur  (« — l)ten  Ordnung  stetig 

sind,  und  unendlich  klein  wie  c    '*,  wenn  sie  sämmtlich  stetig  sind. 


Erfahr ungsmässiges  Gesetz  der  elektrodynamischen  Wirkungen. 
Sind  die  specifischen  Stromintensi tüten  nach  mechanischem  Mass 
zur  Zeit  (  im  Punkte  {x,  y,  z)  parallel  den  drei  Axen  u,  v,  w,  nnd 
iui  Punkte  (x',  y,  0')  u,  v\  w ,  und  bezeichnet  r  die  Entfernung  beider 
Punkte,  c  die  von  Kohlrausch  und  Weber  bestimmte  Constante,  so 
ist  der  Erfahrung  nach  das  Potential  der  von  S  auf  B'  ausgeübten 
Kräfte 


-Äjy- 


-  äSäS', 


dieses  Integral  über  sÜmmtiiche  Elemente  dS  und  HS'  der  Leiter  S 
und  S'  ausgedehnt.  Föhrt  man  statt  der  apecifischen  Stromintensität eu 
die  Producte  aus  den  Geschwindigkeiten  in  die  specifischen  Dichtig- 
keiten und  dann  für  die  Producte  aus  diesen  in  die  Volumelemente  die 
in  ihnen  enthaltenen  Massen  ein,  so  geht  dieser  Ausdruck  über  in 


ZU  — 


■    dt  dt    ' 


wenn  die  Aenderung  von  r'^  während  der  Zeit  dt,  welche  von  der  Be- 
wegung von  £  herrührt,  durch  ä,  und  die  von  der  Bewegung  von  i' 
herrührende  durch  d'  bezeichnet  wird. 

Dieser  Ausdruck  kann  durch  Hinwegnahme  von 

welches  durch  die  Summirung  nach  £  verschwindet,  in 

und  dieses  wieder  durch  Addition  von 


welches  durch  die  Summation  nach  h    Null  wird,  in 
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verwandelt  werden. 

Ableitung  dieses  Gesetzes  aus  der  neuen  Theorie. 
Nach  der  bisherigen  Annahme  über  die  elektrostatische  Wirkung 
wird   die  Potentialfunction   ü  beliebig  vertheilter  elektrischer  Massen, 
wenn    p  ihre  Dichtigkeit  im   Punkte  {x,  y,  g)   bezeichnet,   durch   die 
Bedingung 

<'-'^    p 

und  durch  die  Bedingung,  daas  U  stetig  und  in  unendlicher  Entfernung 
von  wirkenden  Massen  constant  sei,  bestimmt.  Ein  partieulares  Inte- 
gral der  Gleichung 

welches  überall  ausser  dem  Punkte  {x',  y,  s)  stetig  bleibt,  ist 

und  diese  Function  bildet  die  vom  Punkte  {x,  y,  0')  aus  erzeugte 
Potentialfunction,  wenn  sich  in  demselben  zur  Zeit  t  die  Masse  —  f{i) 
befindet. 

Statt  dessen  nehme  ich  nun  an,  dass  die  Potentialfunction  U  durch 
die  Bedingung 

bestimmt  wird,  so  dasa  die  vom  Punkte  [x',  y,  s)  aus  erzeugte  Po- 
tentialfunction, wenn  sich  in  demselben  zur  Zeit  t  die  Masse  —  /"{() 
befindet, 

wird. 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  der  Masse  e  zur  Zeit  t  durch 
Xt,  yt-,  Zi,  und  die  der  Masse  b  zur  Zeit  t'  durch  X(,  y\',  z'e,  und  setzt 
zur  Abkürzung 


((I,  -  Af  +  {»■  -  Vrf  +  («,  -  &)')     "  -  ,,-(,'  f ,  -  F(t,  0 , 
innahme  das  Potential  vt 


wird  nach   dieser  Annahme  das  Potential  von  e  auf  e   zur  Zeit  l 
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Das  Potential  der  von  aämmtüelien  Massen  £  des  Leiters  S  auf 
die  Massen  e'  des  Leiters  S'  von  der  Zeit  0  bis  zur  Zeit  t  ausgeübten 
Kräfte  wird  daher 


-J 


Z2:i£'F{f--     -,T)dT, 


die  Summen  über  sämmtliche  Massen  beider  Leiter  ausgedehnt. 

Da  die  Bewegung  für  entgegengesetzt  elektrische  Massen  in  jedem 
Leiter theil eben  entgegengesetzt  ist,  so  erlangt  die  Function  F{t,  t') 
durch  die  Derivation  nach  (  die  Eigenschaft,  mit  s,  und  durch  die 
Derivation  nach  t'  die  Eigenschaft,  mit  s  ihr  Zeichen  zu  ändern.  Bei 
der  vorausgesetzten  Vertheilung  der  Elektricitäten  wird  daher,  wenn 
man  die  Derivationen  nach  t  durch  obere  und  nach  t'  durch  untere 
Äcceute  bezeichnet,  SI^sb'F^'  (t,  %),  über  sämmtliche  elektrische  Massen 
ausgedehnt,  nur  dann  nicht  unendlich  klein  gegen  die  über  die  elektri- 
schen Massen  einer  Art  erstreckte  Summe,  wenn  n  und  n  beide  un- 
gerade sind. 

Man  nehme  nun  an,  dass  die  elektrischen  Massen  während  der 
Fortpflanzungszeit  der  Kraft  von  einem  Leiter  zum  anderen  nur  einen 
sehr  kleinen  Weg  zurücklegen,  und  betrachte  die  Wirkung  während 
eines  Zeitraums,  gegen  welchen  die  Fortpfianzungszeit  verschwindet- 
In  dem  Ausdrucke  von  P  kann  man  dann  zunächst 


ersetzen,  da  SI^S£'F{t,  r)   vernachlässigt  werden  darf.     Man   erhält 
dadurch 


=  /  drSSis'  I  F'(t~  0,  T)de, 


oder  vrenn   man   die  Ordnung  der  Integrationen  umkehrt  und  t  +  <f 
für  T  setzt. 


E  I  de  j  dtF'ir,  T  +  ff). 


Verwandelt  man  die  Grenzen  des  Innern  Integrals  in  0  und  t, 
wird  dadurch  an  der  obem  Grenze  der  Ausdruck 
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S(t)=^£i:si  j  de  j  dTF'it-^-t,  (  +  r +  6) 

hinzugefügt,  und  an  der  untern  Grenze  der  Werth  dieses  Ausdrucks 
für  i  =  0  hinweggenommen.     Man  hat  also 


:P^j  dtZZBB  j  d6F'{r,  r  +  ö)-  7f(0  +  if(0). 

IndiesemAu3drLickkaünmani'^'(T,  r-(-ö)  durch i^'(r,  t-\-6)—F'{r,  r) 
ersetzen,  da 

ZZee  ^  f'C,  ■) 

vernachlässigt  werden  darf.  Man  erhält  dadurch  als  Factor  von  £*' 
einen  Ausdruck,  der  sowohl  mit  b  als  mit  e'  sein  Zeichen  ändert,  so 
dass  sich  bei  den  Summationen  die  Glieder  nicht  gegen  einander  auf- 
heben, and  unendlich  kleine  Bruchtheile  der  einzelnen  Glieder  vernach- 
lässigt werden  dürfen.     Es  ergiebt  sich  daher,  indem  man 

J-(r,  ,  +  «)-fCr,  .)  durch  5^^-. 

ersetzt  und  die  Integration  nach  6  ausführt,  bis  auf  einen  zu  ver- 
nachlässigenden Bruehtheii 


Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  Hif)  und  .5(0)  vernachlässigt  werden 
dürfen;  denn  es  ist 

folglich: 

Hierin  aber  ist  nur  das  erste  Glied  des  Factors  von  te'  mit  dem 
Factor  in  dem  ersten  Bestandtheile  von  P  von  gleicher  Ordnung,  und 
dieses  liefert  wegen  der  Summation  nach  *'  nur  einen  zu  vernach- 
lässigenden Bruehtheii  desselben. 

Der   Werth   von  F,   welcher    sich    aus    unserer  Theorie    ergiebt, 
stimmt  mit  dem  erfabrungsmässigen 


y  Google 
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=./■ 


fiberein,  wenn  man  cta  =  \cc  annimmt. 

Nach  der  Beatimmuflg  von  Weber  und  Kohlraiisch  ist 
Millimeter 
See  linde   ' 

woraus  sich  a  zu  41949  geographischen  Meilen  in  der  Secunde  ergiebt, 
während  für  die  Lichtgeschwindigkeit  von  Busch  aus  Bradley's 
Aberrationsbeobachtungen  41994  Meilen,  und  von  Fizeau  durch  directe 
;  41882  Meilen  gefunden  worden  sind. 


Deaer  4  f  itz  wuide  Mjn  Kien  ann  dpr  K6tj  gl  GeBellschaft  der  Wifieen 
baftpn  n  tjutt  ng  n  m  11  tebriai  1858  uVierreicIit  wie  aus  einer  dem  Titel 
dts  MamiBcn;  ea  Linzi  gefugten  Bemeiknng  dea  damihgen  S  cretäis  dLi  Gesell 
BLhaft  hervorgfiit  b£  iter  aber  wiedei  zu  rickgezogen  Niehdeni  der  Aufsatz  nach 
Immann  »  lode  verüiFtntl  ctt  wordm  ^ir  wurde  er  durch  Clausins  (Poggen 
doift  s  Annalen  Bd.  CXXXV  p.  606)  emi,!.  Kritik  untti werfen,  dcion  n eaentln-hstci 
Einwand  in  i'olgendem  besteht ; 

Nach  den  Vorausaetzougea  hat  die  Summe; 


-/"•4-: ')" 


einen  verschwindend  kleinen  ^\^lfh  Die  Operation  \ermoge  deren  spatci  difui 
em  Dicht  verschwindend  kleinei  Weith  gefunden  wiid  muss  diher  einen  Irrthum 
enthalten,  den  Clausius  m  der  Ausführung  ein^r  unberechtigten  Umkehiung 
der  Integrations folge  findet 

Der  BiBivand  Kcheint  mir  begründet  und  ich  bin  mit  Clausms  der  Meinung, 
dass  Eiemann  sich  denselben  selbst  gemacht  und  deshalb  die  Arbeit  vor  der 
Publication  anruekgezogen  hat 

Obwohl  damit  der  wesentlichste  Inhalt  der  Eiemann  sehen  Deduction  dahin 
lallen  wutde,  habe  it.h  mich  doch  anr  Aufnahme  dieset  Aufsitiea  in  die  vorliegende 
SimmluQg  entschlossen  weil  ich  nicht  zu  entscheiden  wagte  ob  ei  nickt  doch 
noi_h  Keimt  /u  weittrcn  fmehtbaren  Gedinken  ul  ei  diese  höchst  inteieBsante 
tilge  enthilt  W 


y  Google 


XV. 

Beweis  des  Satzes,    dass  eine  einwerfchige  mehr  als  2Mfach 
periodische  Function  von  «  Veränderlichen  unmöglich  ist. 

(Auezug  aas  einem  Schreiben  Biemann'a  au  Herm  Weierstrass.) 
(Ans  Borchardt'B  Jonrnal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  71,) 

. . .  Den  Beweis  des  Satzes,  auf  welchen  Sie  neulich  die  Uoterhal- 
tuiig  lenkten,  dass  eine  einwerthige  mehr  als  2m  fach  periodische  Function 
von  «Veränderlichen  unmöglich  ist,  habe  ich  im  Gespräch  wohl  nicht 
ganz  klar  ausgedrückt,  auch  nur  die  Grundgedanken  angegeben;  ich 
theile  ihn  Ihnen  daher  hier  noch  einmal  mit. 

Es  sei  f  eine  2m  fach  periodische  Function  von  M  Veränderlichen 
a.', ,  x^,  ■•-,  ^s  und  —  ich  darf  wohl  meine  Ihnen  bekannten  Benen- 
nungen gebrauchen  —  der  Periodicitätsmodul  von  Xv  für  die  (t  te  Periode 
«,', ,     Es  lassen  sich  dann  bekanntlich  die  Grössen  x  in  die  Form 


=  ^«'£ 


für  j.  =  1    2 


setzen*),  so  dasa  die  '>ic--  en  |  reell  sml  Lasst  man  nun  die  Glossen 
I  die  Werthe  von  0  bis  1  mit  Ausschluss  eines  vcn  diesen  Grtnz 
werthen  durchlaufen  so  hat  das  dadiuch  entstehende  2wfach  ans 
gedehnte  Gros  seil  gebiet  die  Eigenschaft,  dass  jedes  Sj^tem  \on  Werthen 
der  n  Veränderlichen  einem  und  nur  einem  Werthsjateme  mnerh'ilb 
dieses  Grossengebiets  nach  den  2ii  Modulsjstemen  eongruent  ist  Ich 
werde,  um  mich  spater  kurzer  ausdrucken  zu  können,  dieses  Gebiet 
„das  bei  diesen  2wModuIs\8temen  penodisch  sich  wiederholende Groi^sen 
gebiet"  nennen. 

Hat  die  Function  nun  noch  ein  (2n  -\-  1  tes  Mudulaystem,  welches 
aicb  nicht  aus  den  2»  ersten  Modulb}  stemen  zusammensetzen  lasst,  so 

*)  Dies  ist  nicht  immer  der  tall  sondern  nui  'wenn  die  2n  GleichnngeD 
durch  welche  die  Grüeaen  g  bestimmt  werden,  von  einandei  nnabhäDgig  emd  die 
Ansnahmen  sind  aber  letcht  zu  behandeln 
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kann  man  die  eioem  Grössensysteme  nach  diesem  Modulsysfceme  con- 
grueiiten  Grössensysteme  auf  innerhalb  dieses  Gebieis  liegende  nach 
den  2m  ersten  Modulsystemen  ihnen  congruente  zurückführen  und  da- 
durch offenbar  beliebig  viele  innerhalb  dieses  Gebiets  liegende  und 
nach  den  2h  -j-  1  Modulsjstemen  einander  congruente  Grössensysteme 
erhalten,  wenn  nicht  zwei  von  den  nach  dem  (2«  -j-  l)ten  Modulsysteme 
congruente  Grössensysteme  auch  nach  den  2«  ersten  Modulsystemen 
congruent  sind.  In  diesem  Falle  würden  zwischen  den  2«+  1  Modul- 
systemen n  Gleichungen  von  der  Form 


worin  die  Grössen  m  ganze  Zahlen  wären,  stattfinden,  und  folglich, 
wie  ich  später  zeigen  werde,  die  2»+ 1  Modulsysteme  sich  aus  2m  Modul- 
systemen zusammensetzen  lassen. 

Man  theile  nun  für  jede  der  Grössen  £  die  Strecke  von  0  bis  1 
in  q  gleiche  Theile,  wodurch  das  bei  den  2«  ersten  Modulsystemen 
periodisch  vpiederk ehrende  Gebiet  in  q^"  Gebiete  zerfällt;  in  deren  jedem 
sich  die  Grössen  S  nur  um  ändern.  Offenbar  müssen  dann  von 
mehr  als  g^"  nach  den  2n  -}-  \  Modul^stemen  einander  eongruenten 
und  in  jenem  Gebiete  liegenden  Grössensystemen  nothwendig  zwei  in 
dasselbe  Theilgebiet  fallen,  so  dass  sich  die  Werthe  derselben  Grösse  | 

in  beiden  keinenfalls  um  mehr  als       von  einander  unterscheiden.    Die 

3 
Function  bleibt  also   dann  ungeändert,   während  keine  der  Grössen  | 

um  mehr  als  —  geändert  wird,  und  ist  folglich,  da  q  beliebig  gross 
genommen  werden  kann,  wenn  sie  stetig  ist,  eine  Function  von  weniger 
als  n  linearen  Ausdrücken  der  Grössen  x. 

Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  dass  sich  2m -|-  1  Modulsysteme,  zwi- 
schen denen  die  n  Gleichungen 

"^,..  =  0 

stattfinden,  aus  2m  Modulsystemen  zusammensetzen  lassen. 

Man  kann   zunächst  leicht  beweisen     dass  sich  zu  eiuem  Modul- 


woriü   die   Grössen  m  ganze   Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler 
sind,  immer  2m— 1  andere  Modulsysteme  &3,  b^,  . . .,  (la^  so  finden  lassen. 
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dass  Congruenz  nach  den  Modul  Systemen  a  mit  Congruenz  nach  den 
Modulsyßtemen  h  identiscb  ist.  Es  seien  6,  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Theiler  von  m^  und  m^  und  «,  ß  zwei  der  Gleichung 


genügende  ganze  Zahlen,     Setzt  man  dann 

und 

cia\  -f-  ßal  =  h'jm, 
so  hat  man 

u\  -=  ßc\  —  y  ftL,    «a  =  —  «Ci  +  "y'  ft;..  ■ 

Es  lassen  sich  also  auch  umgekehrt  die  Modiilsysteme  a,  und  «^  aus 
den  Modulsystemen  62,  und  q  zusammensetzen,  und  folglich  ist  Con- 
gruenz  nach  jenen  mit  Congruenz  nach  dieseu  gleichbedeutend.  Man 
kann  daher  die  Moduisysteme  «,  und  a.^  durch  die  Modulsysteme  c, 
und  6s„  ersetzen.  Auf  dieselbe  Weise  bann  man  nun,  wenn  6^  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  61  und  m^  ist,  die  Modulsysteme 
Cy  und  ßj  durch  das  Modulsystem 

Q   (öiCi  +  »"»«3)  =  Ca 

und  durch  ein  Modulsysfcem  6b«_i  ersetzen.  Durch  Fortsetzung  dieses 
Verfahrens  erhält  mau  offenbar  den  zu  beweisenden  Satz.  Der  Inhalt 
des  periodisch  sich  wiederholenden  Gebiets  ist  für  die  neuen  Modul- 
systeme h  derselbe  wie  für  die  alten. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lassen  sich  in  den  n  Gleichungen 


2.,>.,-o 


die  2n  ersten  Modulsysteme  so  durch  2n  neue  h^,  \,  . . ,,  lua  ersetzen, 
dass  diese  Gleichungen  die  Form 

annehmen,  worin  p  und  q  ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler 
sind.     Sind  nun  y,  S  zwei  der  Gleichung 

genügende  ganze  Zahlen,    so  lassen  sich   offenbar  die  beiden  Modul- 
systeme &i  und  dän+i  durch  das  eine  Modulsystem 

ersetzen.  Sämmtliche  Modulsysteme,  welche  sich  aus  den  Modulsystemen 
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rt,,  (Tj,  . . .,  Csb+1  zusammensetzen  lassen,  können  also  auch  aus  den 
2n  Moduisystemen  '-,  63,63,  ...,  b^n  zu  sarumen  gesetzt  werden,  imd 
umgekehrt.  Der  Inhalt  des  periodisch  wiederkehrenden  Gebiets  be- 
trägt für  diese  2m  Modulsysteme  nur  —  von  dem  für  die  2m  ersten 
Modulsysteme  a.  Hat  die  Function  nun  ausser  diesen  Modulsystemen 
noch  ein  durch  ähnliehe  ganzzahlige  Gleichungen  mit  ihnen  verbundenes, 
so  lassen  sieh  wieder  2n  neue  Modulsysteme  finden,  aus  welchen  sich 
alle  diese  Modulsjsteme  zusammensetzen  lassen,  und  der  Inhalt  des 
periodisch  sich  wiederholenden  Gebiets  wird  dabei  wieder  auf  einen 
aliquoten  Theil  reducirt.  Wenn  dieses  Gebiet  unendlich  klein  wird, 
so  wird  die  Function  eine  Function  von  weniger  als  n  linearen  Aus- 
drücken der  Veränderlichen  und  zwar  von  w — 1  oder  n  —  2  oder 
)i  —  m,  jenachdem  nur  eine,  oder  zwei  oder  m  Dimensionen  dieses 
Grijssengebiets  unendlich  klein  werden.  Soll  dies  aber  nicht  eintreten, 
so  muss  die  Operation  schliesslich  abbrechen,  und  man  wird  also  zu 
2m  Modulsystemen  gelangen,  aus  welchen  sich  sämmtliche  Modui- 
systeme  der  Function  zusammensetzen  lassen. 
Göttingen,  den  26t6n  October  1859. 
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XVI. 

Esfcratto  di  ima  lettera  scritta  in  lingua  Italiana  il  di 

21  Gennaio  1864  al  Sig.  Professore  Enrico  Betti. 

(Äunali  di  Matömatica,  Ser.  1,  T.  VII.) 

Carisäimo  Ämico 
. . .  Per  trovare  l'attrazione  di  im  cilindro  oinogeneo  retto  eUisoi- 
dale  qualunque,  io  considero,  introduceudo  coordinate  rettangolari  x,  y,  B, 
il  ciündvo  iufinifco  limitato  della  diseguaglianza: 

ripieno  di  iiiassa  di  densitä  costante  +1,  ae  s  <  0,  e  di  densita 
—  1,  ae  s  >  0.  Allora  se  poniamo,  come  e  solito,  il  potenziale  nel 
punto  X,  y,  Z  eguale  a   F  e 

1^  =  X,    ?,-  =  Y,     ~-  =  Z, 

Ei  ha  per  S  =  (I,    F=  0,  X=0,    r=0. 
Z  e  eguale  al  jiotenziale  delT  ellisse: 

colla  densitä  2,  e  si  trova  col  nietodo  di  Diriclilet,  se  denotiamo  cüii 
ff  la  radice  maggiore  dell'  equazione: 

!/(•  +  ;.)(' +":.)» 

cuii  U: 


\\n 


X  ed   Y  si  possoHO  determinare  dalle  equazioni: 

'o::L  __c7^     8Y_'dZ_ 
Sz  ~  dx  >    dz  ~  "dy 
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e  dalle  condizioni: 

X  =  0,   Y=0 
I)er  ^  ^  0. 

Per  e£Fettuare  questa  determinazione  couyiene  di  sostituire  invece  di 

4  /  ,    2  1    esteso  per  ii  eontorno  intero   di   un   pezzo  del  PiaMo  degli 

s,  che  confciene  il  valore  0  senza  contenere  verun  altro  vaiore  di  dira- 
mazione  o  di  discontinuitä  della  fanzione  sotto  il  segiio  integrale.  Se 
denotiamo  le  radici  di  F=0  in  ordine  di  grandezza  coii  ß,  u',  ö"' 
questi  valori  sono  tutti  reali  e  in  ordine  di  grandezza: 

ö,  0,  e,   ~  b-,  ö",  —  a\ 
in  modo  che: 

e>0>a'>  —  &^>e">-  h\ 
Poato 


J 

?—t- 

-V 

if  — 

i- 

D/7    " 

Is, 

3Z 

=/■ 

j>y-. 

- 1")" 

-*«. 

j'(^ 

j\lS^l')     'rf2-jf'(l    -!■)-<  <i|_jf(jl-l)    *rflog| 


Di;nque  si  trova  per  integrazione  parziale: 

Se  si  prende  la  via  delV  integrazione  come  nella  espressione  di  Z  il 
valore  dell'  integrale  sodisfa  sempre  alla  condizione: 

8X  _d_Z 

öV  "^  d^  '■> 

ma  puo  differire  di  funzioni  di  3:  e  di  y,  la  funzione  sotto  segno  in- 
tegrale essendo  discontinua  anelie  per  t  =  0.  Dunque  occorre  una 
determinazione  olteriore  della  via  dell'  integrazione. 
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Netla  espressione  di  -j,— ^4— -la  funzione  sotto  segoo  integrale 
e  continua  per  s  =  0;  dunque  il  pezzo  del  piano  degli  s,  per  il  cui 
cootorno  l'integrale  e  esteso,  deve  contenere  s  ■=  ff  e  puö  contenere 
o  no  s  =  0,  ma  nessuno  altro  dei  valori  sopra  iiotati.  Nella  espres- 
sione  di  X  questo  pezzo  deve  essere  determinato  in  modo  che  X  sia  =  0 
per  2  =  0;  e  affinche  ciö  avvenga,  dovendo  contenere  s  =  ö,  deve  anehe 
contenere  la  maggiore  radice  di  ts  =  0  (la  quäle  h  la  maggiore  radioe 
di  t  =  0,  se 


ma  iiessun  altra  radice  di  (s  =  0.  Perclie  per  s  =  0  le  radici  di 
F  =  0  eoiiieidono  colie  radici  di  is  =  0,  e  so  la  via  deil'  integrazione 
paasasse  tra  due  valori  di  discontinuitä  che  coincidono  per  s  ^  0, 
doverebbe  per  e  =  0  passare  per  questo  valore  in  modo  che  l'integrale 
nella  espressione  di  X  diverrebbe  infinito  ed  il  valore  nonostante  il 
fattore  z  rimarrebbe  finito.  -- 

Vostro  äff""*  Amico  Iliemanu. 
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XVII. 

lieber  die  Flache  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener 
Begrenzung.  *) 

1. 
Eine  Fläche  iässt  sich  im  Sinne  der  analytischen  Geometrie  dar- 
stellen, indem  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  eines  in  ihr 
bewegliehen  Punktes  als  eindeutige  Functionen  von  zwei  unabhängigen 
veränderlichen  Grössen  p  und  5  angiebt.  Nehmen  dann  p  und  g  be- 
stimmte constante  Werthe  an,  so  entspricht  dieser  einen  Combination 
immer  nur  ein  einziger  Punkt  der  Fläche.  Die  unabhängigen  Variabein 
p  und  q  können  in  sehr  mannigfacher  Weise  gewählt  werden.  Für 
eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  geschieht  dies  zweckmässig 
wie  folgt.  Man  läsat  die  Fläche  längs  der  ganzen  Begrenzung  ab- 
nehmen um  einen  Flächen  streifen,  dessen  Breite  überall  unendlich  klein 
in  derselben  Ordnung  ist.  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  wird 
die  Fläche  fortwährend  verkleinert,  bis  sie  in  einen  Punkt  übergeht. 
Die  hierbei  der  Reihe  nach  auftretenden  Begrenzungacurven  sind  in 
sich  zurücklaufende,  von  einander  getrennte  Linien.  Man  kann  sie 
dadurch  unterscheiden,  dasa  man  in  jeder  von  ihnen  der  Grösse  p 
einen  besondern  eonstanten  Werth  beilegt,  der  um  ein  Unendlichkleines 
zu-  oder  abnimmt,  je  nachdem  man  zu  der  benachbarten  umschliessen- 
den  oder  umschlossenen  Curve  Übergeht.  Die  Function  p  hat  dann 
einen  eonstanten  Masimalwerth  in  der  Begrenzung  der  Fläche  und 
einen  Minimalwerth  in  dem   einen  Punkte  im  Innern,  in  welchen  die 

*)  Dieser  Abhandlung  liegt  eio  Miiauseript  Biemann'a  au  Grunde,  welches 
nacli  der  eigenen  Aeusserung  dee  Verfassers  in  den  Jabren  1860  und  1861  ent- 
standen ist.  Dieses  Manuscript,  welches  in  gedrängtet  Kürze  nur  die  Formeln 
und  keinen  Text  eathält,  wurde  mir  von  Eiemann  im  April  18ß6  zur  Bearbeitung 
anvertraut.  Ba  ist  daraus  die  Abhandlung  hervorgegangen,  welche  ich  a,m 
6.  Januar  1867  der  Köüiglichen  Geaeilschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  ein- 
gereicht habe,  und  welche  im  13.  Band  der  Abhandlungen  dieser  Gesellschaft  ab- 
gedruckt ist.  Diese  Abhandlung  kommt  hier  in  sorgfältiger  Ueberarbeitung  zum 
zweiten  Male  aum  Abdruck.  K.  Hattendorff. 
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allmählich  abnehmende  Fläche  zuletzt  zusammenschrumpft.  Den  Ueber- 
gang  von  einer  Begrenzung  der  abnehmenden  Fläche  zur  nächsten 
kann  man  dadurch  hergestellt  denken,  dass  man  jeden  Punkt  der  Curve 
(p)  in  einen  bestimmten  unendlich  nahen  Punkt  der  Curve  {p  +  dp) 
übergehen  lässt.  Die  Wege  der  einzelnen  Punkte  bilden  dann  ein 
zweites  System  von  Curven,  die  von  dem  Punkte  des  Minimalwerthea 
von  p  strahlenförmig  nach  der  Begrenzung  der  Fläche  verlaufen.  In 
jeder  dieser  Curven  legt  man  q  einen  besondern  constanten  Werth  bei, 
der  in  einer  beliebig  gewählten  Anfangscurve  am  kleinsten  ist  und 
von  da  beim  üebergange  von  einer  Curve  des  zweiten  Systems  zur 
andern  stetig  wächst,  wenn  man  zum  Zweck  des  Ueberganges  irgend 
eine  Curve  (p)  in  bestimmter  Richtung  durchläuft.  Beim  Üebergange 
von  der  letzten  Curve  (q)  zur  Anfangscurve  ändert  sich  q  sprung- 
weise um  eine  endliche  Constante. 

um  eine  mehrfach  zusammenhängende  Fläche  ebenso  zu  behan- 
deln, kann  man  sie  zuvor  durch  Querschnitte  in  eine  einfach  zu- 
sammenhängende zerlegen. 

Irgend  ein  Punkt  der  Flächa  lässt  sieh  hiernach  als  Durchschnitt 
einer  bestimmten  Curve  des  Systems  (p)  mit  einer  bestimmten  Curve 
des  Systems  (3)  auffassen.  Die  in  dem  Punkte  (j>,  q)  errichtete  Nor- 
male verläuft  von  der  Flache  aus  in  zwei  entgegengesetzten  Richtungen, 
der  positiven  und  der  negativen.  Zu  ihrer  Unterscheidung  hat  man 
über  die  gegenseitige  Lage  der  wachsenden  positiven  Normale,  der 
wachsenden  p  und  der  wachsenden  q  eine  Bestimmung  zu  treffen.  Ist 
nichts  anderes  festgesetzt,  so  möge,  von  der  positiven  x-A.xe  aus  ge- 
sehen, die  positive  y-Axe  auf  dem  kürzesten  Wege  in  die  positive 
s-Äxe  übergeführt  werden  durch  eine  Drehung  von  rechts  nach  links_ 
Und  die  Richtung  der  wachsenden  positiven  Normale  Hege  zu  den 
Richtungen  der  wachsenden  p  und  der  wachsenden  q,  wie  die  positive 
3:-Axe  zur  positiven  y-Ax6  und  zur  positiven  s-Ase,  Die  Seite  der 
Fläche,  auf  welcher  die  positive  Normale  liegt,  soll  die  positive  Seite 
der  Fläche  genannt  werden. 

2. 

Ueber  das  Gebiet  der  Fläche  sei  ein  Integral  zu  erstrecken,  dessen 
Element  gleich  ist  dem  Element  dpdq  multiplicirt  in  eine  Functional- 
determinante,  also 

fdfdff       8fSg\ 


wofür  zur  Abkürzung  geschrieben  werden  soll 
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Denkt  man  sich  f  und  g  als  unabhängige  Variable  eingeführt,  so 
geht  das  lotegral  über  in  ffdfdg,  und  es  läast  sich  die  Integration 
nach  f  oder  nach  g  ausführen.  Die  wirtliche  Einsetzung  von  /"und  g 
als  unabhängigen  Variabein  verursacht  aber  Schwierigkeiten  oder 
wenigstens  weitläufige  Unterscheidungen,  wenn  dieselbe  Wertheeom- 
biuatiou  von  f  und  g  in  mehreren  Punkten  der  Fläche  oder  in  einer 
Linie  vorhanden  ist,  Sie  ist  ganz  unmöglich ,  wenn  /'  und  g  com- 
plex  sind. 

Es  ist  daher  zweckmässig,  zur  Ausführung  der  Integration  nach 
f  oder  g  das  Verfahren  von  Jacobi  (Crelle's  Journal  Bd.  27  p.  208) 
anzuwenden,  bei  welchem  j)  und  q  als  unabhängige  Variable  beibe- 
halten werden.  Um  in  Beziehung  auf  /'  zu  integriren,  hat  mau  die 
Functionaldeterminante  in  die  Form  zu  bringen 


K'l?)    '('%) 


und  erhält  zunächst 


J     i 


-dq—O, 


'  dpi 

-■ei- 

weil  die  Integration  durch  eine  in  sich  zurücklaufende  Linie  erstreckt 
wird.     Dagegen  ist 

in  der  Richtung  der  wachsenden  p  zu  nehmen,  d.  h.  von  dem  Minimal- 
punkte im  Innern  durch  eine  Curve  (§)  bis  zur  Begrenzung.  Man  er- 
halt f-J-  und  zwar  den  Werth,  den  dieser  Ausdruck  in  der  Begrenzung 
annimmt,  da  an  der  untern  Grenze  des  Integrals  gf-  ^  0  ist.  Polg- 
lich wird 

und  das  einfache  Integral  rechts  ist  in  der  Kichtung  der  wachsenden 
g  durch  die  Begrenzung  erstreckt.  Andererseits  hat  man  nach  der 
eingeführten  Bezeichnung  {äf  dg)  =  —  (dg  df),  und  daher 

ffidfdg)  =  -  ff(dgdf)  ^  -Jgdf, 

wobei  das  einfache  Integral  rechts  ebenfalls  in  der  Richtung  der  wach- 
senden 2  durch  die  Begrenzung  der  Fläche  zu  nehmen  ist. 
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Die  FiUclie,  deren  Punkte  durch  die  Curvensysteme  (p),  (q)  fest- 
gelegt sind,  soll  in  der  folgenden  Weise  auf  einer  Kugel  vom  fiadius  1 
abgebildet  werden.  Im  Punkte  (p,  q)  der  Fläche,  dessen  rechtwinklige 
Coordinaten  x,  y,  2  sind,  ziehe  man  die  positive  Normale  und  lege  zu 
ihr  eine  Parallele  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugeh  Der  Endpunkt 
dieser  Parallelen  auf  der  KugeJ Oberfläche  ist  die  Abbildung  des  Punktes 
{x,  y,  d).  Durchläuft  der  Punkt  (x,  y,  z)  auf  der  stetig  gekrümmten 
Fläche  eine  zusammenhängende  Linie,  so  wird  auch  die  Abbildung 
derselben  auf  der  Kugel  eine  zusammenhängende  Linie  sein.  Auf  die- 
selbe Weise  erhält  man  als  Abbildung  eines  FläeheustÜcka  ein  Fläehen- 
stück,  als  Abbildung  der  ganzen  Fläche  eine  Fläche,  welche  die  Kugel 
oder  einen  Theil  derselben  einfach  oder  mehrfach  bedeckt. 

Der  Punkt  auf  der  Kugel,  welcher  die  Richtung  der  positiven 
a;-Axe  angiebt,  werde  zum  Pol  gewählt  und  der  Anfangsmeridiau  durch 
den  Punkt  gelegt,  welcher  der  positiven  ^-Ase  entspricht.  Die  Ab- 
bildung des  Punktes  {x,  y,  z)  wird  dann  auf  der  Kugel  festgelegt 
durch  ihre  Poldistanz  r  und  den  Winkel  <p,  welchen  ihr  Meridian  mit 
dem  Anfangsmeridian  einschliesst.  Für  das  Vorzeichen  von  qs  gilt  die 
Bestimmung,  dass  der  der  positiven  2-Axe  entsprechende  Punkt  die 
Coordinaten  »''=„,  q'  =^  +  o    haben  soll. 


Hiemach  erhalt  man  als  Differential-Gleichung  der  Flache 
(1)  coRrdx  -f-  sinr  costpäy  +  sinr  sinyd?  ^  0. 

Sind  y   und   2  die  unabhängigen  Variabein,  so    ergeben   sich  für 
r  und  9  die  Gleichungen 

cosr  =  - 


in   welchen    gleichzeitig   entweder  die    oberen   oder  die  unteren   Vor- 
zeichen gelten. 
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Ein  Parallele gramui  auf  der  positiven  Seite  der  Fläche,  begrenzt 
¥on  den  Curven  (2»)  und  (p  +  dp),  (q)  und  {q  -\-  dq),  projicirt  sich 
auf  der  ys-Ebene  in  einem  Flächen  demente,  dessen  Inhalt  gleich  dem 
absoluten  Werthe  von  (dp  dg)  ist.  Das  Vorzeichen  dieser  Funetional- 
defcerminaiite  ist  yerschieden,  je  nachdem  die  im  Punkte  (j>,  g)  errichtete 
positive  Normale  mit  der  positiven  x-Axe  einen  spitzen  oder  stumpfen 
Winkel  einschliesst.  In  dem  ersten  Falle  liegen  nämlich  die  Pro- 
jectionen  von  dp  und  dq  in  der  1/2-Ebene  ebenso  zu  einander  wie  die 
positive  y-Axe  zur  positiven  s-Ase,  im  zweiten  Falle  umgekehrt.  Daher 
ist  die  Functionaldeterminante  im  ersten  Falle  positiv,  im  zweiten 
negativ.     Und  der  Ausdruck 

~(dyds) 

ist  immer  positiv.  Er  giebt  den  Inhalt  des  unendlich  kleinen  Parallelo- 
gramms auf  der  Fläche.  Um  also  den  Inhalt  der  Flache  selbst  zu 
erhalten,  bat  man  das  Doppel  integral 


•'-/'/:•" '''"''^ 


über  die  ganze  Fläche  zu  erstrecken. 

Soli  dieser  Inhalt  ein  Minimum    sein,   so    ist  die  erste  Variation 
des  Doppel  Integrals  =  0  zu  setzen.     Man  erhält 
dxBSx      8cc^3a^ 
öy  dy 


//; 


==(d!l,h). 


tl/'+(lf)"+6f)" 

und  es  gilt  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  vor  der  Wurzel,  jo 
nachdem  (dydg)  positiv  oder  negativ  iat.  Die  linke  Seite  lässt  sich 
schreiben 

1  i  d~  ^- —  ^''^*'  '^"^  f  ^^^  ^y  ''^) 

JrJJ§-^i-^i^rm^^Sx){dydg) 
—   /  I  Öx^^(—smrcoaq>)idyds) 

~   I    i  Sx  r    ( —  sin  r  sin  <p)  {dy  dz) . 

Die  beiden  ersten  Integrale  reduciren  sich  auf  einfache  Integrale,  die 
in  der  Richtung  der  wachsenden  q  durch  die  Begrenzung  der  Fläche 
zu  nehmen  sind,  nämlich 

jdx(—  siar  cos 9  (7s  -}-  siur  sin  9)  ihj). 
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Der  Wertb  ist  =  0,  da  in  der  Begrenzung  Sx  =  0  ist.    Die  Bedingung 
des  Minimum  lautet  also 

ff"  (---r  -  +  —-^)  '■"'•"''')  -  »■ 

Sie  wird  erfüllt,  wenn 

(2)  —  sinr  amtpdy  -\-  sinr  cos^ds  =  rfj 
ein  vollständiges  Differential  ist. 

5. 

Die  Coordinaten  r  und  q>  auf  der  Kugel  lassen  sich  ersetzen  durch 
eine  complexe  Grosse  ^  =  tg  -e'^',  deren  geometrische  Bedeutung 
leicht  zu  erkennen  ist.  Legt  man  nämlich  an  die  Kugel  im  Pol  eine 
Tangentialebene,  deren  positive  Seite  von  der  Kugel  abgekehrt  ist,  und 
aieht  vom  Gegenpol  eine  Gerade  durch  den  Punkt  (r,  (p),  so  trifft 
diese  die  Tangentialebene  in  einem  Punkte,  der  die  complexe  Grösse 
2»)  repräsentirt.  Dem  Pol  entspricht  ij  =  0,  dem  Gegenpol  ij  =  oo. 
Pur  die  Punkte,  welche  die  Richtungen  der  positiven  y-  und  der  posi- 
tiven 2 -Äse  angeben,  ist  jj  =  -|-  1  und  resp.  =  -\-  i. 

Piibrfc  man  noch  die  eomplexen  Grössen 

ij'=  tg      (!~~'f',  s  =^  y  -{-  si,  s'=  y  —  zi 
ein,  so  gehen  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  über  in  folgende: 
(1*)  (1  —  7)tf)dic  -)-  ij'ds  +  ijds  =  0, 

(2*)  (1  -i"riri')dii—ri'ds  +  ^ds=0. 

Diese  lassen   sieh   durch  Addition   und   Subtraction  verbinden.     Dabei 
werde 

gesetzt,  so  dass  umgekehrt  x  =  X -\-  X'  ist.    Das  Problem  findet  dann 
seinen  analytischen  Ausdruck  in  den  beiden  Gleichuugeu 

(3)  ä.i^  näX-\r   \(?X'=0, 

(4)  d&-\-  '  dX  —  ri'dX'^^. 

Betrachtet  man  X  und  X'  als  unabhängige  Variable  und  stellt 
die  Bedingungen  dafür  auf,  das  ds  und  äs'  vollständige  Differentiale 
siud,  so  findet  sich 

dX       ■'>  SX      ■'' 
d.  h.  es  ist  i;  nur  von  X,  t]    nur  von  XI  abhängig,  und  deshalb  um- 
gekehrt X  eine  Function  nur  von  j),  XI  eine  Function  nur  von  t;'. 
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Hiemach  ist  die  Aufgabe  darauf  zurückgeführt,  jj  als  Function  der 
complexen  Variabelii  X  oder  umgekehrt  X  als  Function  der  complexen 
Variabein  tj  so  zu  bestimmen,  dass  zugleich  den  Grenzbedingungen 
Genüge  geleistet  werde,  Kennt  man  ij  als  Function  von  X,  ao  ergiebt 
sich  daraus  ij',  indem  man  in  dem  Ausdrucke  von  tj  jede  complexe 
Zahl  in  die  conjugirte  verwandelt.  Alsdann  hat  man  nur  noch  die 
Gleichungen  (3)  und  (4)  zu  integriren,  um  die  Ausdrücke  für  s  und  s 
zu  erlangen.  Aus  diesen  erhält  man  endlich  durch  Elimination  von  g 
eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  z,  die  Gleichung  der  Mimmalfläche, 

6. 
Sind  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  integrirt,  so  lässt  sich  auch  der 
Inhalt  der  Minimalfläche  selbst  leicht  angeben,  nämlich 

s  -fj'oL  (■''«  *)  -  /yi  - "'  (■'!'  ''^'- 

Die  Function aldeterminaute  (dydd)  formt  sich  in  folgender  Weise  um 

=  '-  (dsds) 

i  l     .  \  \Sxdx  ,j     j  ,. 

Dun  ach  erhält  mau 

^'^=fJ{^  +  ''''  +  ^)rJ-i<-'''"'i~> 
- j  j  ^ r^H  +  r, 8?  +  8? srj (''"'''"') 

Zur  weiteren  Umformung  dieses  Ausdruckes  kann  man  y  aus  Y 
und  y,  B  aus  Z  und  Z'  ebenso  zusammensetzen  wie  x  aus  X  und  X', 
so  dass  die  Gleichungen  gelten 


z  — 


-X  +  X',  li—X-X', 

■  Y+  r,  i)i_  Y-  r, 
.z+z',  jj-z-z-.  c) 


y  Google 


308  XVII.    Uebcr  die  Fiacbe  vom  kleinsten  lolialt 

Alsdaiiu  criiälb  man  schliesslich 

(6)  S-~iJfH<lX,lX')  +  (dYdY'}  +  {äZilZ')] 

-  Ij'flidx  rfj)  +  (rfj,  ,il,)  +  (,h  rfj)]. 


Die  Minimalfläclie  und  ihre  Abbildungen  auf  der  Kugel  wie  in 
den  Ebenen,  deren  Punkte  reap.  die  complexen  Grössen  jj,  X,  Y,  7, 
repräsentiren,  sind  einander  in  den  kleinsten  Theilen  älmlicli.  Man 
erkennt  dies  sofort,  wenn  man  das  Quadrat  des  Linearelementes  in 
diesen  Flächen  ausdrückt.     Dasselbe  ist 


auf  der  Kugel 

sinr^cflogij  cZlogt; 

in  der  Ebene  der  i\ 

ä^drl 

in  der  Ebene  der  X 

in  der  Ebene  der   Y 

in  der  Ebene  der  Z 

Si  ,-',  (il  liij', 

n  der  Minimalfläche  selbst 

(ix^-{'(h/+cu'  =  (dX-\-dxy  +  (dY-\-dYy+{dz-\'dy.y 


=  2(dXdX'  -\-dYdY'  +  dZdZ') 
nidx  da:    ,    Sv  d«     ,    dz    8ii\  j     ,  , 

=  na^  W  +  8^  87  +  äi;  W  *'"'' ■ 

Es  ist  nämlicli  nach  den  Gleichungen  (3)  und  (4),  wenn  m 
und  rf  als  unabhängige  Variable  ansieht: 


.dX' 
^  -dri   = 


dr( 


8r,- 


=  0, 


und  deshalb 

dX^  +  dY^  +  dZ'' 

dX'-^dY''-{'dZ''=0. 
Das  Verhäitniss  von  irgend  zwei  der  obigen  Quadrate  von  Linear- 
elementen ist  unabhängig  von  dtj  und  dij',  d.  h.  von  der  Richtung 
des  Elementes,  und  darin  beruht  die  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche 
Abbildung.  Da  die  Line  arver  grösserung  bei  der  Abbildung  in  irgend 
einem  Punkte  nach  allen  Richtungen  dieselbe  ist,  so  erhält  man  die 
Fiächenvergrösserung  gleich  dem  Quadrat  der  Linearvergrösserung. 
Das  Quadrat  des  Lineavelementes  in  der  Minimalüäche  ist  aber  gleich 
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der  (loppeilen  Summe  der  Quadrate  der  entsprechenden  Linear  demente 
itt  den  Ebenen  der  X,  der  Y  und  der  Z.  Daher  ist  auch  das  FJUchen- 
element  in  der  Minimalfiäche  gleich  der  doppelten  Summe  der  ent- 
sprechenden PI ächeu demente  in  jenen  Ebenen.  Dasselbe  gilt  von  der 
1  Fläche  und  ihren  Abbildungen  in  den  Ebenen  der  X,   Y,  Z. 


Eine  wichtige  Folgerung  lässt  sieh  noch  aus  dem  Satze  von  der 
Aehnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen  ziehen,  wenn  man  eine  neue 
complexe  Variable  ij^  dadurch  einführt,  dass  man  auf  der  Kugel  den 
Pol  in  einen  beliebigen  Punkt  {ij  ==  d)  verlegt  und  den  Anfangameridian 
beliebig  wählt.  Hat  dann  i/j  für  das  neue  Coordinatensystem  dieselbe 
Bedeutung  wie  ri  für  das  alte,  so  kann  man  jetzt  ein  unendlich  kleines 
Dreieck  auf  der  Kugel  sowohl  in  der  Ebene  der  i\  als  in  der  der  i/, 
abbilden.  Die  beiden  Bilder  sind  dann  auch  Abbildungen  von  ein- 
ander imd  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich.    Für  den  Fall  der  directen 

Aehnlichkeit  ergiebt  sieh  ohne  Weiteres,  dass  -^  unabhängig  ist  von 

der  llichtung  der  Verschiebung  von  jj,  d.  h.  dass  )/j  eine  Function  der 
complexen  Variabein  tj  ist.  Den  Fall  der  inversen  (symmetrischen) 
Aehnlichkeit  kann  man  auf  den  vorigen  zurückführen,  indem  man  statt 
jjj  die  conjugirte  complexe  Grösse  nimmt.  Um  nun  ijj  als  Function 
von  1)  auszudrücken,  hat  man  zu  beachten,  dass  tj,  =  0  ist  in  dem 
einen  Funkte  der  Kugel,  für  welchen  t;  =  k,  und  jj^  =  oo  in  dem  dia- 
metral gegenüberliegenden  Punkte,  d.  h.  für  »;  =  —  ,  ■  Danach  ergiebt 
sich  %  =  c  rrj—-.—  •  Zur  Bestimmung  der  Constanten  e  dient  die  Be- 
merkung, dass,  wenn  i),  =j5  ist  für  »J  =^  0,  daraus  »Ji  =  —  3-  gefunden 
wird  für  t;  =  c».  Es  ist  also  ^  =  —  ck  und  —  i,-  =  ~,,  d.  h. 
\'t  = ,  ■     Hieraus  ergiebt  sich  cd  =  1  und  daher  c  =  c       für    ein 

reelles  9.  Die  Grössen  «  und  6  können  beliebige  Werthe  erhalten; 
tt  hängt  von  der  Lage  des  neuen  Pols,  6  von  der  Lage  des  neuen 
Anfangsmeridians  ab.  Diesem  neuen  Coordinatensystem  auf  der  Kugel 
entsprechen  die  Richtungen  der  Axen  eines  neuen  rechtwinkligen 
Systems.  Es  mögen  in  dem  neuen  System  x^,  s,,  s,'  dasselbe  be- 
zeichnen wie  X,  s,  s  in  dem  alten.  Dann  erlangt  man  die  Transfor- 
mationsformeln 
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Aus  ileu  Tran  si'ormation«  form  ein  (6)  berechiicu  i 
/(hi,Y  S5  ^  ^,  Pix 


oder 


(^/logjj,)" 


=  (d\ogr}y 


Hiernach  empfitihlt  es  sich,  eine  neue  eomplexe  Grösse  u  einzuführen, 
welche  durch  die  Gleichung  deflnirt  wird 


(V 


.^jy. 


3  log»; 


dlogi], 


und   die   von   der  Lage   des  Coordinatensystems  (x,  y,  s)  unabhängig 
ist.     Gelingt  es  dann,  u  als  Function  von  tj  zu  bestimmen,   so  erhält 


•/(^»äO''"°*"  +  •  j'(ä^R)"'"°ü'' 


(8) 


X  ist  der  Abstand  des  zu  jj  gehörigen  Punktes  der  Minimalfläche  von 
einer  Ebene,  die  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordiuaten  rechtwinklig 
zur  Richtung  ?;  =  0  gelegt  ist.  Mau  erhält  den  Abstand  desselben 
Punktes  der  Minimalfläche  von  einer  durch  den  Anfangspunkt  der  Co- 
ordinateu   gelegten  Ebene,   die  rechtwinklig  auf  der  Richtung  tj  =  a 

steht,  indem  man  in  (8)  jV"^"  i^^'  statt  jj  setzt.  Speciell  also  für 
a  =  1   und  «  =  i 


(9) 


(10) 


^~-vj'(re|-,)"(''+v)<"°S' 
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10. 


Die  Grosse  «  ist  als  Function  von  tj  zu  bestimmen,  d,  b.  als  ein- 
werttige  Function  des  Ortes  in  derjenigen  Flache,  welche,  über  die 
Tj-Ebene  ausgebreitet,  die  Miuimalfläche  in  den  kleinsten  Theiien  ähn- 
lich abbildet.  Daher  kommt  es  vor  allen  Dingen  auf  die  ünstetig- 
keiten  und  Verzweigungen  in  dieser  Abbildung  an.  Bei  der  Unter- 
suchung derselben  hat  man  Punkte  im  Innern  der  Fläche  von 
Begrenz ungsp unkten  zu  unterscheiden. 

Handelt  es  eich  um  einen  Punkt  im  Innern  der  Minimalfläche,  so 
lege  man  in  ihn  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensjstems  {x,  y,  z), 
die  Axe  der  positiven  x  in  die  positive  Normale,  folglich  die  ys-Ebene 
tangential.  Dann  fehlen  in  der  Entwicklung  von  x  das  freie  Glied 
und  die  in  y  und  s  multiplicirten  Glieder.  Durch  geeignet  gewählte 
Kichtung  der  y-Ase  und  der  s-Axe  kann  man  auch  das  in  yz  multipli- 
cirte  Glied  verschwinden  lassen.  Die  partielle  Differentialgleichung  der 
Minimalfläche  reducirt  sich  unter  dieser  Voraussetzung  für  unendlich 
kleine  Werthe  von  y  und  2  auf  «-5  -|-  g-5  ==  0-  Das  Krümmungsmass 
ist  also  negativ,  die  Haupt-Krümmungsradien  sind  einander  entgegen- 
gesetzt gleich.  Die  Tangentialebene  fcbeilt  die  Fläche  in  vier  Quadran- 
ten, vrenn  die  Krümmungshalbmesser  nicht  ao  sind.  Diese  Quadranten 
liegen  abwechselnd  über  und  unter  der  Tangentialebene.  Beginnt  die 
Entwicklung  von  x  erst  mit  den  Gliedern  Kter  Ordnung  (n  >  2),  so 
sind  die  Krümmungsradien  c»,  und  die  Tangentialebene  theilt  die  Fläche 
in  2k  Sectoren,  die  abwechselnd  über  und  unter  jener  Ebene  liegen 
lind  von  den  Krümmungsliuien  halbirt  werden.  {^) 

Will  man  nun  X  als  Function  der  complexeu  Variabein  Y  an- 
sehen, so  ergiebt  sich  in  dem  Falle  der  vier  Seetoren 

log  X  =  2  log  Y  -\-  funct.  cont., 
iii  dem  Fülle  der  2n  Sectoren 

log X^n log r  +  f.  c. 
Und   da  nach  (8)  und  (9)jy=j— _r"^  ^^^i    ^°   beginnt  die  Entwick- 
lung   von  ij    im    ersten  Falle   mit    der    ersten,    im   zweiten   mit   der 
(n  —  ])fcen  Potenz  von  Y.    Umgekehrt  wird  also,  wenn  Fals  Function 
von  ?j  angesehen  werden  soll,    die  Entwicklung   im   ersten  Falle  nach 

ganzen  Potenzen  von  ij,  im  zweiten  nach  ganzen  Potenzen  von  7j^~^ 
fortschreiteu.  D,  h,  die  Abbildung  auf  der  ij-Ebene  hat  an  der  be- 
treffenden Stelle  keinen  oder  einen  {n  —  2)  fachen  Verzweigungspunkt, 
je  nachdem  der  erste  oder  der  zweite  Fall  eintritt. 


y  Google 


312  SVII.    Ueber  die  Flüche  vom  kloinstea  Inhalt 

AVas  «  betrifft,  so  ergiebt  sich  ^^  =  -J^  ^^,  also  mit 
Hülfe  der  Gleichung  (9) 

VdloglV  dti   1  -  ,,'  \dY/     ti^ 

Demnaeb  ist  in  einem  (n  —  2) fachen  Verzweigungspunkte  der  Ab- 
bildung auf  der  tj -Ebene 

°diogY        -i      ^        ' 
oder 

IL 

Die  weitere  Untersuchung  soll  zunächst  auf  den  Fall  beschränkt 
werden,  dass  die  gegebene  Begrenzung  aus  geraden  Linien  besteht. 
Dann  lässt  sieh  die  Abbildung  der  Begrenzung  auf  der  ij -Ebene  wirk- 
lich herstellen.  Die  in  irgend  welchen  Punkten  einer  geraden  Be- 
grenz ungsl  in  ie  errichteten  Normalen  liegen  in  parallelen  Ebenen,  und 
daher  ist  die  Abbildung  auf  der  Kugel  ein  Bogen  eines  grössten  Kreises. 

Um  einen  Punkt  im  Innern  einer  geraden  Begrenzungslinie  zu 
untersuchen,  legt  man  wie  vorher  in  ihn  den  Anfangspunkt  der  Co- 
ordinaten,  die  positive  a;-Axe  in  die  positive  Normale.  Dann  fällt  die 
ganze  Begrenzungslinie  in  die  j/^i-Ebene.  Der  reelle  Theil  von  X  ist 
demnach  in  der  ganzen  Begrenzungslinie  ^  0.  Geht  man  also  durch 
das  Innere  der  Minimalfläche  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
herum  von  einem  vorangebenden  bis  zu  einem  nachfolgenden  Begren- 
zungspunkfce,  so  muss  dabei  der  Arcus  von  X  sieb  ändern  um  mc,  ein 
ganzes  Vielfaches  von  jr.  Der  Arcus  von  Y  ändert  sich  gleichzeitig 
um  JT.     Man  hat  also,  wie  vorher 

logX=  nlogFH-f.  e. 
logj;    =(w  —  l)logl'-i-f.  c. 

Dem  betrachteten  Begrenzungspunkte  entspricht  ein  {n  —  2)facber  Ver- 
zweigungspunkt in  der  Abbildung  auf  der  tj- Ebene.  In  dieser  Ab- 
bildung macht  das  auf  den  Punkt  folgende  Begrenzungsstück  mit  dem 
ihm  vorhergehenden  den  Winkel  («  —  ) )  jt. 

12. 
Bei  dem  Uebergange  von  einer  Begrenzungslinie  zur  folgenden  hat 
man  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.     Entweder  treffen   sie  zusammen  in 
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einem  im  Endlichen  liegenden  Schnittpunkte,   oder  sie  erstrecken  sich 
ins  Unendliche. 

Im  ersten  Falle  sei  u.%  der  im  Innern  der  Minimalfläche  liegende 
Winkel  der  beiden  Begrenzungslinien.  Legt  man  den  Anfangspunkt 
iler  Coordinaten  in  den  zu  untersuchenden  Eckpunkt,  die  positive 
a;-Äxe  in  die  positive  Normale,  so  ist  in  beiden  Begrenzuugslinien  der 
reelle  Theil  von  X=  0.  Beim  Uebergange  von  der  ersten  Begrenzungs- 
linie zur  folgenden  ändert  sich  also  der  Arcus  von  X  um  m%,  ein 
ganzes  Vielfaches  von  %,  der  Arcus   von   Y  um  an.     Mau  hat   daher 

1^  logX  =  logr+f.  e. 

(l-^JlogX  =  Iogj;   +f.  c. 

Erstreckt  sich  die  Fläche  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Begrcnzungs geraden  ins  Unendliche,  so  lege  man  die  positive  a^-Axe 
in  ihre  kürzeste  Verbindungslinie,  parallel  der  positiven  Normalen  im 
Unendlichen.  Die  Länge  der  kürzesten  Verbindungslinie  sei  Ä,  und 
an  der  Winkel,  welchen  die  Projection  der  Mini  mal  fläche  in  der  tjz- 
Ebene  ausfüllt.  Dann  bleiben  die  reellen  Theile  von  X  und  ilogi; 
ira  Unendlichen  endlich  und  stetig  und  nehmen  in  den  begrenzenden 
Geraden  consfante  Werthe  an.  Hieraus  ergiebt  sich  (für  tj  =  oo,s  =  co) 


-  log-^  +  f.  c. 
log  JJ  +  f  i'- 

y=-/-'-  -*  +f.  c,  e) 


=y.; 


Legt  man  die  a^^-Axe  eines  Coordinatensystems  in  eine  begrenzende 
tierade,  die  x^-Ase  eines  andern  Systems  in  die  zweite  begrenzende 
Gerade  u.  s.  f.,  so  ist  in  der  ersten  Linie  logiji,  in  der  zweiten  logi^^ 
u.  s.  f.  rein  imaginär,  da  die  Normale  zia  der  betreffenden  Axe  der  x^, 

der  Xi  u.  s,  f.  senkrecht  steht.     Es  ist  also  i^^ — '—  in  der  ersten  Be- 
"  glogvj, 

grenzungslinie  reell,  ir- — '--  in  der  zweiten  n.  s,  f.     Da  aber  auch  für 

ein  beliebiges  Coordinatensystera  (x,  y,  s)  immer 


ist,  so  findet  sieh,  dass  in  jeder  geraden  Begrenzungslinie 
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üutwüder  reelle  oder  rein  imaginäre  Werthe  besitzt. 

13. 

Die  Minimalfläche  ist  bestimmt,  sobald  mau  eine  der  Grössen  u, 
ij,  X,  Y,  Z  durch  eine  der  übrigen  ausgedrückt  hat.  Dies  gelingt  in 
vielen  Fällen.  Besondere  Beachtung  verdienen  darunter  diejenigen,  in 
welchen  -^ —  eine  algebraische  Function  von  y\  ist.  Dazu  ist  nöthig 
und  hinreichend,  dass  die  Abbildung  auf  der  .Kugel  und  ihre  symmetri- 
schen und  congruenten  Fortsetzungen  eine  geschlossene  F'läche  bilden 
Vielehe  die  ganze  Kugel  einfach  oder  mehrfach  bedeckt. 

Im  Allgemeinen  aber  wird  es  schwierig  sein,  direct  eine  der 
Grössen  «,  ti,  X,  Y,  Z  durch  eine  der  übrigen  auszudrücken.  Statt 
dessen  kann  man  aber  auch  jede  von  ihnen  als  Function  einer  neuen 
zweckmässig  gewählten  unabhängigen  Variabein  bestimmen.  Wir  führen 
eine  solche  unabhängige  Variable  t  ein,  dass  die  Abbildung  der  Fläche 
auf  der  i-Ebene  die  halbe  unendliche  Ebene  einfach  bedeckt,  und  zwar 
diejenige  Hälfte,  für  welche  der  imaginäre  Theil  von  t  positiv  ist.  In 
der  That  ist  es  immer  möglich,  t  als  Function  von  u  (oder  von  irgend 
einer  der  übrigen  Grössen  tj,  X,  Y,  Z)  in  der  Fläche  so  zu  bestimmen, 
dass  der  imaginäre  Theil  in  der  Begrenzung  =  0  ist,  und  dass  sie  in 
einem  beliebigen  Begrenzungspuntte  {u  =  b)  unendlich  von  der  ersten 
Ordnung  wird,  d.  h. 

Der    Arcus    des    Factors    von    -  ^r    ist    durch    die    Bedingung     Ije- 

stimmt,  dass  der  imaginäre  Theil  von  t  in  der  Begrenzung  =  0,  im 
Innern  der  Fläche  positiv  sein  soll.  Es  bleibt  also  in  dem  Ausdrucke 
von  t  nur  der  Modul  dieses  Factors  und  eine  additive  Constante  will- 
kürlich. 

Es  sei  t^^a,,  a^,--,  für  die  Verz w ei gungs punkte  im  Innern  der 
Abbildung  auf  der  ij-Ebene,  t  =  bj,  b^,  ■ . .  für  die  Verzweigungspunkte 
in  der  Begrenzung,  die  nicht  Eckpunkte  sind,  t  =  c^,  c^,...  für  die 
Eckpunkte,  t  ==  e.^,  e^,...  für  die  ins  Unendhclie  sieh  erstrectenden 
Sectoren.  Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  die 
sämmtliehen   Grössen    a,  b,  c,  e  im   endlichen    Gebiete    der   i-Ebene 
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iin  hat  mai 

für  /  =  a 

>»4? 

„    t  =  h 

K'^ 

-i)iog(i-«)  +  f:c., 
-  i)\og(t  —  b)  +  f.  c, 

„    i  =  c  „='|/'^-|log(f-,.)  +  l'.  c. 

Mau  kann  die  Uutersucliuug  auf  den  Fall  «  =  3,  m  =  1  be- 
schränken, d.  h.  auf  einfache  Verzweigungspunkte,  und  den  allgemeinen 
Fall  aus  diesem  dadurch  ableiten,  daas  man  mehrere  einfache  Ver- 
zweigungspunkte zusammenfallen  lasst. 

Um  den  Ausdruck  für  -j"  zu  bilden,  hat  man  zu  beachten,  dass 
längs  der  Begrenzung  dt  reell,  du  entweder  reell  oder  rein  imaginär 
ist.  Demnach  ist  y-^j  reell,  wenn  t  reell  ist.  Diese  Function  kann 
man  über  die  Linie  der  reellen  Werthe  von  t  hinüber  stetig  fortsetzen, 
indem  man  die  Bestimmung  trifft,  dass  für  conjugirte  Werthe  t  und  t' 
der  Variabein  auch  die  Function  conjugirte  Werthe  haben  soll.  Als- 
dann ist  (-jrj  für  die  ganze  ^Ebene  bestimmt  und  zeigt  sich  ein- 
werthig. 

Es  seien  a[,  a'-i,  ...  die  conjugirten  Werthe  zu  (i^,  ct^i  ■  ■  -j  i'ß^ 
das  Produet  {t  —  ad  iß  —  «3)  ■  ■  ■  werde  mit  II  (i  —  «)  bezeichnet 
Alsdann  ist 

(11)    ■■  -  .o..i  +yygsF^-)WYyra -'>) g»g;j;. 

Die  Constanten  a,  h,  c  etc.  müssen  so  bestimmt  werden,  dass  für 


t  =  e    ti=  y^  log  ((  —  e)  +  f.  c 


wird.  Damit  tt  ftir  alle  Werthe  von  t  ausser  a,  h,  c,  c  endlich  iind 
stetig  bleibe,  muss  für  die  Anzahl  dieser  letztgenannten  Werthe  eine 
Relation  bestehen.  Es  muss  die  Differenz  der  Anzahl  der  Eckpunkte 
imd  der  in  der  Begrenzung  liegenden  Verzweigungspunkte  um  4  grösser 
sein  als  die  doppelte  Differenz  der  Anzahl  der  Innern  Verzweigungs- 
punkte und  der  ins  Unendliche  verlaufenden  Sectoren.  Setzt  man  zur 
Abkürzung 

u{t~-a)  n{t  —  d)n{t  —  h)^  q>(t), 
n(t-c)n{t-ef  =  x{t). 
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d.  h.  du  ,  t/^T« 

so  ist  diu  giiuze  Function  <p(t)  vom  Grade  v  —  4,  wenn  x(t)  vom 
Grade  v  ist.  Hier  bedeutet  v  die  Anzahl  der  Eckpunkte  veruiclirt  um 
die  doppelte  Anzahl  der  ins  ÜJiendliclie  verlaufenden  Sectoren, 


14. 
Es  ist  nocl)  jj  als  Function  von  t  auszudrücken.  Direct  gelangt 
man  dazu  mir  in  den  einfachsten  Fällen,  im  Allgemeiueu  ist  der  fol- 
gende Weg  einzuschlagen.  Es  sei  v  eine  noch  näher  zu  he  stimmende 
Function  von  t,  die  als  bekannt  vorausgesetzt  wird.  In  den  Gleichungen 
(8),  (9),  (10)  kommt   es 


I'roduct  der  beiden  Factoren 

die  der   Diß'evenlialglciehung  erster  Ordnung  genügen 

(13)  ''.Sf-*='lt'-l. 

sowie  der  üifferentialgleiehung  zweiter  Ordnung 
,    ,^  1  d^fcj  1  i\^h^ 

Gelingt  es  also,  die  eine  oder  die  andere  Seite  dieser  letzten 
Gleichung  als  Function  von  t  auszudrücken,  so  lässt  sich  eine  homogene 
lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  herstellen,  von  welcher 
kl  und  /fg  particuläre  Integrale  sind.  Es  sei  h  das  vollständige  Integral, 
Wir  ersetzen  -.-  ,  durch  das  ihm  gleichbedeutende 

dv  d'k        dk  d''o 
dt  dt^  "~"  dt  d? 

\dtJ 
und  erhalten  für  k  die  Differentialgleichung 
,,--,  dv  d'k       d'v  dk        /dv\^  f  1  d'fci  I  .        ,, 

^1^)  dt  dt^  -  -di^  di-bi)  (i;  d^=  r  =  ^■ 

Von  der  Gleichuug  (15)  seien  zwei  von  einander  unabhängige 
particuläre  Integrale  K^  und  iQ  gefunden,  deren  Quotient  K^ :  Ä^  ==  -ET 
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ein  von  Bögen  gröaster  Kreise  begrenztes  Abbild  der  positiven  i-Halb- 
ebene  auf  der  Kugelflilche  liefert.  Dasselbe  leistet  dann  jeder  Ausdruck 
von    der  Form 

worin  9  reell  und  a,  a    conjugirte  eompiexe  Grössen  sind. 

Die  Function  v  ist  so  zu  vfäblen,  dass  für  endliche  Werthe  von  t  die 
UnStetigkeiten  von  .  y-^  nicht  ausserhalb  der  Punkte  a,  d,  h,  c,  e 
liegen. 

Setzt  man 

*^"-*  dt  ~  7T(tTl(ö  ~  Vm' 

so  wird  die  Function  y  jts  im  Endlichen  unstetig  nur  für  die  Punkte 
a,  d,  h,  c,  und  zwar  für  jeden  unendlich  in  erster  Ordnung.  Man 
erhält  nämlich  für  i  =  c 

__     ^  2y'(  —  c 

jj  . —  5?;  =  consK  (t  —  cy . 

und  hieraus: 

k  dv''         *  t  —  c 

Entsprechende  Ausdrücke  erhält  man  für  t^a,  d,  h,  in  denen  c  resp, 
durch  a,  d,  h,  und  y  durch  2  zu  ersetzen  ist. 

Eine  ähnliche  Betrachtung  lehrt,  dass  für  i  =  e  die  Function 
y  -i— 5  stetig  bleibt.  - 

Für  i  =  oo  ergiebt  sich 

:- ^:^ =(- j + 2)  (I -•)'-• 

Demnach  lautet  der  Ausdruck  für   ;-  j-^  wie  folgt: 


Folglich: 


Die    Summe   bezieht    sich   auf   alle   Punkte  g  =  a,  d,  b,  c,   und   bei 

a,  d,  b  ist  2  statt  y  zn  setzen,  F{t)  ist  eine  ganze  Function  vom 
Grade  {2v  ~  G),  in  der  die  ersten  beiden  Coefficienten  sich  folgender- 
.  bestimmen.     Man  bringe  dv  in  die  Form 
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Vf{t)t-'-+' 
oder  kürzer  =^  a  di\  . 

Dann  ergiebt  sicli  durch  Differentiation 

dv'  l\dv )      ]—"■    -dv\  [\dvj      \  'T"  \dvj         J^  ' 
folglich 

\dvj    dv''l\dv/      J        "      ydvj    (!v-il\dvj      j~>'^         dv^'  > 
oder 

\dvj    dv^lUvJ      J~"'  k'dv'        """dv'    ' 

Oller 

'  ^  '  dv^ 

Die  Function  auf  der  linken  Seite  iat  endlieh  für  (  =  00,  Folg- 
lich  hat   man   rechts   in    der   Entwicklung   von   1—^'+^  F{t)   und  von 

R-     ,  j-    die  Coefficienten  von  ^  und  resp.  von  t  einander  gleich  zu 
setzen.    Die  Bntwickelnng  von  a^  -  ^%  -  giebt  nach  einfacher  Rechnung 

«» ?>J  =  5  (- :  +  2) ,-.+. "  ('!!+!  m> . 

dv'  ^  \       2     '      /  ii( 

Hiernach  bleiben  in  F(i)  noch  2v  —  7  unbestimmte  Coefficienten. 
Es  iat  aber  wichtig  zu  bemerken,  dasa  dieselben  reell  sein  müssen 
Deiin  wir  haben  in  §.  12  gefunden,  dass  du  reell  oder  rein  imaginär 
ist  in  allen  geraden  Begrenaungslinien  der  Minimalfläche  und  folglich 
auch  an  jeder  Stelle  in  der  Begrenzung  der  Abbildungen.  Vermöge 
der  Gleichung  (17)  gilt  dasselbe  von  dv.    Daraus  lässt  sich  beweisen, 

dass   für  reelle  Werthe  von  t  die  Function    ,   -,-1  notliwemliifer weise 

k  dv^  ° 

reelle  Werthe  besitzt. 

Um  diesen  Beweis  zu  führen,  betrachten  wir  die  Abbildung  auf 
der  Kugel  vom  Kadiua  1  und  nehmen  irgend  einen  Theil  der  Begren- 
zung, also  den  Bogen  eines  gewissen  grössten  Kreises.  Im  Pole  dieses 
grössten  Kreises   legen  wir  die  Tangential- Ebene   an  und  bezeichnen 
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sie   als   die  Ebene   der  tj^.     Dann   lassen   sieh   die  constanten  Grössen 
"i>  ^'ii  Ol  so  bestimmen,  dass 


ni  = 


i  +  ^iH 


ist,  und  wir  erhalten  zwei  Functionen  '1^1  =  (/j     nnd  A'ä  =  *J|T'   .     ? 

die  particuläre  Integrale  der  Differentialgleichung  (IT))  sind.     Folglich 

haben  wir 

Jl  ^  _  i  ^!^ 
k  dv^        k  ^  dij' 

Der   eben   betrachtete   Theil    der  Begrenzung    bildet  sich  in  der 
i/j -Ebene  ab  durch  die  Gleichung 

und  wenn  man  dies  in  h'i  einführt,  so  erkennt  man  leicht,  dass  in  dem 
fraglichen  BegrenzungstheÜe  77  -i\  reell  ausfallt.  Folglich  gilt  das- 
selbe von  y  -3—5 ,  und  da  diese  Betrachtung  für  jedes  einzelne  Begren- 
zungsstück angestellt  werden  kann,  so  ist  -v-  j— 5  reell  in  der  ganzen 
Begrenzung. 

Nun   fällt   aber   bei   einem   reellen   oder   rein  imaginären   äv  die 
Function   .,  -3—^  auch  dann  reell  aus,  wenn  man  al 
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Winkel  y,  deren  Anzahl  G  ist,  die  2i  -  7  Constanten  dir  Function  Fit),  die 
reellen  Groasen  6,  c,  e,  von  denen  man  dreien  beliehige  Werthe  geben  kann,  in 
dem  man  tur  t  eine  lineare  Substitution  mit  leellen  Coefficienten  macht,  die 
leeilett  und  imaginären  Theile  der  Grusseii  a    Zu  diesen  njUkflrlichea  Coastanten 

kommen  hei  der  Integration  noch  10  hmzu,  namlich,  wenn  i}  =  l'Tw'  '^^' 
die  drei  complcsen  Verhältnisse  a  JJ  y  3,  die  für  6  leelle  Constanten  zu  zahlen 
sind,  ein  (reeller  oder  rein  imiginarer)  Factoi  von  du,  und  je  eine  additive  reelle 
Conetante  m  den  Ausdrucken  für  r,  y,  z  Diese  Conatanten  mOsien  aber  noch 
Bedmgungigleiohungpn  unterwoifen  weiden  die  erfüllt  sem  mös-en,  wenn  unsere 
Formeln,  wirklich  eine  Minimdlfliche  darstellen  aollen  Von  dieaen  Bedmgungs- 
gleiLhungen  sind  'iA  -j-  B  den  Punkten  o,  a,  h  entsprechend,  die  anasagen,  dasa 
in  den  tu  der  Umgebung  dieser  Punkte  gültigen  Entwn-klungen  der  Lösungen  der 
Differentuigleichung  (15)  keine  Logaritlinien  auftreten  (vergl  Anmerkung  (4)), 
und  C  -\-  ij,  die  beaagen,  dass  die  awieehen  den  einzelnen  Punkten  c,  e  gelegenen 
btucke  der  Ase  der  reellen  (  sich  auf  der  Kugel  mit  dem  Rddiua  Im  C  ~\-  E 
Bögen  grösster  Kreise  abbilden  Sonach  ist  die  Anzahl  der  in  der  Löaung  übrig 
bleibenden  unbestimniten  Constanten  SC-^-  *-^ 

Die  Daten  des  Problems  bestehen  in  den  Coordiniten  der  Eckpunkte,  und 
m  den  Winkeln,  die  die  Eu-htungen  der  ins  ünendliclie  verlaufenden  Begienzungs 
linien  festlegen  Diesi'  Daten  sprechen  sich  m  'if -\~  iE  Lrleichungen  ans,  zu 
deien  Erfüllung  man  eine  ebenso  grosse  Zahl  yeiiugbaicr  Conatanten  bat    {*) 

Beispiele, 
lä. 

Die  Begreny.ung  bestehe  aus  zwei  unendlichen  geraden  Liuien, 
die  nicht  iu  einer  Ebene  liegen.  Ihre  kürzeste  Verbindungslinie  habe 
die  Länge  A,  und  es  sei  aic  der  Winkel,  welchen  die  Projection  der 
Fläche  auf  der  rechtwinklig  gegen  jene  Verbindungslinie  gelegten 
Ebene  ausfüllt. 

Nimmt  man  die  kSrzeste  Verbindungslinie  zur  x-kxe,  ao  hat  in 
jeder  der  beiden  Begrenzungsgeradeii  x  einen  constanten  Werth. 
Ebenso  ist  91  in  jeder  der  beiden  Be grenz ungs geraden  constant.  In 
unendlicher  Entfernung  ist  die  positive  Normale  für  den  einen  Secfcor 
parallel  der  positiven,  für  den  andern  Seetor  parallel  der  negativen 
iC-Äxe.  Die  Begrenzung  bildet  sich  auf  der  Kugel  in  zwei  grÖssten 
Kreisen  ab,  die  durch  die  Pole  t;  =  0  und  j;  =  00  geten  und  den 
Winkel  ant  einschliessen. 

Hiernach  hat  man 


iA    I  i\ 


'=-«„.    T-'' 


yGoosle 
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foigiich 

'  —  -■-(vi 

worin  man  die  Gleichung  der  Seh  raub  enfläche  erkennt. 

16. 

Die  Begrenzung  bestehe  aus  drüi  geraden  Linien,  von  denen  zwei 
sich  achneiden  und  die  dritte  zur  Ebene  der  beiden  ersten  parallel  läuft. 

Legt  naan  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Schnittpunkt 
der  beiden  ersten  Geraden,  die  positive  x-Ase  in  die  negative  Normale, 
so  bildet  jener  Schnittpunkt  auf  der  Kugel  sich  ab  im  Punkte  t;  ^  oo. 
Die  Abbildung  der  beiden  ersten  Geraden  sind  grösste  Halbkreise,  die 
von  ij  ^  oo  bis  i;  ^  0  laufen.  Ihr  Winkel  sei' «st.  Die  Abbildung 
der  dritten  Linie  ist  der  Bogen  eines  grössten  Kreises,  der  von  »j  =  0 
ausgellt,  an  einer  gewissen  Stelle  umkehrt  und  in  sich  selbst  bis  zum 
Punkte  ij  =  0  zurückläuft.  Dieser  Bogen  bilde  mit  den  beiden  ersten 
grössten  Halbkreisen  die  Winkel  —  ßir  und  ya,  so  daas  ß  und  y  ab- 
solute Zahlen  sind  und  ß  -\-  y  ^  ix  sich  ergiebt.  um  die  Abbildung 
auf  der  halben  (-Ebene  zu  erhalten,  setzen  wir  fest,  dass  t  =  oo  sein 
soll  für  ij  =  CO,  dass  dem  unendlichen  Sector  zwischen  der  ersten  und 
dritten  Linie  t  =^b,  dem  unendlichen  Sector  zwischen  der  zweiten  und 
dritten  Linie  t  ^  c,  dem  Umkehrpunkte  der  Normalen  auf  der  dritten 
Linie  t  =  a  entsprechen  solL  Dabei  sind  a,  h,  c  reell  und  c  >  a  >  fe. 
Diesen  Bestimmungen  entspricht  tj  =  {t  —  ly  (t  —  c)'''.  Der  Wertli  a 
hängt  von  h  und  c  ab.     Man  hat  nämhch 

d\ogTi  ^ß(t  -c)-i-  y(t  —  6) 
dt  '  "(i  — t)"(i  — e)'  '" 

und   dieses   muss  für  den  Umkehruunkt  =0  sein,  also  a=    ^  -j — -■ 
Man  hat  weiter  nach  Art.  12  und  13 


^-\^ 


{c^b)Jl  +  7)    (t  -  a)i  dt 


oder  wenn  man  c  —  6  =  -.-  annimmt 

,  -,/,5-j —      {t-af^dt 

du=yß-^y—^^^-.-^^. 


\  dlogij 
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Folglicli 

.     /'  dt  ,     .    I'  iW 

"—      '  J  (t-i)lf-ci~r'J  (f-s)(i-— tj> 

„  _  -i  rc  - »/  ('  - ')'  -  (I  -  ir'  (t  -  er'  „ 

■'  ^'  ij  '  (1-6)(1-.)         """"      "' 


(t'-b)(f~e) 

{t-b)tt-cj  -'^^ 


17. 


i>ie  Begrenzung  bestehe  aus  drei  einander  kreuzenden  geraden 
Ijinieu,  deren  Idirzeste  Abstände  Ä,  B,  C  sein  mügen.  Zwischen  je  zwei 
begrenzenden  Linien  erstreckt  sich  die  Fläche  ins  Unendliche.  Es 
seien  «ir,  ßn,  yn  die  Winkel  der  Richtungen,  in  welchen  die  GrenK- 
linien  des  ersten,  des  zweiten,  des  dritten  Sectors  ins  Unendliche  ver- 
laufen. Setzt  man  fest,  dass  für  die  drei  Sectoren  der  MinimalrtUche 
im  Unendlichen  die  Grösse  t  resp.  =  0,  oo,  1  sein  soll,  so  erhält  man 

du  ^    (/,."(() 
dt         t{\-t) 

q>{t)  ist  eino  ganze  Function  zweiten  Grades.  Ihre  Coefiicieuten 
bestimmen  sicli  daraus,  dass 


für  i  -■=  0 


«ein   muss. 

Danacii  ergiebt  sich 


Je  nachdem  die  Wurzeln  der  Gleichung  (p(t)^0  imaginär  oder 
reell  sind,  hat  die  Abbildung  auf  der  Kugel  einen  Verzweigungspunkt 
im  Imiern  oder  zwei  ümkehrpunkte  der  Normalen  auf  der  Begrenzung. 
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Die  Functionen  '''i=l/j'^  miti  /f«  =  ]j  1/  ^-''  werden  imr  für 
die  drei  Sectoreu  unstetig,  wenn  mau  =(p(t)  niuimt.  Uiid  zwar 
ist  die  üustetigkeit  vou  k^  der  Art,  dass 

für  i  =  0  r"^"'"^/:j, 

_£_£ 
für  (  :^  Oü  f-    ^      ^  k,. 


für  (  =  1  (1  —  0     ''  ^  ^■^i 

einändrig  und  verschieden  von  0  und  oo  wird,  k^  und  k^  sind  parti- 
culäre  Integrale  einer  homogenen  linearen  Differentialgleielinng  zweiter 
Ordnung,  die  sich  ergiebt,  wenn  man  j  ■-.-;,  aus  seinen  ünstetigkeiteii 
als  Function  von  t  darstellt  und  t  statt  v  als  unabhängige  Variable  in 
-.—  einföhrt.  Hat  maii  das  particuläre  Integral  k^  gefunden,  so  ergiebt 
sieh  l\^  aus  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

Dus    vollständige   Integral    der    homogenen    üueüreu    Differential- 
glciehutig  zweiter  Ordnung  werde  mit 


bezeichnet.  Diese  Function  genügt  wesentlich  denselben  Bedingungen, 
die  in  der  Abhandlung  über  die  (iauss'aehe  Reihe  F(a,  ß,  y,  x)  als 
Definition  der  P-Funofcion  ausgesprochen  sind*).  Sie  weicht  von  der 
P- Function  darin  ab,  daas  die  Summe  der  Exponenten  —  1  ist,  nichi; 
+  1  wie  bei  P. 

Mau  kann  die  Function  Q  mit  Hülfe  einer  Function  P  und  ihrer 
ersten  Derivirten  ausdrücken.     Zunächst  ist  nämlich 

,   ■    ._.  ..__.    |0  =^^^'-=J  Ol 


*)  üci+räge  zur  Theorio  der  durch  die  Gfauss'scliG  Reihe  1'' (a,  p,  y,  .t)  dar- 
HteübiUi  n  Fuiiüfionen.    (ß.  liT  dieser  Sianimlung,) 
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Setzt  man  nun 

I      -  -  +  g  -  ,  +  1 


SO  lassen  sich  die  Cunstanten  a,  h,  c  so  bestimmen,  dass 

w        !'.  -  t^'^a  -  (f  ""■({»  +  u)„  +  öt(i  ~  t)  g) 

wird.  In  der  That  hat  man  nur  diesen  Ausdruck  in  die  Differential- 
gleichung (c)  einzusetzen  und  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
für  0  zu  beachten,  um  zu  der  Gleichung  zu  f 


F(t)  -  a{a  +  ea)(\  _  ()  +  (o  +  S)(«  +  S  -  »,)  1 

Vermöge  der  Eigenschaften  der  Function  ff  kann  man  setzen 

und  folglich  muss  F{ß)  =  <p{t)  sein.  Hieraus  ergeben  sich  di-ei  Be- 
dingungsgleichungen für  a,  h,  c,  die  eine  sehr  einfache  Form  an- 
nehmen, wenn  man 

setzt.     Die  Bedingungagleichungen  lauten  dann 

pp  —  aa{p  +  q-\-  rf  =  - J , 

qq-ßß(p-\-q-brY=^2' 
rr  —  yy  (p  -i-  q  -}-  rf  =  ^  ■ 
Mit  Hülfe  der  Function 

2         2     a  "i"  2 
deren  Zweige  l^  und  ^  der  Differentialgleichung  genügen 

'  (ilog*         ^  rflogi  ' 
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kann  man  li  nocli  einfacher  ausdrücken,  nämlich 

(/■)  i_i*((p  +  ä()j  +  rf(i  _()«). 

Ea  würde  nicht  schwer  sein,  die  einzelnen  Zweige  der  Function  h 
m  der  Form  von  bestimmten  Integralen  herzustellen.  Dur  Weg  dazu 
ist  in  Art.  7  der  Abhandlung  über  die  Function  P  vorgezeichnet. 

In  dem  besondem  Falle,  dass  die  drei  begrenzenden  geraden  Linien 
den  Coordinafcenaxen  parallel  laufen,  ist  a^ß=y  =  —-  Dann  er- 
hält man 

Üer  Zweig  Aj  dieser  Function  ist 

=  ('-■(- ')^  y^'  +  ('-!)"  const., 
\ind  daraus  ergiebt  sich 

/;,  _  |/2  f'il  -  1)1  [/fS  +  ((-!)'  [,,  +  qt  -  {  -  |)/!(i  -  ij)  , 

;.-,  -  - 1/2  (*((  -  1)1  |/fl  -  (<  -  1)*  [,,+  ,jt-{  +  ^VW^^]  . 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Functionen  lassen  sich  dX,  d  Y,  dZ  folgender- 

massen  ausdrücken 


,X  -  ii,  +  ,j  ~  ,f  [^-^-'_  j  +  (-J)  +  q  +  ,)']/'-  JJ 


+  -Hj'+34  +  ')()'-I+')l»gV 


P  +  «  -  iv 
(1  - 1)4 ' 

ijt)         iY_-(p-g  +  r)'i*-(^^  +  (,  +  r)T* 

-  i  (f  +  9  +  3')  d'  +  «  -  •■)  log  ^  , 
1  —  f^ 

,-;^_  (,,  _  q  +  r)>(l  _  i)i  +  (,,  +  g  -  r)>(l  -  ()" 
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Wenn  j'i  U?  *'  ^'^'^^^  ahiü,  so  geben  die  doppelten  CoefHcieaten  von 
(  in  den  drei  Grössen  rechts  die  rechtwinkligeu  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Fläche. 


Die  Begrenzung  hestehe  aus  vier  sich  schneidenden  geraden  Linien, 
die  man  erhält,  wenn  von  den  Kanten  eines  beliebigen  Tetraeders 
^CTm_jjicht__zusammenjtyh^^  weggelassen  werden.  Die  Abbildung 
iuif  der  Kugeloberildche  ist  ein  sphärisches  Viereck,  dessen  Winkel 
«31,  /Jjt,  yjT,  Stc  sein  mögen      Es  ergiebt  sich 

,    ^  Tiit ^  _Odj 

V{i  —  a}{t  —  b)(t  _c) {("—<?)        VKlf)' 
wenn  die  reellen  Werthe   t  ^^  a,  b,  c,  d  die  Punkte   der  i-Ebene  be- 
zeichnen, in  welchen  sich  die  Eckpunkte  des  Vierecks  abbilden. 

Soll  die  in  §.  14  entwickelte  Methode  zur  Bestimmung  von  ■>} 
angewandt  werden,  so  hat  man  hier  speciell  fp(t)  =  1,  x(0  ^^  ^(Oi 
folglieh  f  =  ^  und 

Die  Functionen  h^  und  ?c^  genügen  der  Differentialgleichung 

'^  dv         '^  dv 
und  sind  pai-ticuläre  Integrale  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

k  dv'  i-  a         "1"  t  —  h 

(7  r-  ])A'  (c)    ,     (Ö  -5  -  J)  A'  {d)         , 
T  V^r-c  --    -I         -t^TJi  I-  '^  ■ 

Die  Function  2^(ß)  des  §.  14  ist  hier  vom  zweiten  Grade,  aber  die 
(."ioel'ticienten  von  f  und  von  (  sind  gleich  Null,  ulao  7*  eine  Coustante. 
In  der  letzten  Gleichung  hat  man  auf  der  linken  Seite  t  als  unab- 
hängige Variable  einzuführen  und  erhält 


''0  '(^(o;;;'+iA-(o^^) 


(B«-i)A-(a)         {pß  -  j)  A'(6)         (yy -j-)A'(c)         (tfa  -  !)A(,0 

—     (^--^       !       ri^      I      r^T-c      I       r-~d      !"  '^ 

als  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welcher  Je  Genüge  leisten 
muss. 

Sind  X,  y,  m  als  Functionen  von  t  wirklich  ausgedrückt,  so  treten 
in  der  Lösung  noch  10  unbestimmte  reelle  Oonstauten  auf,  nämlich 
die  vier  Grössen  «,  b,  c,  d,  von  denen  wie  oben  drei  beliebig  an- 
I  werden  können,  die  vier  Grössen  a,  ji,  y,  Ö,  die  ( 


y  Google 


bei  gegebener  Begrenzimj;.  327 

ferner    6  reelle  Coustanteu  in   dem  Äusdracbe  fitr  ij,   ein  eonstauter 

Factor  in  du  und  je  eine  additive  Conatante  in  x,  y,  b.     Zur  Beatim- 

muDg   dieser   16   öröasen  sinrl   16   Bedingungsgloieliungen  vorhanden, 

nämlich  4  öleieliimgen,  welche  ausdrücken,  dass  die  vier  i 

linien  in  der  Ebene  der  ij  sich  auf  der  Kugel  in  gröasten  I 

bilden,   und    12   üleiehiuigen,   welche    aussagen,   dass   x,  y,  s   in   den 

4  Eelipunkten  gegebene  Werthe  haben. 

In  dem  speciellen  Falle  eines  reguliiren  Tetruedera  ist  die  Abbil- 
dung auf  der  Kugel  ein  regelmässiges  Viereck,  in  welchem  jeder  Winkel 
^=  |-K.  Die  Diagonalen  halbiren  sich  und  stehen  rechtwinklig  auf  ein- 
ander. Die  den  Eckpunkten  diametral  gegenühertiegeuden  Punkte  der 
Kugel  Oberfläche  sind  die  Ecken  eines  congruenten  Vierecks.  Zwischen 
beiden  liegen  vier  dem  ursprünglichen  ebenfalls  congruente  Vierecke, 
die  je  zwei  Eckpunkte  mit  dem  ursprünglichen,  zwei  mit  dem  gegen- 
überliegenden gemein  haben.  Diese  sechs  Vierecke  füllen  die  Kugel- 
oberfläche einfach  aus.    Es  wird  also  -n eine  algebraische  Function 

von  i;  sein. 

Man  kann  die  gesuchte  Minjmalfläche  über  ihre  ursprüngliche 
Begrenzung  dadurch  stetig  fortsetzen,  dass  man  sie  um  jede  ihrer 
Grenzlinien  als  Drehungsaxe  um  180"  dreht.  Längs  einer  solchen 
Grenzlinie  haben  dann  die  ursprüngliche  Fläche  und  die  Fortsetzung 
gemeinschaftliche  Normalen.  Wiederholt  man  die  Oonstruction  an  den 
neuen  Fläeheutheilen,  so  l'ässt  sich  die  ursprüngliche  Fläche  beliebig 
weit  fortsetzen.  Welche  Fortsetzung  man  aber  auch  betrachte,  immer 
bildet  sie  sich  auf  der  Kugel  in  einem  der  sechs  congruenten  Vierecke 
üb.  Und  zwar  haben  die  Abbildungen  von  zwei  Pläehenth eilen  eine 
Seite  gemein  oder  sie  liegen  einander  gegenüber,  je  nachdem  die 
Fläehentlieile  selbst  in  einer  Grenzlinie  an  einander  stossen  oder  an 
gegenüberliegenden  Grenzlinien  eines  mittleren  Flächentheils  gelegen 
sind.  In  dem  letzteren  Falle  können  die  betrefteuden  Flächentheile 
durch  parallele  Verschiebung  zur  Deckung  gebracht  werden.     Daher 

umss  (  . ,  -  -1  unveräaidert  bleiben,  wenn  «  mit  —  —  vertauscht  wird. 
\d  log  )j/  '  '  /; 

Legt   man   den  Pol  (fj  =  0)   in   den  Mittelpunkt   eines  Vierecks, 

den  Anfangsnieridian  durch  die  Mitte  einer  öeite,   so  ist  für  die  Eck- 

liunkte  dieses  Vierecks 

^  =  tg  -■-  e"  S     *^  g-  c'  ■* 
und 
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Piiabte,  denen  entgegengesetzte  Wertlie  von  i;  angehören,  haben  die- 
selbe a:- Coordinatc.     Es   muse  also  l^,  **    )   bei  der  Vertauschinig  von 
\d  log  jj/  ° 

1]  mit  ■ —  »j  unverändert  bleiben.     Hiernach  erhält  man 


Di 


\d  log  )j/         y,^-^-\-  ir'^+  14 
:  Constante  C,    muss   reell  sein,   damit  du^  in  der  lieg: 


reelle  Werthe  besitze. 

7jH  demselben  Resultate 
Die  Substitution 


.it'  dem   folgenden  VVe 


liefert  auf  der  ^-Ebene  eine  Abbildung,  die  von  einer  geschlossenen 
überall  stetig  gekrümmten  Linie  begrenzt  wird.  Die  Rechnung  zeigt, 
dasa  dlogt  in  der  Begrenzung  rein  imaginär  ist.  Folglich  ist  die 
Abbildung  der  Begrenzung  in  der  (-Ebene  ein  Kreis  um  den  Mittel- 
Iiunkt   t=0.     Der  Radius  dieses  Kreises  ist  =1.     Den  Eckpunkten 


entspricht  ^  =  +  ^  j  'l'^^  Eckpunkten 

,-  +  tgir'' 

entspricht  f=^j(.  Geht  man  an  irgend  einer  dieser  vier  Stellen 
durch  das  Innere  der  Minimalüäche  von  einer  Grenzlinie  zur  folgenden, 
so  ändert  sich  dabei  der  Arcus  von  dt  um  Jt.  Daher  kann  man,  wie 
in  §.  13,  auch  hier  setzen 

du  ^  C;    

und  es  muss  C^  rein  imaginär  sein,  damit  dti^  in  der  Begrenzung 
reell  ausfalle.    Es  findet  sich  Ci=  3^36'^^. 

Dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dem  vorher  aufgestellten  für  K!   ^    1 
/ur  weitem  Vereinfachung  nehme  man 

\t'  +  1/  '      ' 


=  2A 


und  beachte,  dass 

Dann  ergiebt  eine  sehr  einfache  Rechnung 
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-V  v"''?v  V     W     '''      *^j  v<^{i-»)(i-e^»)' 

wenn  p  =  —  --(1— «1/3)  eine  dritte  Wur/.eä  der  Einheit  bezeichueb. 
üio  reelle  Constante  (J  =  -^  C,  bestiiiimt  wich  aus  der  gegebenen  Länge 
der  Tetraederkauteil. 

10. 

Endlich  soll  noih  diu  Aufgabe  der  Mininiiilfläehe  für  den  Fall 
behandelt  werden,  dass  die  Begrünzuüg  aus  zwei  beliebigen  Kreisen 
besteht,  die  in  parallelen  Ebenen  liegen.  Dann  kennt  man  die  Hichtung 
der  Normalen  in  der  Begrenzung  nicht.  Daher  lässt  sich  diese  auch 
nicht  auf  der  Kugel  abbilden.  Man  gelangt  aber  zur  Lösung  der 
Aufgabe  durch  die  Annahme,  dasa  alle  zu  den  Ebenen  der  Grenzkreise 
parallel  gelegten  ebenen  Schnitte  Kreise  seien.  Und  es  wird  sieh  zeigen, 
dass  unter  dieser  Annahme  der  Minimalbedingung  Gentige  geleistet 
werden  kann. 

Legt  man  die  a^-Axe  rechtwinklig  gegen  die  Ebenen  der  G-renz- 
kreise,  so  ist  die  Gleichung  der  Schnittcurve  in  einer  parallelen  Ebene 
{k)  F  =  j/^+  ^s+  2«y  -\-2ßs  +  y  =  0, 

und  cc,  ß,  y  sind  als  Functionen  von  x  zu  bestimmen.  Zur  Abkiirzmig 
werde 

i/(Kr+Gf)'+(f)"=i 

gesetzt,  so  dass 

cV       .  SF       .         .  dF 

cos  r  =  n  -g-  - ,   sm  r  cos  f  ^  n  tt— ,  sm  r  sin  ^  =  u  — - 

ist.    Dann  lässt  sich  die  Bedingung  des  Minimum  in  die  Eorm  bringen 

8(»a   a(.a   ium 

oder  nach  Ausführung  der  Differentiation 

4S'{i'-+»'+(i'-^r)  +  4||'°|-4|f|:(2'+»"+r-7) 
+  4-2(_F+a'+/Ji'-,)_0. 
Schreibt  man  a^ -\-  ß^  —  y  =  —  q  und  beachtet,  dass  F  =  0  ist, 
so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 
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iiiRi  giebt  iiiicli  oiiimaliger  Integration 

^  '^;.^''  _|.  2  /  ^;  +  const.  =  0. 
Die  lutegrationscoüstante  iät  von  x  nnabhäiigig.    Nimmt  mau  auderer- 
seits    /  —  imabhSutfig  von  w  und  s,  so  muss  die  Integrationsconstante 
eine   Imeiire   Function   von  ?/  und  a   sein,   weil        -^r  -   eine   solche  ist. 
Man  hat  also 

-    ''■■,.  -\-  'i  \  —  -\-  '2ay  +  26^  +  const.  =  0, 

Vevgleii;lit  man  damit  das  Resultat  der  directen  Differentiation  von  7'\ 
nämlich 


so  ergiebt  sieb 

r;. 

■^v'£  + 

2i 

'  d^ 

+  a. 

da 

=  -  «y , 

d 

d. 

ß  __ 

-H 

und  wenn  mau 

J'-i 

,lx 

- 

M  SL-i/.t; 

= 

- 

ajit  +  d, 

ß 

— - 

-hiu  +  c. 

Hiernach  bat  mau 

cF 

-= 

—  ^'^'1!/  - 

-: 

!l„j. 

'  +  t. 

G'F 

_ 

.     da 

- 

'Jb. 

und  diese  Aiisitrüeke  sind  in  die  Gleichung  (i)  eiuznttlbrou.    Nach  ;•«- 
lioriger  liubnng  erhält  man 

d-y         dq  dy     I     .,  n 

'id.r-dxd.'^-'^-'^' 

eine  Gleichung,  die  sich  weiter  vereinfacht,  wenn  mau  beachtet,  dass 

y  =  'j  + «'+ ^^= i  +  n^)  =  £'-+/'('»)> 

/■(,„)  =  (a^  +  ö^)  m'  —  2  (aci  +  be)  m  +  d^  +  -/. 
Nimmt  man  hieraus  ',''  und  j-^-,  so  geht  die  DüFerentialgieiulumg, 
welche  die  Bedingung  des  Minimum  ausdrückt,  über  in  folgende: 
('")  « ;!"'  "  C')'  +  2«  +  2  («'  +  b')  g"  _  0 . 
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liei  gegebener  ßegi-eiiBung.  y;Jl 

q  L\ls  auabhUiigige  Vai-iable.     Dadurch  erhült  man  für  ^^  als  Functiou 
von  n  eine  lineare  Diöereutialgleieliung  erster  Ordnung,  nämlicli 

i«'^  -r'  +  29  +  2  K  +  *")a'  -  0 

oder 

Das  Integral  lautet 


(.,) 

-4(n-+i^),2  +  8.. 

Darin 

iat  für  p  wieder  ^-  zr 

1  setzen,  wodurch  man  erhält 

dx 

dq 

■nehi  sich 


dm=  '^'^'' 


..•!.a__ 


g<?ä        

^  =  am  —  d  -j- y  —  q  coäip , 
i  =  hm  ^  e  +  y —  q  smip. 
Mau  hat  demuaeh  x,  y,  s  als  Functionen  von  zwei  reellen  Variabein 
(/  und  ^  ausgedrückt.  Die  Ausdrücke  sind,  abgesehen  von  algebrai- 
schen Gliedern,  elliptische  Integrale  mit  der  obem  Grenze  q.  Nach 
der  oben  entwickelten  allgemeinen  Methode  hätte  man  x,  y,  s  erhalten 
als  Summen  von  zwei  conjugirteu  Functionen  zweier  conjugirter  com- 
plexer  Variabein.  Danach  liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  diese 
eomplexen  Ausdrücke  mit  Hülfe  der  Additionstheoreme  der  elliptischen 
Functionen  sich  je  in  einen  einzigen  Integral  aus  druck  mit  der  Vai'ia- 
beln  g  zusammenziehen  lassen. 

Und  dies  ist  leicht  zu  bestätigen.    Man  hat  nämlich  aus  den  Für- 
mein  für  die  Rieh  tun  gscoordinaten  r  und  tf  der  Normalen 


7  + 


i  +  « 


Verbindet  man  damit  die  Definition s gl e ich ung  von  q,  nämlich: 

(./  +  «•;  +  «  +  (JO  (1/  ~  s,  +  «  -  (jo  -  - ,, 

SO  ergiebt  sich 
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(y  -  ^0  +  («  -  ß^)  =  (-  ^)'  -?"-  V"' ■ 

Ferner  hat  man 

d_F 

K(li-)  +  ©    ^'  = 

oder 

K'cj  sin    cos -'        V-'J 

Auf  der  recliten  Seite  sind  für  j/  +  k  und  s  -\-  ß  die  eben  gefundenen 
Ausdrücke  iu  jj  und  tj'  einzuführen.  Dadurch  geht  die  Gleichung  über 
in  folgende: 

Quadrirt  mau  beide  Seiten  dieser  Gleichung  und  setzt  für  -^  seinen 
Wertli  aus  («),  so  ergiebt  sieb  naeb  gehöriger  Reduction 

^^^^  (~  ü)  [(« + 1.)  iif  -  (» - 10  ('7)']"+ (-»jN' + vi?]' 

_  s»  -  2  (o  +  so  (•)■ -^)  -  sc« -!"■)(•)- J)  ■ 

Die  so  gefundene  Gleichung,  welche  den  Zusammenhang  von  1/,  tj,  ij' 
augiebt,  kann  man  als  Integral  einer  Differentialgleichung  für  ij  und  tj' 
ansehen  und  q  als  Inte grationscon staute  auffassen.  Die  Differential- 
gleichung ergiebt  sich  durch  immittelbare  Differentiation  in  folgender 
Form 

Mit  Hülfe  der  primitiven  Gleichung  {p)  lassen  sich  aber  die  Factoren 
von   - ''  und  -'^  anders  ausdrücken.     Mau  braucht  nur  die  linke  Seite 
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Ton  (p)  in  zweifacher  Weise  zu  einem  vollständigen  Quadrat  zu  er- 
gänzen, indem  man  das  fehlende  doppelte  Product  das  eine  mal  positiv, 
das  andere  mal  negativ  hinzufügt     Dadurch  erhält  man 

vk  i^""' + M^^-'  (("  +j^  y\  -  ("  - "'''  V} ) 

-  +  2)/[2e  +  (,,  -  SOJ  -(«  +  'Ol']. 
Nimmt  man  die  Quadratwurzeln  mit  gleichen  Vorzeichen,  so  geht  die 
Differentialgleichung  über  in 


2yiy2c-]-{a  +  bi}^^-ia-bi)v 


:,y^ 


Ihr  Integral  in  algebraischer  Form  ist  in  der  Gleichung  (p)  ausgesprochen 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  in  den  beiden  Gleichungen 


(r)  + 1/,  [(«  -  !,i)  +"2e,-~T^-FB)?l, 

-  l/,[{o-Si)  +  2»,'="(o  +  i>0., "  |. 
In  traüsceudenter  Form  lautet  das  Integral 


const. 


J    2)/ra(.  +  6 


,,  ^    .Ki,n. +  6i)  +  2c, -(o-Si),'] 

+    r -^- - 

J   2  |/i,-[(«  -  S.j  +  ae,-  -  (a  +  S()l''l 
und  die  Integrationsconstante  lässt  sich  ausdrücken 

const,  =  / ^ —  ^  —  -, 

J   !l/2[I  +  2«,-(a'  +  S')s-]' 

was  aus  der  Gleichung  (r)  leicht  hervorgeht,  wenn  man  ij  oder  7;'  con- 

staut  und  zwar  =  0  nimmt.    Man  erkennt  darin  (las  Additionstheorem 

der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung. 
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Anmerkungen. 

Die  evste  Ausgabe  det  Alihandlung  über  Flächen  kleinsten  Inhalts  durch 
llattendorff  in  den  Abbaudlnngen  der  Gesellscbaft  der  WiBsenschaften  zu  Güttingen 
yom  Jahre  1367  war  eingeleitet  durch  eine  historische  Betrachtung-,  die  bereits  in 
der  ersten  Anflage  dieser  Gesammtansgabe  als  nicht  von  ßiemann  herrührend  in 
Uebere  in  Stimmung  mit  dem  leider  froh  verstorbenen  HattendorfE  unterdrückt  wurde. 
Sie  ist  auch  in  der  zweiten  Auflage  nicht  mit  aufgenommen.  Zu  erwähnen  ist 
aber,  dass  ungefähr  gleichzeitig  mit  ßiemann  Weierstrass  Untersuchungen  über 
die  Flachen  vom  kleinsten  Inhalt  angestellt  hat,  deren  Itesultate  in  den  Monats- 
berichten der  Berliner  Akademie  vom  October  «nd  December  1866  zuerst  ver- 
uiFentlicht  sind.  Die  Weierstrass'achea  Arbeiten  haben  den  Anstoas  gegeben  zu 
den  weitergehenden  Untersuchungen  von  H.  A.  Schwarz,  von  denen  die  erste  Mit- 
tbeilung  im  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  April  1865  gemacht  ist. 
Die  ausführliche  Verüffentiiehung  der  gekrönten  Preisschrift  „Bestimmung  einer 
speciellen  Minimalfläche"  erschien  im  Jahre  1871.  Darin  ist  neben  Anderem  dae 
in  Art.  18  der  Eiemann'schen  Abhandlung  behandelte  Problem  der  durch  ein 
ri^gelmäBsiges  räumliches  Viereck  begrenzten  Minimalft'äche  bis  zur  wirklichen 
Aiifatellung  einer  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  ie,  y,  b  der  Fläche  durch- 
geführt. Zu  erw9.hnen  ist  noch  die  an  Riemann  direot  anhnQpfende,  im  Jahre 
1867  von  der  philosophiachen  Facultät  zu  Güttingen  gekrönte  Preisschrift  von 
Arthur  Sehondorff  „Ueber  die  Minimal  fläche,  deren  Begrenzung  von  einem  doppolt- 
gleichschenkligen  räumlichen  Viereck  gebildet  wird". 

Die  Biemann'sche  Abhandlung  ist  hier,  mit  wenigen  nothwendigen  Aende- 
rnngen,  in  der  letzten  HattendorfE 'sehen  Bearbeitung  abgedruckt.  Einige  Erläute- 
rnngen  und  Zusätze  gebe  ich  in  den  nachatehenden  Anmerkungen,  wobei  ich 
Mittheilungen  und  Winke  von  H.  A.  Schwarz  mit  Dank  benutzt  habe. 

(1)  (Zu  Seite  307.)     Es  ist  hierbei  zu  beachten,  dasa  nach  (3)  und  (4) 

d-i}       \         rjJ  dri  '        dii       \         T)/  dri 
Functionen  von  ^  aliein  sind,  und  dass  also  auch  Y,  Z  als  Fanctionen  von  tf 
allein  betrachtet  werden  können.     Y',  Z'  sind  dann  die  conjugierten  Fanc- 
tionen, die  nur  von  »;'  abhängen. 

(2)  (Zu  Seite  311.)    Für  unendlich  kleine  Werthe  von  jj  (also  auch  von  r)  ergiebt 
sich  aus  (1)  und  (ä) 


dx  ^'     äs 
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Hieraus  folgt,  diiSB  3X  =  .r-4-Ü;  eine  Function  von  ij  —  »:  ist;  also  ist  auch 
2Y  eine  Function  von  tj  —  ie:  Da  nun  y  der  reelle  Theil  von  21'  ist,  so  e.v- 
giebt  sich  für  nneudlicli  kleine  ij,  weun  eine  lein  imaginäre  additive  Constaute 
bei  Y  geeignet  Ijeatiuxmt  -wird. 

Wird  nun  auch  die  rein  imiginaie  additive  Constante  bei  \  so  liestiiimt, 
dass  X  mit  jj  verschwindet,  tO  eigeben  s(cb  die  weiterhin  b  nutzten  Cht- 
wickiungea. 
(S)  (Za  Seite  313.)  Wenn  der  Winkel  h  =  0  und  ^lan  zwli  Be^ienzungegetade 
einander  ]>ivrallel  werden,  so  tietui  m  btille  ditsei  Entwn,kelungen  die 
folgenden; 


(4)  (Xti  H.'ite  S20)     iJei   hchlusstl  zn  Art.  14  ist  in  den  Entwicklimgon  des  Frag- 
nient^H  XXV  /u  suchen      Es  handelt  sieh  bei  der  Uestiinmiing  von  »j  als  Punn- 
tioii    von    t   luu    die    lOnfuiaic    Abbildung    einet    von    Kvcisbogen    begrenntftn 
Pigiir  in  dpi  jj  1  bcnt  auf  die  positive  i-Halbebene. 
Setat  .aan 


y  dri' 


•iV", 


io  ist  nach  dem  gciiamiten  i'ragnient 

i/i     It         vi' 
iino  ratjnnale  Function  von  t  die  für  leelk  Wecthe  von  (  leclle  Weithe  hat, 
itid  i/i ,   y.,  siud  Kwei   particulare   Losungen   dei   Imeaien   Ditteientialgleichung 
;  /  ^ 
It    ^''  ' 

I)  ist  dei  liuutieit  7Wciei  PaitiLulailusungen  bestr  dlcichun^  Man  kann 
diesp  Gleiehung  dadurch  transfoimjren  das?  man  y,  y^  mit  einem  un  1  dem 
selben  Fft'  tot  multiphcirt,  ohne  ihm  dadurch  diL  Eigenai-haft  zu  nehmen  d-vs^ 
dei  Quotient  zweier  Partieulailoanngen  die  Function  jj  giebt  betzt  man  indem 
m  in  nntei  /  Kunuehsf  eine  wiUkiirliche  Function  von  t  versteht 


U'} 


!/f 


(3) 

so  erbäli  man  für  k  die  Differentialgleichung 

(•)  iH+irm''''~t'Hi), 
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(5)  ^(o^^-^/- jß-^i+/"/"i')  -sron, 

und  wenn  also  f  eine  rationale  Function  von  (  ist,  so  gilt  das  gleich«  von  *. 
Die   Fonueltt  des   Ai'L  14  erhält   man,    wenn    man  anter   f[t)    die    ganze 
rationale  Function  [iv  —  4)**"  Grades 

/■(()  =  n{t  —  a)  n{t  -  d)  n{t  -  h)  nii  —  e)  //(t  -  ey 

versteht,  and  die  Betrachtung  der  Unstetigkeiten  einlebt 

1      (yy-|)r(s). 

(C)  *(0  =  ^-  2  ^  -f±-g +  F(t), 

wenn  F(t)  e  ne  gan  e  rationale  Function  vom  Grade  Sv  — 6  mit  reellen 
Coefficientei  ist  Um  auf  indere  Weise  als  im  Text  die  Coefficienten  der 
beiden  höchsten  Pttcnzen  in  Uei  Function  P(()  zu  finden,  beachte  man,  dass, 
wenn  (=^00   ein   gewöhnlicher  Punkt  der   Fläche   ist,    die   Entwicklung  von 


-  nacli    (allenden   PotPnaen   von  t  mit   i     ^   aniUngt,    und  dass  folglich   die 


Entwicklung  t,  mit  '  beginnt. 

Es  muss  sich  also   die  Dille tentialgleichung  (4)  durch   ( 
gender  Foim  intognuu  lassen 


I zusetzen. 


und   dies   hat  man   in   (4)   einzusetzen,   um   Recursionsformeln   : 
Berechnung  dev  Coefficienten  C;  zu  erhalten.     Setzt  man 


Die  Glcichsctaung  der  von  t  unabhängigen  Glieder  ergiebt 

'•.  =  (-J)fe-') 

und  die  Vergleichuiig  der  Glieder  mit  ("' 

»,  -«.  (l~-^)(.-3). 

C,  und  Cj  können   nicht   bestimmt   werden  nnd   die  Vergleiohung   der   höherer 
Glieder  ergiebt  die  Coefficienten  Cj ,  c, ,  ... 
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Auf  ganz  ähnliche  Weise  kann  man  auch  die  in  der  Anmerkung  zu  Alt.  14 
erwähnten,  den  Punkten  «,  «',  6  entsprechenden  Bediugungsgleichuogen  erhalten. 

Setzt  man  nämlich  i  =  t  —  o,  (  —  a',  t  —  b,  so  muss  sich  die  Differen- 
tialgleichung (4)  durch  eine  Reihe  der  Form 

integrireii  lassen.     Ist  nun 

so  orgieht  sich  aus  der  Ditferentialgleicbung  (4) 

<'>2".--24-:)(-i)-+^2".'-+')--^4-:)'' 

Die  Vergleich  UHR-  der  von  r  unabhängigen  Glieder  giebt  in  Uehereinstinimung 
mit  der  Formel  (li) 

nnd  die  beiden  nächsten  Potenzen  von  i  ergeben 

woraus  durch  Elimination  von  c„,  c,  eine  Kolation  Kwiaehen  l„,  l,,  t^  folgt, 
flj  kanu  auB  (7)  nicht  bestimmt  werden.  Die  höheren  Glieder  geben  die  Be- 
stimmung der  Coefficicnten  f.,,  Cj.  ,  . 
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xvm. 

Mechanik  des  Ohres. 

{AuA  Heule  und  l'fnuffer's  ZeitBchnft  für  rationelle  Mecljciu,  dritte  Heihe,  Bd.  29.)*) 

1.    lieber  die  in  der  Physiologie  der  feineren  Sianesorgane 
anzuwendende  Methode. 

Für  die  Physiologie  eines  Sinnesorganes  ^ind  ausser  den  allge- 
meinen Naturgesetzen  zwei  besondere  Grundlagen  nothig,  eine  psycho- 
[ihysisclie,  die  erfalirungsgemässe  Feststellung  der  Leistungen  des 
Organes,  und  eine  anatomische,  die  Erforschung  seines  Baues, 

Es  sind  demnach  zwei  Woge  möglich,  um  zur  Kenntniss  seiner 
Functionen  zu  gelangen.  Man  kann  entweder  vom  Baue  des  Organes 
ausgehen  und  hieraus  die  Gesetze  der  Wechaehvirfcung  seiner  Theile 
und  den  Erfolg  äusserer  Einwirkungen  zu  bestimmen  suchen, 

oder  man  kann  von  den  Leistungen  des  Organes  ausgehen  und 
diese  zu  erklären  versuchen. 

Bei  dem  ersten  Wege  schliesst  man  von  gegebenen  Ursachen  auf 
die  Wirkungen,  bei  dem  zweiten  sucht  man  zu  gegebenen  Wirkungen 
die  Ursachen. 

Man  kann  mit  Newton  und  Herbart  den  eisten  We»  den  »jyn 
thctisehen,  den  zweiten  den  analytischen  nennen 
Synthetischer  \^  eg 

Der  erste  Weg  liegt  dem  Anatomen  am  ntchaten  Mit  dei  Unter 
suchung  der   einzelnen  Bestandtheile  des  ütj,ins  besuhiftigt,  fühlt  ei 

*J  Der  grosse  Mathematiker,  den  ein  früher  Tod  unserer  Hoch  Uiule  und  lei 
Wissenschaft  enttisa,  beschäftigte  sich,  angeregt  dnicb  die  von  Helmholti  le 
gründete  nene  Lehre  von  den  Tonempfindungen,  in  s  men  letzten  Lebensmonatcn 
mit  der  Theorie  des  Gehörorgans.  Was  sich  darüber  aufgezeichnet  m  se  nen  I  a 
pieren  vorfand  und  hier  mitgetheüt  wird,  berührt  allerdings  nur  einen  kleinen  und 
minder  wesentlichen  Theil  der  Aufgabe;  doch  rechtfertigt  «ich  ohne  Zweifel  die 
Veröffentlichung  dieses  Fragments  durch  die  Bedeutung  des  Vfifa'-sers  und  darch 
den  Werth  seiner  AusEprüche,  wie  seines  Beispiels  für  die  metboduche  Behai  d 
Inng  dea  Gegenstandes.  Den  ersten  Abschnitt  und  Apo.  g  ossten  Ibeil  äeh  zweiten 
hat  der  Yerf.  in  Reinschrift  hinterlassen;  der  8chluss  des  zweiten  vom  letzten  Ah 
satze  auf  S.  348  an,  wurde  aus  zerstreuten  Blättern  iid  batzen  in  welchen  h 
seine  ersten  Entwürfe  niederzulegen  pflegte,  zUBamm  enge  stellt  Die  Bemerliung 
in  welcher  er  sich  gegen  die  Helmholtz'sche  Theorie  von  den  Bewegungen  des 
Ohres  erklärt,  würde  erst  durch  seine  eigene  Ausführnog  Terbtandlich  geworden 
sein;  Riemann'B  gesprächsweise  Aeusserungen  lassen  vermnthu  daas  die  Ver 
schiedenheit  der  beiderseitigen  Ansichten  erst  bei  dem  Piohlem  der  üebeitragang 
der  Schallachwingiingen  auf  die  Organe  der  Schnrckr  hprvoi getreten  seil  wlrle 
und  daBs  K.  das  dabei  zu  lösende  raathematische  Pioblem  als  em  hydi  i  iliscl  s 
aufgefasst  habe.  Stliunu^     Jlcnlt 
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sich  veranlasst,  bei  jedem  einzelnen  Theile  zu  fragen,  welchen  Einflnss 
er  auf  die  Thätigkeit  des  Organs  haben  möge.  Dieser  Weg  würde 
auch  in  der  Physiologie  der  Sinnesorgane  mit  demselben  Erfolg  ein- 
geschlagen werden  können,  wie  in  der  Physiologie  der  Bewegungs- 
organe,  wenn  die  physikalischen  Eigenschaften  der  einzelneu  Theüe 
sieh  bestimmen  liessen.  Die  Bestimmung  dieser  Eigenschaften  aus  den 
Beobachtungen  bleibt  aber  bei  mikroskopischen  Objeeten  immer  mehr 
oder  weniger  ungewiss  und  jedenfalls  im  höchsten  Grade  ungenau. 

Man  ist  daher  zu  einer  Ergänzung  nach  Gründen  der  Analogie 
oder  Teleologie  genöthigt,  wobei  die  grosste  Willkür  unvermeidlich  ist, 
und  aus  diesem  Grunde  führt  das  synthetische  Verfahren  in  der  Phy- 
siologie der  Sinnesorgane  selten  zu  richtigen  und  jedenfalls  nicht  zu 
siehern  Ergebnissen. 

Analytischer  Weg. 

IJei  dem  zweiten  Wege  sucht  man  zu  den  Leistungen  des  Organes 
die  Erklärung, 

Das  Geschäft  zerfällt  in  drei  Theile. 

1.  Das  Aufsuchon  einer  Hypothese,  welche  zur  Erklärung  der 
Leistungen  genügt. 

2.  Die  Untersuchung,  in  wie  weit  sie  zur  Erklärung  noth- 
wendig  ist. 

3.  Die  Vergleichung  mit  der  Erfahrung,  um  sie  zu  bestätigen 
oder  zu  berichtigen, 

I.  Man  mass  das  Instrument  gleichsam  nacherfindeu  und  in  so 
fern  die  Leistungen  des  Organs  als  Zweck,  seine  Schöpfung  als  Mittel 
zu  diesem  Zweck  betrachten.  Aber  der  Zweck  ist  kein  vermutheter, 
sondern  ein  durch  die  Erfahrung  gegebener,  und  wenn  man  von  der 
Herstellung  dos  Organs  absieht,  kann  der  Begriff  der  Endursachen 
ganz  ausser  dem  Spiele  bleiben. 

Zu  den  fchatsäch liehen  Leistungen  des  Organs  sucht  man  in  dem 
Baue  des  Organs  die  Erklärung.  Bei  dem  Aufsuchen  dieser  Erklärung 
hat  man  zuvörderst  die  Aufgabe  des  Organs  zu  analysiren;  hieraus 
werden  sich  eine  Reihe  von  secundären  Aufgaben  ergeben,  und  erst 
nachdem  man  sich  überzeugt  hat,  dass  sie  gelöst  sein  müssen,  sucht 
man  die  Art  und  Weise,  wie  sie  gelöst  sind,  aus  dem  Baue  des  Organs 
zu  schliessen. 

II.  Nachdem  aber  eine  Vorstellung  gewonnen  worden  ist,  welche 
zur  Erklärung  des  Organs  ausreicht,  darf  man  nicht  unterlassen  zu 
untersuchen,  in  wie  weit  sie  zur  Erklärung  nothwendig  ist.  Man 
muss  sorgfältig  uoter scheiden,  welche  Voraussetzungen  unbedingt  oder 
vielmehr  in  Folge  unbezweifelter  Naturgesetze  nothwendig  sind,   und 
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welche  Vorstellungsarten  vielleiclit  durcli  andere  ersetzt  werden  können, 
das  ganz  willkürlich  Hinzugedachte  aber  ausscheiden.  Nur  auf  diese 
Weise  können  die  nachtheiligen  Folgen  der  Benutzung  von  Analogien 
bei  dem  Aufsuchen  der  Erklärung  beseitigt  werden,  und  auf  diese 
Weise  wird  auch  die  Prüfung  der  Erklärung  an  der  Erfahrung  (durch 
Aufstellung  von  zu  beantwortenden  Fragen)  wesentlich  erleichtert. 

III.  Zur  Prüfung  der  Erklärung  an  der  Erfahrung  können  theils 
die  Folgerungen  dienen,  die  sich  aus  ihr  für  die  Leistungen  des  Organs 
ergeben,  theils  die  bei  dieser  ErMärumg  vorauszusetzenden  physikali- 
schen Eigenschaften  der  Bestandtheile  des  Organs,  Was  die  Leistungen 
des  Organs  betrifft,  so  ist  eine  genaue  Vergleiehung  mit  der  Erfahrung 
äusseret  schwierig,  und  man  muss  die  Prüfung  der  Theorie  meist  auf 
die  Frage  beschränken,  ob  kein  Ergebniss  eines  Versuchs  oder  einer 
Beobachtung  ihr  widerspricht.  Was  dagegen  die  Folgerungen  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Bestandtheile  betrifft,  so  können  diese 
von  allgemeiner  Tragweite  sein  und  zu  Fortschritten  in  der  Erkenntniss 
der  Naturgesetze  Anlass  geben,  wie  dies  z.  B.  bei  dem  Aufsucljen  der 
Erklärung  der  Achromasie  des  Auges  durch  Euler  der  Fall  war. 


i'ur  die  beiden  eben  einander  gegenübergestellten  J 
gelten  übrigens  die  Bezeichnungen  synthetisch  und  analytisch  nur  a 
potiori.  Genau  genommen  ist  weder  eine  rein  synthetische,  noch  eine 
rein  analytische  Forschung  möglich.  Denn  jede  Synthese  stützt  sich 
auf  das  Ergebniss  einer  vorausgehenden  Analyse  und  jede  Analyse 
bedarf  zu  ihrer  Bestätigung  oder  Berichtigung  durch  die  Erfahrung 
der  nachfolgenden  Synthese.  Bei  dem  ersten  Verfahren  bilden  die  all- 
gemeinen Bewegungsgesetze  das  vorausgesetzte  Ergebniss  einer  früheren 
Analyse.  ___^ 

Das  erste  vorzugsweise  syothetische  Verfahren  ist  für  die  Theorie 
der  feineren  Sinnesorgane  deshalb  zu  verwerfen,  weil  die  Voraus- 
setzungen für  die  Anwendbarkeit  des  Verfahrens  zu  unvollständig  er- 
füllt sind,  die  Ergänzung  der  Voraussetzungen  durch  Analogie  und 
Teleologie  hier  aber  völlig  willkürlieh  bleibt. 

Bei  dem  zweiten  vorzugsweise  analytischen  Verfahren  kann  die 
Hülfe  der  Teleologie  und  Analogie  zwar  auch  nicht  }>anz  entbehrt, 
wohl  aber  bei  ihrer  Benutzung  die  Willküihchkeit  veimieden  werden, 
indem  man 

1)  die  Anwendung  der  Teleologie  auf  die  Frage  beschrankt,  durch 
welche  Mittel  die  thatsächlichen  Leistungen  des  Organs  ausgeführt 
werden,  nicht  aber  bei  den  einzelnen  Bestandtheilen  des  Organs  die 
Frage  na«h  dem  Nutzen  aufwirft; 
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2)  die  Anwendung  vou  Analogien  (das  „Dichten  von  Hypothesen") 
sich  zwar  nicht,  wie  Newton  will,  gänzlich  versagt,  aber  hinterher 
die  Bedingungen,  die  zur  Erklärung  der  Leistungen  des  Organs  erfüllt 
sein  müssen,  heraushebt,  und  die  zur  Erklärung  nicht  nothigen  Vor- 
stellungen,  welche  durch  Benutzung  der  Analogie  herbeigeführt  worden 
sind,  davon  absondert. 

Nach  diesen  Principien  müssen  nun  für  unsern  Zweck  zuvörderst 
die  Leistungen  des  Gehörorgans  festgestellt  werden.  Mit  welcher 
Schärfe,  Feinheit  und  Treue  das  Ohr  die  Wahi'nehmung  des  Schalles, 
seines  Klanges  und  Tones,  seiner  Stärke  und  Richtung  vermittelt, 
dieses  muss  durch  Beobachtung  und  Versuch  so  genau,  wie  irgend 
möglich,  bestimmt  werden. 

Ich  setze  diese  Thatsachen  als  bekannt  voraus.  In  dem  Buche 
„die  Lehre  von  den  Tonempfindungen  als  physiologische  Grundlage 
für  die  Theorie  der  Musik"  von  Helmholtz,  findet  man  die  Fort- 
schritte zusammengestellt,  welche  in  der  so  äusserst  schwierigen  Er- 
mittelung der  Thatsachen,  die  die  Wahrnehmung  der  Töne  betreffen, 
in  neuester  Zeit  gemacht  worden  sind  und  zwar  vorzüglich  von  Helm- 
holtz selbst. 

Da  ich  den  Folgerungen,  welche  Helmholtz  aus  den  Versuchen 
lind  Beobachtungen  zieht,  entgegen  zu  treten  vielfach  geuöthigt  bin, 
so  glaube  ich  nm  so  mehr  gleich  hier  aussprechen  zu  müssen,  wie 
sehr  ich  die  grossen  Verdienste  seiner  Arbeiten  über  unsern  Gegenstand 
anerkenne.  Sie  sind  aber  meiner  Ansicht  nach  nicht  in  seinen  Theorien 
von  den  Bewegungen  des  Ohres  zu  suchen,  sondern  in  der  Verbesserung 
der  erfahrungsmassigen  Grundlage  für  die  Theorie  dieser  Bewegungen. 

Ebenso  muss  ich  auch  den  Bau  des  Ohres  hier  als  bekannt  voraus- 
setzen, und  bitte  den  geneigten  Leser  uöthigenfalls  ein  mit  Abbildungen 
versehenes  Handbuch  der  Anatomie  zur  Hülfe  zu  nehmen.  Die  Er- 
gebnisse der  neuesten  Fubchungen  ilb^ir  den  Bau  der  Sehnecke  und 
des  Ohres  Überhaupt  findet  man  daigestellt  in  der  vor  Kurzem  er- 
Nchieueuen  dritten  Lieferung  des  zweiten  Bandes  von  Henle'a  Hand- 
buch der  Anatomie  des  Meniiihen 

Ich  betrachte  es  hier  allein  als  meine  Aufgabe,  jene  psychophysi- 
schen  Thatsachen  aus  diesen  anatomischen  Thatsachen  zu  erklären. 

Die  Theile  des  Ohres,  die  für  unsern  Zweck  in  Betracht  kommen, 
sind  die  Paukenhöhle  und  das  Labyrinth,  welches  aus  dem  Vorhofe, 
den  Bogengängen  und  der  Schnecke  besteht.  Wir  verfahren  nun  so, 
dass  wir  zunächst  aus  dem  Baue  dieser  Theile  zu  schliessen  suchen, 
was  jeder  derselben  zu  den  Leistungen  des  Ohres  beitragen  möge,  dann 
aber  bei  jedem  einzelnen  Theile  wieder  von  der  durch  ihn  zu  lösenden 
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Aufgabe  ausgehen    nnd  zunächst    die  Bedingungen   aufsuelien,    derei 
Erfüllimg  zu  einer  genügenden  Lösung  der  Aufgabe   erforderlieh  ist 


Man  hat  längst  erkanat,  dass  der  Appa.rat  in  der  Pjtukeuliohle 
die  Wirkung  hat,  den  Druck  der  Luft  auf  das  Labyrinthwasser  ver- 
stärkt zu  übertragen. 

Nach  den  oben  entwickelten  Principien  müssen  wir  nun  aus  den 
in  der  Erfahrung  gegebenen  Leistungen  des  Organs  die  Bedingungen 
ableiten,  welche  bei  dieser  üebertragung  ei-füllt  werden  müssen.  Es 
ergeben  eich  diese  vorzüglich  aus  der  Feinheit  des  Ohres  in  der  Wahr- 
nehmung des  Klanges  und  aus  der  grossen  Schärfe,  welche  das  Ohr, 
zumal  das  unverkümmerte  Ohr  des  Wilden  und  des  Wüstenbewobners, 
besitzt.  Versteht  man  unter  Klang  die  Beschaffenheit  des  Schalles, 
welche  von  Stärke  und  Richtung  desselben  unabhängig  ist,  so  wird 
diese  offenbar  durch  den  Apparat  völlig  treu  mitgetheilt,  wenn  er  die 
Druckänderung  der  Luft  in  jedem  Augenblick  in  constantem 
Verhältniss  vergrössert  auf  das  Labyrinthwasser  überträgt. 

Es  ist  unverfänglich,  dies  als  Zweck  des  Apparats  anzusehen, 
wenn  mau  nur  dabei  nicht  unterlasst,  zugleich  aus  den  Leistungen  des 
Ohres  zu  bestimmen,  wie  weit  man  durch  die  Erfahrung  berechtigt  d,  h, 
genöthigt  ist,  die  wirkliche  Erfüllung  dieses  Zwecks  vorauszusetzen. 

Wir  wollen  dies  sogleich  tbun,  vorher  jedoch  für  die  Beschaffen- 
heit der  Druckänderung,  von  welcher  der  Klang  abhängt,  einen  mathe- 
matischen Ausdruck  suchen.  Die  Curve,  welche  die  Geschwindigkeit 
der  Druekänderung  als  Function  der  Zeit  darstellt,  bestimmt  die  Schall- 
welle vollständig  bis  auf  ihre  Richtung,  also  auch  Stärke  und  Klang 
des  Sehalles.  Nimmt  mau  nun  statt  dieser  Geschwindigkeit  den  Loga- 
rithmus von  dieser  Gfeseh windigkeit,  oder  wenn  man  lieber  will,  von 
deren  Quadrat,  so  erhält  man  eine  Curve,  deren  Form  von  Richtung 
und  Stärke  des  Schalles  unabhängig  ist,  die  aber  den  Klang  vollständig 
bestimmt  und  daher  „Klangcurve"  beissen  möge. 

Löste  der  Apparat  seine  Aufgabe  vollkommen,  so  würden  die 
Klangeurven  des  Labyriothwassers  mit  den  Klangcnrven  der  Luft  völlig 
übereinstimmen.  Durch  die  Feinheit  des  Ohres  in  der  Wahrnehmung 
des  Klanges  halten  wir  uns  nun  zu  der  Annahme  berechtigt,  dass  die 
Klangcurve  durch  die  üebertragung  nur  sehr  wenig  geändert  werde 
und  also  das  Verhältniss  zwischen  den  gleichzeitigen  Druckänderungen 
der  Luft  und  des  Labyrinthwassers  während  eines  Schalles  sehr 
nahe  constant  bleibe. 

Eine  langsame  Veränderlichkeit  dieses  Verhältnisses  ist  damit  sehr 
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wohl  vereinbar  nnd  wahreclieinlich.  Sie  würde  nur  eine  Veräuderlicli- 
keit  des  Ohres  in  der  Schätzung  der  Schallstärke  zur  Folge  haben,  deren 
Annahme  die  Erfahrung  durchaus  nicht  verbietet.  Würde  die  Klang- 
curye  merklich  geändert,  so  scheint  eine  solche  Feinheit  des  Gehörs, 
wie  sie  sich  a.  B,  in  der  Wahrnehmung  geringer  Verschiedenheiten  der 
Aussprache  zeigt,  mir  kaum  denkbar.  Die  unmittelbare  Beurtheilung 
der  Feinheit  der  Klaugwahrnehmungen  und  besonders  die  Schätzung 
der  den  Klaagverschiedenheiten  entsprechenden  Verschiedenheiten  der 
Klangcurve  bleibt  freilich  immer  sehr  subjeetiv. 

Die  Verschiedenheit  des  Klanges  dient  uns  aber  auch,  die  Ent- 
fernung der  Schallquelle  zu  schätzen.  Von  dieser  Klang  Verschiedenheit 
können  vrir  die  mechanische  Ursache,  die  Veränderung  der  Klangcurve  bei 
der  Fortpflanzung  des  Schalles  in  der  Luft  durch  Rechnung  bestimmen. 

Wir  können  indeas  dies  hier  nicht  weiter  verfolgen  und  wollen 
von  dem  Uebertragungsapparat  nur  fordern,  dass  er  keine  groben 
Entstellungen  des  Klanges  bewirke,  obgleich  wir  glauben,  dass  seine 
Treue  viel  grösser  ist,  als  man  gewöhnlich  annimmt. 

I.  Der  Apparat  in  der  Paukenhöhle  (im  un verkümmerten  Zu- 
stande) ist  ein  mechanischer  Apparat  von  einer  Empfindlichkeit,  die 
Alles,  was  wir  von  Empfindlichkeit  mechanischer  Apparate  kennen, 
himmelweit  hinter  sich  las  st. 

In  der  That  ist  es  durchaus  nicht  unwahrscheinlich,  dass  durch 
denselben  Schallbewegungen  treu  mitgetheilt  werden,  die  so  klein  sind, 
dass  sie  mit  dem  Mikroskop  nicht  wahrgenommen  werden  könnten. 

Die  mechanische  Kraft  der  schwächsten  Schälle,  welche  das  Ohr 
noch  wahrnimmt,  lässt  sich  freilich  kaum  direct  achätzen;  aber  man 
kann  mit  Hülfe  des  Gesetzes,  nach  welchem  die  Starke  des  Schalles 
bei  seiner  Verbreitung  in  der  Luft  abnimmt,  zeigen,  dass  das  Ohr 
Schälle  wahrnimmt,  deren  mechanische  Kraft  Millionen  Mal  kleiner 
ist,  als  die  der  Schälle  von  gewöhnlicher  Stärke. 

Li  Ermangelung  anderer  von  Fehlerquellen  freier  Beobachtungen 
berufe  ich  mich  auf  die  Angabe  von  Nicholson,  nach  welcher  das 
Rufen  der  Schildwachen  von  Portsmouth  4  bis  5  enghsche  Meilen  weit 
/.a  Ride  auf  der  Insel  Wight  bei  Nacht  deutlich  gehört  wird.  Wenn 
man  erwägt,  welche  Vorrichtungen  Colladon  nöthig  hatte,  um  die 
Verbreitung  des  Schalles  im  Wasser  wahrzunehmen,  so  wird  man  zu- 
geben, dass  von  einer  erheblichen  Verstärkung  des  Schalles  durch  Fort- 
pflanzung im  Wasser  nicht  die  Rede  sein  kann  und  dass  hier  in  der 
That  die  mechanische  Kraft  des  Schalles  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrat  der  Entfernung  und  wahrscheinlich  noch  schneller  abnimmt. 
Da  die  Entfernung  von  4  bis  5  Meilen   etwa  2000  Mal   so,  gross  ist 
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alH  die  Eutfernuug  von  8  bis  10  Fuss,  so  ist  die  nieeliaaische  Kraft  der 
das  Trommelfell  treffenden  Sehallwellen  hier  vier  Millionen  Mal  kleiner, 
a!a  in  der  Entfernung  von  8  bis  10  Fuss  von  der  Schildwache  imii  die 
Bewegungen  sind  2000  Mal  kleiner.  Man  muas  zugeben,  dass  bei  den 
Öehall  -  Empfindungen  durchaus  nichts  von  Verhältnissen,  wie  1  zu 
1000  Millionen  oder  1  zu  Tausend  bemerkt  wird.  Nach  den  neueren 
Untersuchungen  über  das  Verhältniss  der  psychischen  Schätzung  der 
Schallstärken  zum  physischen  oder  mechanischen  Mass  der  Schallstärke 
bildet  dies  jedoch  durchaus  keinen  Einwand  gegen  die  eben  erhaltenen 
Resultate,  Wahrscheinlich  ist  dies  AhhängigkeitsverhUltniss  gerade  so, 
wie  das  unserer  Schiitzung  der  Lichtstärke  oder  Grösse  der  Fixsterne 
zu  der  mechanischen  Kraft  des  uns  von  ihnen  zugesandten  Lichtes. 
Hier  hat  man  bekanntlich  aus  den  Stern -Äichun gen  geschlossen,  dass 
die  mechanische  Kraft  des  Lichtes  im  geometrischen  Verhältnisse  ab- 
nimmt, wenn  die  Grösse  des  Fixsternes  in  arithmetischer  Reihe  steigt, 
Theilte  man  dem  analog  die  Schälle,  von  denen  von  gewöhnlicher 
Stärke  bis  zu  den  eben  noch  wahrnehmbaren,  in  Schälle  von  der  ersten 
bis  zur  achten  Grösse,  so  würde  die  mechanische  Kraft  für  die  Schälle 
zweiter  Grösse  etwa  y^,  für  die  dritter  y;^,,^,  ,...,  für  die  achter 
Vio-oooooo'  ^^^  zehn  Millionten  Theil  so  gross  sein,  als  für  die  Schälle 
erster  Grösse,  und  die  Weite  der  Bewegungen  würde  fflr  die  Schälle 
erster,  dritter,  fünfter,  siebenter  Grösse  sich  wie  1 ;  y,o :  '/i^„ :  Vinuo  ^^'^' 
halten. 

Ich  habe  oben  bei  der  Betrachtung  der  das  Ohr  treffenden  Sehall- 
wellen vor  dem  Trommelfell  Halt  gemacht,  weil  Einige  eine  Dämpfung 
der  stärkeren  Schälle  (durch  Spannung  des  Trommelfells?)  annehmen. 
Ich  muss  jedoch  gestehen,  dass  mir  diese  Meinung  als  eine  völlig  will- 
kürliche Vermuthung  erscheint.  Es  mögen  allerdings,  wenn  ein  star- 
ker Knall  die  Membranen  des  Labyrinths  zu  verletzen  droht,  Schutz- 
vorrichtungen wirksam  werden;  aber  ich  finde  in  der  Beschaffenheit 
der  Gehörseindrücke  durchaus  nichts  Analoges  mit  dem  Beleuchtungs- 
grad des  Gesichtsfeldes  beim  Auge,  und  wüsste  durchaus  nicht,  was 
eine  fortwährend  veränderliche  Reflexthätigkeit  des  M.  tensor  tympani 
für  das  genaue  Auffassen  eines  Musikstücks  nützen  sollte.  Meiner  An- 
sicht nach  hat  man  durchaus  keinen  Grund,  bei  dem  Schaue  in  10  Fuss 
Entfernung  von  der  Schildwache  ein  anderes  Verhältniss  zwischen  den 
Bewegungen  der  Luft  vor  dem  Trommelfell  und  den  Bewegungen  der 
Steigbügelplatte  anzunehmen,  als  in  der  Entfernung  von  20,000  Fuss; 
aber  selbst  wenn  man  eine  ziem  lieh  starke  Veränderlichkeit  der 
Spannung  des  Trommelfells  annimmt,  werden  unsere  Schlüsse  dadnrch 
nicht  beeinträchtigt.    Wenn  nun  die  Bewegungen  der  Steigbügelpiatte 
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in  der  Entfernung  von  10  Fuss  von  der  öchildwache  wahr  schein]  ich 
zu  dün  eben  mit  bloaaen  Augen  noch  wahrnehmbaren  gehören,  so 
werden  die  Bewegungen  in  der  Entfernung  von  20,000  Fusk  bei  einer 
2000  fachen  Vergrösseiung  eben  wihrnehrabar  sein 

II.  Soll  der  Paukenapparat  «o  Utine  Bewegungen  trtu  m  ttheilen, 
wie  er  es  der  Erfahrung  nach  thut  so  milhsen  die  testun  Koiper,  aus 
ilenen  er  besteht,  an  den  btellen  wo  sie  aif  emindei  willen  sollen, 
völlig  genau  auf  einandei  schhessen  denn  oftenbai  Liun  ein  Körper 
einem  anderen  eine  Bewegung  iiicl  t  m  tthtilen  sobild  ei  tim  mehr 
als  die  Weite  der  Bewegung  von  ihm  absteht 

Es  wird  femer  jiur  em  klemei  Theil  der  mechanischen  Kraft  der 
Schall bewegung  durch  anderweitige  Arbeit  wie  "Spannung  von  Gelenk- 
kapseln und  MembraneUj  füi  das  Lab\iinth  verloien  „ehen  dürfen. 

Ein  solcher  Verlust  wird  vermieden  duieh  die  äusserst  geringe 
Breite  des  freien  llaudes  der  Membrai  des  Voihofsfensters  Wäre 
dieser  Rand  breiter,  so  wuiden  die  Schwingungen  der  toteigbügelplatte 
beinahe  ganz  durch  Schwingingen  die^^es  Ranles  lusgeglichen  werden, 
und  auf  die  Membranen  dei  Schntcl  e  ui  d  les  ^chneckentensters  nur 
eine  geringe  Wirkung  stattfinden 

Die  Wirkimg  dieses  Membianenrindcs  \uf  du,  "steigbugelplatte 
wird  wegen  der  geringen  Breite  des  PTiides  fui  die  veischiedeneii 
Lagen  der  Steigbügelplatte  wahrend  dpr  Schallbeweg ing  sehi  verschie- 
den sein.  Man  muss  daher  wenn  sie  den  Ivlan,^  nicht  entstellen  soll, 
annehmen,  dass  die  Elastiutat  der  Membran  sehi  geim^  i-it  und  die 
Steigbügelplatte  nicht  duich  si  ,  sondern  lureh  andeie  Kiafte  in  die 
richtige  Gleichgewichtslage  gebracht  wird, 

III.  Da  die  Theile  des  Paukenapparates,  um  die  eifahrungs- 
geniUsse  Schärfe  des  Ohres  möglich  zu  machen,  fortwährend  mit  mehr 
als  mikroskopischer  Genauigkeit  in  einander  greifen  müssen,  so  schei- 
nen Cor  reetions  vor  rieh  tun  gen  wegen  der  Ausdehnung  und  Zusammen- 
ziehung der  Körper  durch  die  Wärme  durchaus  unentbehrlich.  Die 
Tenip er atu ränderungen  mögen  innerhalb  der  Paukenhöhle  nur  sehr 
klein  sein;  dass  sie  aber  stattfinden,  ist  nicht  zu  bezweifeln.  Für  die 
Te mp er aturverth eilung  im  menschliehen  Körper  gilt,  wenn  die  äussere 
Temperatur  hinreichend  lange  constant  gewesen  ist,  nahe  das  Gesetz, 
dass  der  Abstand  der  Temperatur  an  einer  beliebigen  Stelle  des  Kör- 
pers von  der  Hirntemperatur  proportional  ist  dem  Abstände  der 
äusseren  Temperatur  von  der  Hirntemperatur.  Dieses  Gesetz  ergiebt 
sich  aus  dem  Newton'schen  und  der  Voraussetzung,  dass  der  Wärme- 
leitungscoefficient  und  die  specifisclie  Wärme  innerhalb  der  in  Be- 
tracht kommenden  Temperaturen  constant  sei,  eine  Voraussetzung,  die 
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wahracheinlich  nahe  erfüllt  ist,  Mau  tann  dnrch  dieses  Gesetz  aus 
dem  Abstände  der  Temperatur  der  Paukenhöhle  von  der  Hirntemperatur 
auf  die  Temperaturänderungen  schliesseu.  Wenn  sich  nun  auch  der 
Temperaturunterschied  zwischen  Paukenhöhle  und  Hirn  nicht  bestimmen 
liiast,  so  kann  man  doch  aus  mehreren  Gründen,  aus  den  Communi- 
cationen  mit  der  äusseren  Luft  durch  den  äusseren  Gehörgang  und 
die  Tuba,  auch  wohl  aus  der  Art  und  Weise  der  Blutvers orgung  der 
Paukenhöhle,  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  schliessen,  dass  ein  merk- 
licher Temperaturunterschied  stattfindet. 

Dagegen  hat  der  Pyramidenknochen,  weil  er  den  Oan.  caroticus 
enthält,  wahrscheinlich  sehr  nahe  die  Temperatur  des  Hirns,  und  wir 
müssen  daher  annehmen,  dass  die  innere  Auskleidung  der  Pauken- 
höhle ein  sehr  schlechter  Wärmeleiter  und  Strahler  ist. 

Von  den  übrigen  die  Paukenhöhle  umgebenden  Knochen  lässt 
sich  freilich  wohl  nicht  behaupten,  dass  sie  eine  so  hohe  Temperatur 
hesitzeu,  wie  das  Hirn  oder  die  Pjraniide.  Doch  enthalten  sie  bedeu- 
tende Wärmequellen  in  Blutleitern,  grossen  Arterien  und  Venen  und 
sind,  wie  die  Pyramide,  durch  Schleimhaut  und  Periost  gegen  die  Aus- 
strahlung in  die  Paukenhöhle  geschützt.  Wir  dürfen  daher  annehmen, 
dass  ihre  Temperatur  merklich  höher  ist  als  die  der  Paukenhohle. 

Wenn  nun  die  äussere  Temperatur  sinkt,  so  wird  nach  dem  oben 
angeführten  Gesetze  der  Abstand  von  der  Hirntemperatur  allenthalben 
im  Körper  in  demselben  Verhältniss  (auf  das  Doppelte)  steigen,  die 
Paukenhöhle  wird  sich  in  Folge  dessen  merklich,  die  umgebenden 
Knochen  nur  sehr  wenig  abkühlen,  und  die  Gehörknöchelchen  werden 
sich  merklich  zusammenziehen,  während  die  Wände  der  Paukenhöhle 
fast  uuge ändert  bleiben. 

Viel  mehr  als  dieses,  dass  die  Gehörknöchelchen  sich  beim  Sinken 
der  äusseren  Temperatur  viel  stärker  abkühlen  und  zusammenziehen, 
als  die  Wände  der  Paukenhöhle,  dürfte  sich  über  den  Einfluss  der 
Temperatur  auf  den  Paukenapparat  bei  unserer  gänzlichen  Unbekannt^ 
Schaft  mit  den  thermischen  Eigenschaften  seiner  Bestandtheile  nicht 
feststellen  lassen. 

IV.  Ich  werde  nun  zunächst  die  Veränderungen  zu  bestimmen 
suchen,  welche  bei  einem  Sinken  der  äusseren  Temperatur  in  der  Lage 
der  Gehörknöchelchen  eintreten,  damit  alle  zur  Berührung  bestimmten 
Theile  des  Apparates  fortfahren,  genau  auf  einander  zu  schliessen.  Der 
Theil  des  Gehörknöchelsystems,  der  am  unveränderlichsten  mit  der 
Wand  der  Paukenhöhle  verbunden  ist,  ist  das  Ambos-Paukengelenk. 
Durch  Abkühlung  werden  alle  Entfernungen  in  festen  Körpern  kleiner, 
also  auch  die  Entfernung  des  Ambos-Steigbügelgeienks  von  dieser  Ge- 
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leukfläclie.  Vom  Hammer  ist  wahrseheinlicli  das  obere  Griffeude  der- 
jenige Thei],  welcher,  weiiigsteiis  parallel  dem  Paukenfeliring,  die  ge- 
ringsten Verscliiebiingen  zulässt.  Da  nun  ,  bei  der  Abkühlung  die 
Entfernung  des  Ambos-Paukengelenks  von  dem  am  unveränderlichsten 
befestigten  Punkt  des  oberen  Hammergriffs  im  Paukenfell  nahe  unge- 
ändert  bleibt,  die  Entfernungen  dieser  Punkte  vom  Ambos-Hammergelenk 
aber  beide  abnehmen,  so  muss  sich  am  Ambos-Hammergelenk  der  Winkel 
zwischen  den  nach  diesen  Punkten  gehenden  Linien  etwas  weiter  öffnen. 

Bei  diesen  beiden  Aenderungen  in  der  Lage  der  Gehörknöebelcheii 
wird  der  Hammer  ein  wenig  in  der  Richtung  vorn-median-hinten  und 
i^leichzeitig  (um  das  Geienkknopfcben  des  Amboses  in  seiner  Hohe  zu 
erbalten)  sehr  wenig  in  der  Richtung  vom-oben-binten  gedreht.  Der 
lange  Fortsatz  des  Hammers  würde  dabei  in  der  Fissur  nach  oben 
und  medianwärts  bewegt  werden,  wenn  er  gegen  Griff  und  Kopf  des 
Hammers  eine  und  dieselbe  Lage  behielte.  Durch  die  Wirkung  der 
Abkühlung  wird  er  aber  stärker  gekrümmt  und  dem  Hammergriff  ge- 
nähert, so  dass  er  sich  während  der  Temperaturänderung  wahrschein- 
lich nur  allmählich  ein  wenig  aus  der  Fissur  herausbewegt. 

V.  Wir  haben  eben  die  Bedingungen  aufgestellt,  denen  die  Lage 
der  UehörknÖ  eh  eichen  wahrscheinlich  genügt,  damit  sie  fortwährend 
genau  auf  einander  schliesaen  und  dabei  weder  im  Rande  der  Vor- 
hofsmembran,  noch  im  Paukenfell  eine  merklich  ungleich  massige  Span- 
nung erzeugen.  Wir  fragen  nun  nach  den  Mitteln,  durch  welche 
den  Gehörknöchelchen  jederzeit  die  richtige  Lage  gegeben  und  gesichert 
wird,  (Es  wird  dies  meist  durch  einander  entgegengesetzte  Kräfte 
geschehen,  welche  bei  der  richtigen  Lage  des  Knöchelchens  sieh  das 
Gleichgewicht  halten  und  es,  wenn  es  aus  ihr  entfernt  würde,  in  sie 
zurücktreiben  würden.) 

Es  ist  klar,  dass  diese  in  den  beiden  die  Lage  der  Gehörknöchel- 
ehen regulirenden  Muskeln,  in  den  Gelenkkapseln,  Ligamenten,  den 
Schleimhautfalten  und  den  beiden  Membranen,  mit  denen  die  Gehör- 
knöchelchen verwachsen  sind,  gesucht  werden  müssten.  Bei  diesem 
Aufsuchen  der  Ursachen  einer  bestimmten  Wirkung  auf  die  Gehör- 
knöchelchen ergeben  sich  jedoch,  namentlich  wenn  man  die  Schleim- 
hautfalten mit  in  Betracht  zieht,  oft  mehrere  Wege  zur  Erzielung  der 
Wirkung  als  möglich.  Um  aus  diesen  verschiedenen  Möglichkeiten  die 
wahrscheinlichste  herauszufinden,  ist  es  vor  allen  Dingen  nöthig,  sich 
durch  anatomische  Untersuchungen  an  frischen  Präparaten  ein  unge- 
fähres Urtheil  über  die  Elastieität  und  Spannung  der  Bänder,  Häute  etc. 
zu  verschaffen,  was  mir  unmöglich  ist.  Man  darf  jedoch  auch  hoffen, 
durch   sorgfältige   Entwicklung    der    Consequenzen   der    verechiedeneu 
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Hypothesen  bei  dttii  falaelieu  auf  Unwabrsclieiiiliclikeiteri  zu  sfcossea 
und  diese  so  zu  eseludiren. 

Es  ist  für  unsere  jetzige  Untersuchung  zweckmässig,  zu  unter- 
scheiden zwischen  dem  lauschenden,  zum  genauen  Hören  adaptirteii 
Ohr  und  dem  nicht  lauschenden  Ohr,  und  für  bestimmte  Fragen  zwi- 
sclien  dem  Ohr  des  Neugeborenen  und  des  Erwachsenen.  Wir  machen 
die  Unterscheidung  zwischen  dem  lauschenden  und  nicht  lauschenden 
Ohr,  wenn  die  Steigbügelplatte  durch  den  Zug  des  M.  tensor  tyrapani 
ein  wenig  gegen  das  Labyrinthwasser  gedrückt  wird,  so  dass  der  Druck 
im  Labyriuthwasser  ein  wenig  stärker  ist  als  in  der  Luft  der  Pauken- 
iiöble;  es  werden  dabei  die  Theile  der  festen  Körper,  deren  Berührung 
gesichert  werden  soll,  ein  wenig  gegen  einander  gedrückt.  Diejenigen 
nun,  welche  eine  solche  fortwährende  Spannung  des  Apparates  (das 
Paukenfell  etwa  ausgenommen)  für  unwahrscheinlich  halten,  mögen 
uunehmen,  dass  bei  den  TemperaturUnderungen  die  Gehörknöchelchen 
durch  die  Wirkung  der  Haft-  und  Gelenkbänder  und  die  allmähliche 
Aenderung  der  Contraction  der  Muskeln  ihre'  Lage  ändern,  ohne  gegen 
einander  gedrückt  zu  werden,  weil  wir  gefunden  haben,  dass  nur  dann 
das  genaue   Ineinandergreifen  aller  Theile  des  Apparats  gesichert  ist. 

Es  bleibt  dann  unsere  Untersuchung  für  das  lauschende,  zum  ge- 
nauen Hören  absichtlich  vorgerichtete  Ohr  giltig,  während  daneben  doch 
immer  die  Möglichkeit  bestehen  bleibt,  dass  das  Ohr  (des  Wachenden?) 
fortwährend,  wenn  auch  vielleicht  in  geringerem  Grade,   adaptirt  ist. 

Der  Gehörknöchelapparat  besteht  aus  einem  aus  zwei  Theilen 
(Hammer  und  Ambos)  zusammengesetzten,  um  eine  Axe  drehbaren 
Körper  imd  aus  einem  mit  diesem  Körper  articulirenden,  auf  das 
Wasser  des  Vorhofsfensters  drückenden  Stempel  (dem  Steigbügel). 
Das  eine  Ende  der  Umdrehungsaxe,  der  kurze  Portsatz  des  Amboses, 
ist  mittelst  des  Ambos -Pauk  engeleuks  an  der  hintern  Wand  der  Pau- 
kenhöhle befestigt,  das~audere  Ende,  der  lange  Fortsatz  des  Hammers, 
ragt,  nur  von  Weichtheilen  umgeben,  in  eine  Spalte  zwischen  dem 
vordem  obern  Ende  des  Paukenfellrings  und  dem  Felsenbein  und  legt 
sich  in  eine  Furche  dieses  Ringes.  (Wenigstens  ist  es  so  beim  Ohr 
des  Neugeborenen.) 

Die  Bestimmung  der  relativen  Lage  der  Gehörknöchelchen  gegen 
die  Paukenhöhle  wird  sehr  erleichtert  durch  das  Verfahren  von  Henle, 
die  Paukenhöhle  sich  so  gedreht  zu  denken,  dass  die  Umdrehungsaxe  hori- 
zontal von  hinten  nach  vorn  geht  und  das  Vorhofsfenster  vertical  steht. 

Wird  der  Stiel  des  Hammers  durch  Steigerung  des  Druckes  der 
Luft  auf  das  mit  ihm  verwachsene  Trommelfell  nach  innen  getrieben, 
so  wird   die  Basis  des   Steigbügeln   gegen  die  Membran   des   (ovalen) 
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Vorhofsfeiisters  gedrückt,  der  Druck  im  Labyrintliwasser  gesteigert 
und  dadurch  die  Membran  des  (runden)  Schueebenfeusters  nach  aussen 
getiieben. 

Damit  der  Apparat  die  kleinsten  Druckänderungen  der  Luft,  in 
stets  gleichem  Verhältniss  vergrössert,  dem  Labyrinthw asser  mittheilen 
könne,  ist  es  vor  allen  Dingen  nöthig,  dass  der  Druck  des  Steig- 
bügels stets  in  völlig  gleicher  Weise  auf  das  Labyrintli- 
wasser  wirke.     Zu  diesem  Ende  muss 

1)  der  Druck  der  Basis  stets  Eine  und  dieselbe  Fläche  treffen 
und  die  Richtung  der  Bewegung  unveränderlich  sein; 

2)  es  dürfen  keine  Anheftungen  des  Steigbügels  an  die  Wand  des 
Vorhofsfensters  stattfinden,  wenigstens  keine  solchen,  die  irgend  einen 
nierklichen  Einfluss  auf  seine  Lage  und  Bewegung  ausüben  kÖmiten; 

3)  der  Steigbügel  darf  nie  aufhören,  gegen  die  Membran  des 
Vorhofsfensters  zu  drücken. 

Wie  man  bei  einiger  Ueberlegung  leicht  finden  wird,  würden  die 
Druckänderungen  der  Luft  entweder  gar  nicht  oder  nach  völlig  ver- 
ünderten  Gesetzen  auf  das  Lahyrinthwasser  wirken,  sobald  Eine  dieser 
Bedingungen  verletzt  würde. 

Um  die  Erfüllung  der  3.  Bedingung  zu  sichern,  muss  durch  den 
M.  tensor  tympani,  welcher  den  Hammerstiel  nach  innen  zieht,  der 
Druck  gegen  die  Membran  des  Vorhofsfensters  stets  auf  einer  solchen 
Höhe  erhalten  werden,  dass  er  die  grössteu,  heim  Hören  zu  erwartenden 
D ruck änderun gen  beträchtlich  ühertrifTt.  Wahrscheinlich  wird  am 
Schneeken-  oder  Vorhofsfenster  eine  Wirkung  dieses  Druckes,  sei  es 
die  Spannung  oder  Krümmung  (Ausdehnung,  Formänderung)  der  Mem- 
bran empfunden  und  durch  den  M.  tensor  tympani  der  für  das  genaue 
Kören  günstigste  Druck  hergestellt. 

Der  Druck  hängt  nur  von  der  Lage  des  Hammerstiels  ab,  und  um 
die  erforderliche  Einstellung  dieses  Stiels  zu  bewirken,  muss  der  Zug 
des  Muskels  gerade  so  stark  sein,  dass  er  der  Wirkung  der  Spannung 
des  Faukenfells  bei  dieser  Einstellung  das  Gleichgewicht  hält.  Ob  die 
Spannung  des  Paukenfelis  dabei  grosser  oder  kleiner  ist,  darauf  kommt 
gar  nichts  an;  nur  muss  sie,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  so  gross  bleiben, 
dass  nur  ein  sehr  kleiner  Theil  der  mechanischen  Kraft  der  das  Ohr 
treffenden  Wellen  an  die  Luft  im  Innern  der  Paukenhöhle  verloren  geht. 

Wenn  eine  in  freier  Luft  ausgespannte  Membran  von  einer  Schall- 
welle getroffen  wird,  so  entstehen  eine  Schwingung  der  Membran,  eine 
zurückgeworfene  Luftwelle  und  eine  weitergehende  (gebrochene)  Luft- 
welle. Wie  sich  die  mechanische  Kraft  der  Schallwelle  auf  diese  drei 
Wirkungen  vertheilt,  hängt  von  der  Spannung  der  Membran  ab.     Ist 
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diese  Spannung  sehr  gering,  so  sind  die  beiden  ersten  Wirkungen  sehr 
schwach,  und  es  geht  die  Schallwelle  fast  unverändert  weiter.  Ist  dagegen 
die  Membran  so  stark  gespannt,  dass  ihre  Bewegungen  nur  sehr  klein 
sind  gegen  die  Schwingungen  der  Lufttheilchen  in  der  auf  sie  treffenden 
Schallwelle,  so  kann  sie  der  Luft  auf  der  hintern  Seite  nur  sehr  kleine 
Bewegungen  mittheileu  und  folglich  auch  ihren  Druck  nur  wenig  ver- 
iiudern,  und  es  wird  fast  die  ganze  Druckänderung  auf  der  vordem  Seite 
zur  Spannung  der  Membran  verwandt.  Ausserdem  aber  entsteht,  wenn  die 
Membran  in  freier  Luft  ausgespannt  istj  eine  zurückgeworfene  Welle. 

Die  Lage  des  Linsenbeines  gegen  das  Vorhofsfenster  kann  also 
nicht  unverändert  bleiben;  aber  es  kann  durch  Drehung  des  Ämboses 
um  seinen  Befestigungspunkt  (das  Paukengelenk)  bewirkt  werden,  dass 
das  Liusenbein  sich  nur  parallel  der  Längsaxe  des  Vorhofsfensters 
verschiebt,  und  also  nur  in  dieser  Richtung  eine  Drehung  des  Steig- 
bügels um  das  Centrum  der  Ämbosgelenkfläche  nothig  ist,  um  die 
Steigbügelplatte  an  ihrem  Platze  zu  erhalten.  Da  nun  nur  für  diese 
Kichtung  eine  Vorrichtung  (der  M.  atapedius)  vorhanden  ist,  den  Steig- 
bügel um  das  Ambosgelenkknöpfchen  willkürHch  zu  drehen,  für  die 
darauf  senkrechte  aber  nicht,  so  darf  man  wohl  vermutben,  dass  die 
letztere  Vorrichtung  eben  dadurch  überflüssig  gemacht  worden  ist,  dass 
diis  Ambosgelenkknbpfchen  fortwährend  in  derselben  Höhe  erhalten  wird. 

VL  Dem  Zuge  der  Sehne  des  M.  tensor  tjmpani  wird  zum  Theil 
diis  Gleichgewicht  gehalten  durch  die  Befestigung  des  Hammergriffs  im 
Paukenfell  und  des  Paukenfells  im  Sulcus  tympauicus.  Die  Anheftung 
des  Paukenfells  an  dem  Hammergriff  reicht  aber  (nach  v.  TrÖltsch  und 
G  erlach)  nur  wenig  höher,  als  der  Insertionspunkt  der  Sehne,  und  ihr  End- 
punkt liegt  selbst  schon  hoher  als  die  Endigungen  des  Sulcus  tympanicus. 

Offenbar  kann  also  die  Befestigung  des  Paukenfells  im  S,  t.  dem 
M.  tensor  tympani  allein  nicht  das  Gleichgewicht  halten.  Zum  Gleich- 
gewicht des  Hammers  ist  vielmehr  erforderlich,  dass  auf  den  oberhalb 
des  Insertionspunkts  gelegenen  Theil  ein  gleich  grosses  entgegengesetzt 
gerichtetes  Drehungsmoment  wirke,  wie  auf  den  unterhalb  gelegenen  Griff, 
Man  kann  diese  zur  Herstellung  des  Gleichgewichts  nöthige  Kraft  suchen 

1)  entweder  in  der  Verbindung  des  Paukenfells  mit  den  ober- 
flächlichen Schichten  der  Haut  des  äusseren  Gehörgangs, 

'2)  oder  in  der  Wirkung  der  hinteren  Paukenfelltasche, 

3)  oder  vielleicht  in  dem  Zusammenwirken  der  Anheftungen  des 
Hammerkopfes  an  die  Paukenhohlen  wand  durch  den  Ambos  einerseits 
und  anderseits  durch  das  Lig.Euperius  Arnold i.  Diese  Äuheftungen  bilden 
einen  etwa  gegen  die  Spitze  des  kurzen  Fortsataes  gerichteten  Winkel  mid 
drücken,  wenn  sie  gespannt  sind,  diese  Spitze  gegen  das  Paukenfell. 
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XIX. 

Versuch  einer  allgemeinen  Auffassung  der  Integration  und 
Differentiation.  *) 

In  dem  folgenden  Aufsatze  ist  der  Versuch  gemacht,  eia  Ver- 
fahren aufzustellen,  mittelst  dessen  man  aus  einer  gegebenen  Function 
einer  Veränderlichen  eine  andere  Function  derselben  Veränderlichen 
ableiten  könne,  deren  Abhängigkeit  von  jener  ursprünglichen  sich  durch 
eine  Zahl  ausdrücken  lässt  und  die  für  den  Fall,  dass  diese  Zahl  eine 
ganze  positive,  negative  oder  null  ist,  bezüglich  mit  den  Differential- 
quotienten, Integralen  und  der  ursprünglichen  Function  übereinstimmt. 
Die  Resultate  der  Differential-  und  Integral-Kechnung  werden  zwar  als 
Grundlage  hier  vorausgesetzt,  aber  nicht  in  der  Weise,  dass  diejenigen 
derselben,  die  für  alle  Differentiale  und  Integrale,  deren  Ordnung  durch 
eine  ganze  Zabi  ausgedrückt  wird,  gelten,  auch  auf  die  gebrochenen 
Ordnungen  ausgedehnt  wurden;  sondern  sie  sollen  nur  einerseits  zur 
Begründung  des  oben  angedeuteten  Verfahreng  benutzt  werden  und 
andrerseits  als  Wegweiser  dienen  dasselbe  zu  finden. 

Zu  diesem  letzteren  Zwecke  wollen  wir  einmal  die  Reihe  der 
Differentialquotienten  etwas  näher  betrachten.  Es  ist  klar,  dass  man 
hierbei  nicht  von  der  gewöhnlichen  Definition  derselben  ausgehen  kann, 
die  sich  auf  ihr  recurrentes  Bildungsgesetz  gründet,  da  man  ja  durch 
dasselbe  unmöglich  auf  andere  Glieder  der  Reihe,  als  auf  solche,  die 
ganzen  Indices  entsprechen,  gelangen  kann;  mau  muss  sich  also  nach 

*)  Diese  Abhandlung  trägt  im  Manusoript  das  Datum  14.  Jan,  1847  und  stammt 
ilbo  aus  Riemann  s  "Studienzeit  Riemann  da  hte  iine  Zweifel  nicht  an  ihre 
Veröffentlichung  auch  stutzt  sich  die  Betrachtung  auf  Grundlagen,  deren  Halt- 
barke t  er  m  späteren  Jibren  nicht  mehi  anerk,innt  hdhen.  würde.  Immerhin  ist 
die  Arbeit  tur  Riemaiiii  s  Entwictlungagang  charaktenstiach,  und  die  Resultate 
Bind  bemerkensweith  gemg  um  die  Aufnahme  m  diese  Sammlung  zu  recht- 
fertigen Nachträghüh  hat  die  Aufnahme  noch  eine  Rechtfertigung  gefunden 
lurch  dai  luterebee  das  Layltv  dieser  Arbeit  R  emann  e  achenkte.  (Vgl.  Note  on 
Riemann  s  paper     \er&ULh  Mathematische  Annalen  Bd.   16,   wo  Cajiey  auf 

e  ne    verwandte    Untersuchung    von    sich    seihst   hinwe  st:    „On   a  doubly  infinite 
beries     (Juait  Joum    1    VI   p    45—47) 
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einer  indepeudenten  Bestimmung  derselben  umsehen.  Ein  Mittel  dazu 
bietet  uns  die  Entwicklung  der  Function,  welche  aus  der  uraprüug- 
lielien  durch  Vermehrung  der  Veränderlichen  um  einen  beliebigen  Zu- 
wachs entsteht,  nach  ganzen  positiven  Potenzen  dieses  Zuwachses  dar. 
Denn  da  die  bekannte  Entwicklung 

0-)  ■^(^+A)  =  ^  1.  2...P  ~^^^ 

(wo  B[x-\-h)  das  bedeutet,  was  aus  ^(j,)  wird,  wenn  man  darin  statt  x 
X  -\-'h  setzt)  für  jeden  beliebigen  Werth  von  h  gültig  ist,  ao  müssen 
die  Coefficieuten  in  derselben  einen  ganz  bestimmten  Werth  haben; 
man  kann  dieselben  also  zur  Definition  der  Differentialquotienten  ver- 
wenden. Demgemäss  stellen  wir  folgende  Definition  auf:  der  Mte 
Differential  quo  tient  der  Function  ^^i  ist  gleich  dem  Coefficienten  von 
h"  in  der  Entwicklung  YOn  s^x+li)  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  h,  muitiplicirt  in  einen  nach  x  constanten,  nur  von  n  abhängigen 
Factor,  nämlich  in  1  .  2  ...  m.  Diese  Betrachtungsweise  der  Differential- 
quotienten führt  sehr  leicht  zur  Feststellung  einer  allgemeinen  Operation, 
in  welcher  die  Differentiation  und  Integration  enthalten  ist  und  welche 
wir  (da  die  Bezeichnung  und  Benennung  derselben  als  die  Grenze  des 
Quotienten  verschwindender  Grössen  bei  dieser  Betrachtungsweise  keinen 
Sinn  hat)  durch  S^  bezeichnen  und  nach  dem  Vorgange  von  Lagrange 
in  der  Benennung  „fonctions  derivees"  Ableitung  benennen  wollen. 

Wir  verstehen  nämlich  unter  d^g  oder  unter  dem  Ausdruck  „rte 
Ableitung  von  g^^)  nach  x"  den  Coelficienten  von  ä'  in  einer  nach  Po- 
tenzen von  Ä,  deren  Exponenten  um  eine  ganze  Zahl  von  einander 
abstehen,  rückwärts  und  vorwärts  ins  Unendliche  fortlaufenden  Ent- 
wicklung von  %-!-/,),  multipiicirt  in  einen  nach  x  con'itanten,  nur  von 
V  abhängigen  Factor,  d.  h.  wir  definiren  Si«  durch  die  Gleichung 


(-*)  %-h'v)=^7^ve>fe 


In  dieser  Definition  muss  nun  natürlich  der  von  v  allein  abhängige 
Factor  k,  so  bestimmt  werden,  dass  für  den  Fall,  dass  die  Exponenten 
von  h  ganze  Zahlen  sind,  die  Eeihe  (2)  in  die  (1)  übergeht,  weil  nur 
dann  die  Differentialquotienten  wirklieh  als  besondere  Fälle  in  den 
Ableitungen  enthalten  sind;  sollte  dies  nicht  mögüeh  sein,  so  wäre 
diese  Definition  unserm  Zwecke,  eine  Operation,  welche  die  Differen- 
tiation als  besondern  Fall  in  sich  schliesst,  festzustellen,  nicht  ent- 
sprechend, und  wir  müssten  uns  also  nach  einem  anderen  Wege,  ihn 
zu  erreichen,  umsehen. 
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Bevor  wir  aber  diesen  Factor  zu  bestimmeu  suchen,  wollen  wir 
erst  Einiges  über  die  Reiben  von  der  angegebeneu  Form  vorausschicken, 
da  sie,  wie  man  siebt,  die  Grundlagen  dieses  ganzen  Versuchs  einer 
Theorie  der  Ableitungen  bilden. 

Man  hat  wohl  die  Behauptung  aufgestellt,  man  könne  auf  die 
Reihen  im  Allgemeinen  gar  keine  sicheren  Schlüsse  gründen,  sondern 
nur  unter  der  Bedingung,  dass  man  den  darin  vorkommenden  Grössen 
solche  Zahlenwerthe  beilege,  dass  die  Reibe  convergire,  d.  h.  dass  sich 
ihr  {wenigstens  genäherter)  Wertb  durch  eine  wirkliche  Ziffern addition 
finden  lasse.  Nun  können  wir  aber,  wenn,  wie  hier  immer  voraus- 
gesetzt wird,  die  Coeffieienten  einem  bestimmten  Gesetze  gehorchen, 
jeden  einzelnen  Theil  derselben  genau  angeben;  sie  ist  folglich  eine 
in  allen  ihren  Theilen  genau  begrenzte,  also  bestimmte  Grösse;  und 
ich  sehe  darin,  dass  der  Mechanismus  der  Zifferaaddition  nicht  aus- 
reicht, diesen  ihren  bestimmten  Wertb  zu  finden,  keinen  Grund,  warum 
wir  nicht  die  Gesetze,  die  für  die  Zahlengrössen  als  solche  erwiesen 
sind,  auf  sie  anwenden  und  die  Resultate,  die  wir  dadurch  erbalten, 
als  richtig  ansehen  sollten. 

Um  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  dass  man  für  eine  Reihe  von 
der  Form  (2)  wirklich  einen  Werth  finden  kann,  wollen  wir  durch  ein 
Verfahren,  das  in  vielen  Fällen  für  diesen  Zweck  anwendbar  ist,  die 
Function  a^'  in  eine  nach  gebrochnen  Potenzen  von  {x  —  6)  fortlaufende 
Reihe  entwickeln,  eine  Entwicklung,  deren  wir  ohnehin  im  Lauf  der 
Untersuchung  bedürfen. 

Die  Reihe,  die  x"  gleich  sein  soll  und  die  wir  der  Eürze  wegen 
durch  z  bezeichnen,  sei 


2' «..(--')"■ 


folglieh 

sein,     Dieser  Bedingung  ist  offenbar  Genüge  geleistet,  sobald 

(^-6)»,-6{«  +  l)c.+  ._0. 
Nun  sind  aber  alle  Ausdrücke,  welche  dieser  Differentialgleichung  % 
uügen,   in    den   verschiedenen  Werthen    von   /esc''   enthalten,    es   mi 
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also  die  Reihe  s,  in  der  das  Gesetz 

stattfindet,  nothwendig  einem  derselben  gleich  sein;  um  diesen  zu 
finden,  machen  wir 

c.-i(x-br—-\-c,{x~i)''=p, 

p  =  c.+i(x  -  by+'  +  C.+,  (x  ~  by+'~ , 

also 
folglich 

i^p  —  ^-£  '^  (i^  — '')  ^"(^  —  ^)"  ==  ^'  i^p--^%  =  — X. 

Diese  Differentialgleichungen  haben  zum  allgemeinen  Integra! 

—   /  Xx-i'^'^'Jx  -j-  Ä,  =px-''  =  c^{x  —  b^x-''; 

-j-  Ca—i(x  —  b)''~'^x-'' 

/  Xx"''-'dx  +  Ä"ä  ==p'x~''  =  c^+i(x  —  by  +  ''  x~'' 

+  Ca^~!{x  —  b)"+^x~'' 

Substituirt  man  hierin  für  X  seinen  Werth  und  -   für  x,   so  erhält 

V  ' 

man 

px-"  =c^(ii  —  a)b''~"J  y-o-^-y-^yydyj-l-^ 
+  c^^^b"^^-"  (1  -  yy+^r-"-'  +  ■■■ 

In  dem  Falle,  dass  ;i  >  c  >  —  1 ,  verschwinden  nun  offenbar  die  Aus- 
drücke rechts  bezüglich  für  «/ =  0  und  y  =  \,  und  die  beiden  Inte- 
grale werden  ihnen  also,  das  erste  von  0  bis  y,  das  zweite  von  1  bis  y 
genommen,  genau  gleich  sein,  wenn  dieselben  zwischen  diesen  Grenzen 
contmuirlich  sind.  Es  könnte  scheinen,  als  ob  diese  Bedingung  ver- 
letzt wäre,  so  bald  einige  oder  alle  Glieder  einer  Reihe  ins  Positive 
oder  Negative  über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen;  daraus  würde  aber, 
da  sich  dieselben  gegenseitig  aufheben  können,  nur  folgen,  dass  sich 
durch  eine  wirkliehe  Addition  ein  bestimmter  Werth  für  die  Reihe 
nicht  finden  lässt.  Da  wir  nun  den  Schluss,  als  ob  die  Reihe  in  einem 
solchen  Falle  überhaupt  keinen  bestimmten  Werth  habe,  nach  dem 
Obigen  nicht  zugeben,  so  können  wir  die  Continuität  oder  Diseonti- 
nuität   der  Reihen  -px^''    und  p'x^^'  nur  durch   die  Betrachtung  der 
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ihnen  gleichen  Integrale  erfahren*).  Bekanntlich  kann  nun  aber  ein 
Ausdruck  nur  discontinuirlich  werden,  wenn  sein  Differential  unendlich 
wird;  der  Ausdruck  (1  —  yy^—'—'-y"  hat  aber  für  alle  endlichen 
Werthe  von  y  einen  endlichen  Wertli,  wenn  die  Bxfjonenten  ji  —  a — ■  1 
und  K  positiv  sind;  die  Integrale  ändern  sich  also  dann  stetig,  und 
aus  der  Betrachtung  der  singulären  Integrale  für  y  =  1  und  «/  =  0 
ersieht  man,  dass  dies  auch  noch  stattfindet,  so  lauge  beide  Ex- 
ponenten grösser  als  — -  1  bleiben.  Es  ist  demnach  für  den  Fall,  dass 
(t  >  a  >  —  1  und  y  endlich  ist**), 

k  ==  zr'''  ^pz-''  +^'ar-"  =  (ft  —  K)Cah"-''  j  (1  —yy-^-^ydij 

(wü  //  das  bekannte  bestimmte  Integral  bezeichnet).  Dies  Resultat 
gilt,  wie  bemerkt,  nur,  wenn  (1^«"^  —  1;  es  liisst  sich  aber  auf 
alle  Werthe  von  ji  und  a  ausdehnen,  wenn  man  das  II  einer  negativen 
Zahl  (wie  im  Lauf  dieser  Untersuchung  immer  angenommen  werden 
soll)  als  durch  das  Gesetz  II{n)  =  „t","  ■'^(**  +  1)  ^rUS  den  positiven 
abgeleitet  definirt.  Denn  erstens  muss  es  nach  dem  Gesetz,  welches 
angenommener  Massen  zwischen  den  Coefflcienten  der  Reihe  stattfindet, 
für  jeden  Werth  von  a  gelten,  wenn  nur  einer  derselben  ^^^  ist;  es 
ist  also,  wenn  jt  positiv  ist, 


oder 


'""-2"ni^l^^'^-(--'^" 


daraus  aber  erhält  man  durch  w  malige  Differentiation  nach  x 

wodurch  das  Gesetz  auch  für  negative  Werthe  von  fi  erwiesen  ist. 

*)  Behandelt  mm  dit  lutusrale  vor  der  Subbtitution  von  —  statt  x,  so  wer- 
den  bie  fdi  r  =  0  discOJitmuirlicli  Man  erkennt  aber  auch  untei  dieser  Form 
leicht,  dass  die  ihni-n  zugehongtn  Constanten  für  positive  nnd  negative  Werthü 
von  '  dieselben  Werthe  haben  müssen,  da  dei  Weith  der  Integrale  bei  dem 
Uebergange  des  x  von  4-  ^o  '"  —  (^  b"^1i  stetig  ändert 

**)  Für  den  FaM,  dass  ^  =  +  oo ,  also  '  =-  0  ist  der  Weith  beider  Inte- 
grale oo,  folglich  k  =  Oi^  —  30,  d  h  beliebig,  wia  otteoLar  <tus  der  blossen 
Betrichtung  dieses  Falles  hervorgeht 
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Es  ist  also  ganz  allgemein 


(3)  .f.^yJ^HZ^ 


Bemerlionswertli  ist  es,  daas  man  durch  diese  Formel  eine  Reihe  für 
X'"  nicht  erhält,  wenn  fi  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  da  der  Ausdruck 
links  dann  0  wird,  worauf  wir  später  zurückkommen  werden.  Man 
sieht  auch,  dass  es  Reihen  von  dieser  Form  giebt,  die  der  Null  oder 
einer  Constanten,  für  jeden  Werth  von  x,  gleich  sind. 

Nach  dieser  Protestation  gegen  das  Verdamm uugsurth eil,  welches 
man  den  divergirenden  Eeihen  gesprochen  hat,  wollen  wir  jetzt  den 
eingeschlagenen  Weg  zur  Feststellung  des  Begriffs  der  Ableitungen 
weiter  verfolgen.  Man  sieht,  dass  der  Zweck,  den  wir  uns  gesetzt 
haben,  dass  nämlich  die  Differentiation  als  besonderer  Fall  in  der  Ab- 
leitung enthalten  sein  soll,  erfüllt  ist,  so  bald  nur  die  Function  ft,  für 

alle   ganzen  positiven  Werthe  von  v  =  - — ^ '^^^  ^""^  ^^  ganzen 

negativen  Werthe  =  0  ist;  denn  dann  geht  die  Reihe  (2)  in  die 
Reihe  (l)  über;  dieser  Bedingung  kann  aber  offenbar  durch  unendlich 
viele  verschiedene  Functionen  von  v  genügt  werden;  man  kann  ferner 
durchaus  nicht  annehmen,  dass  es  nur  Eine  Entwicklung  derselben 
Function  nach  denselben  Potenzen  von  h  gebe,  d.  b.  daas  nur  Ein 
System  von  Coefficienten  einer  Reihe  von  einer  bestimmten  Form 
einen  bestimmten  Werth  gebe;  man  muss  vielmehr  unendlich  viele 
verschiedene  Systeme  als  möglich  voraussetzen;  wir  haben  also,  un- 
beschadet unseres  Zweckes,  sowohl  unter  den  verschiedeneu  mögliehen 
Functionen  von  v  für  S„  als  unter  verschiedenen  mögliehen  Systemen 
von  Coefficienten  die  Wahl,  und  es  ist  offenbar  am  zweck  massigsten, 
diese  W^ahl  womöglich  so  zu  treffen,  dass  die  Ableitungen  noch  meh- 
reren Gesetzen  gehorchen,  die  bei  einer  andern  Wahl  nur  für  Ab- 
leitungen mit  ganzen  Indices  gültig  sein  würden. 

Hierzu  dienen  folgende  Betrachtungen. 

Da  der  Ausdruck  Skydl,s}i  alle  in  dieser  Form  mögliehen  Ent- 
wicklungen S(.f+/,)  umfassen  soll,  so  muss 


alle  in   dieser  Form    möglichen  Entwicklungen   von  — SJ  -  umfassen, 
nnd  ebenso 
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alle  Entwicklungen  dieser  Form  von  — j  •  Bekanntlich  sind  nun 
-,,  -  unJ  -f—^  identiseli;  beide  Ausdrücke  umfassen  also  genau 
dieselben  Reihen;  es  müssen  also  auch  7h-j-i  {v  +  1)  0^  ^  uud 
Je,.  —. —  genau  dieselben  Werthe  haben,  d.  h.  sie  sind  einander  gleich; 
setzt  man  nun  /c^-f-i  (*  +  1)  ^  /^p,  was  der  obigen  Hauptbedingung 
offenbar  nicht  widerspricht,  da  für  ganze  Werthe  von  v  vermöge  der- 
selben dies  Gesetz  stattfinden  inuss,  so  erreicht  man  dadurch,  dass 
auch  für  die  Ableitungen  mit  gebrochenen  Indices 

ist  und  folglich  allgemein,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist, 
(4)  g;+"5=^. 

Aus  dem  angenommenen  Gesetze  für  Ä»  folgt,  dass 
i7M/.V_iI(^  +  l)i„+„ 
ist,  es  hat  also  die  Function  Tliv^liy,  die  wir  durch  ?,,  bezeichnen  wollen, 
für  alle  Werthe  von  v,  die  um  ganze  Zahlen  von  einander  ! 
stets  denselben  Werth.  Wn  können  daher  für  die  ; 
Wahl  der  Function  ^v  nicht  mehi  aus  der  Betrachtung  einer  einzelnen 
Entwicklungsform,  sondern  nur  aus  der  Combination  verschiedener 
Schlüsse  ziehen;  demgemass  wollen  wir  versuchen,  ob  wir  sie  so  wählen 
können,  dass  c'^'b^z  =  o'^    ''' B  ist. 

Lässt  man  zu  diesem  Zwecke  x  in  der  Formel  (2)  noch  einmal 
wachsen,  und  bezeichnet  man  diesen  Zuwachs  durch  Ti,  so  ist 

(«) . .  ^(.+,.+., = 2  2^  '"''■  ^^'^^^  Äw'j^ 

und  dieser  Ausdruck  bezeichnet  alle  nach   denselben  Potenzen  von  li 
und  Zc  möglichen  Entwicklungen  von  2(j+;,^.i).     Es  ist  aber  auch 

Nun    bezeichnet   der  letzte   Ausdruck  (|5)   zwar  nicht   alle   möglichen 
Entwicklungen  dieser  Form   von  s^^j^hj^,;),  da  die  Gleichung  (3)  nur 
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Eine  Kntwicklung  von  --^  '-4_"T  S^^^^i  ohne  dass  dies  die  einzig 
mögliche  zu  sein  brauchte;  es  müssen  aber  alle  in  ihm  enthaltenen 
Entwicklungen  auch  in  («)  enthalten  sein;  stellt  man  also  fttr  die 
Function  l  das  Gesetz  ?|„+,.)  =  ?,Jv  auf,  so  werden  alle  Werthe  von 
9^  2  auch  Werthe  von  S^dl^  sein,  obgleich  der  letzte  Ausdruck  auch 
noch  andere  Werthe  haben  kann. 

Es  ist  also 
(5)  !,iiU~!f:  +  -, 

unter  der  ausgesprochenen  Beschränkung. 

Aus  /|>-f-v)  =  ki')hy)  folgt  aber 

J(fj^r-\-!t)  =  '(,11 -|- v) 'ji  *=  ^ii^ytn 

und  allgemein,  dass  das  Product  der  l  verschiedener  Zahlen  gleich  ist 
dem  l  ihrer  Summe,  oder  wenn  man  die  einzelnen  Factoren  einander 
gleich  setzt  ?(„,.)  =  I^.),  so  oft  m  eine  ganze  Zahl  ist;  bezeichnet  man 
nun  —  durch  JT,  so  ist 

hnn  ==  h^t  =  C  =  la  oder  l/^   \  ^  W  . 

Das  Gesetz  l,,v  =  l'l  ist  also  für  alle  rationalen  Werthe  von  ft,  und 
folglich  {nach  dem  bekannten  Gesetz  der  Interpolation)  allgemein  gültig. 
Da  nun  für  ganze  Werthe  von  v  J»  =  1  sein  muss,  so  ist  l„  =  V. 
Sollen  demnach  die  Gesetze  (4)  und  (5)  für  die  Ableitungen  im 
Allgemeinen  gelten,  und  die  Differentiation  in  der  Ableitung  als  be- 
sonderer Fall  enthalten  sein,  so  müssen  wir  die  Ableitungen  unter 
denjenigen  Functionen  von  x  wählen,  die  der  Gleichung 

:=>•+«- Z-m'-'-zlm'-' 

geniigen.  Diese  Wahl  wird  am  zweckmässigsten  auf  diejenigen  unter 
ihnen  fallen,  welche  am  geschmeidigsten  fdr  die  Rechnung  sind;  ver- 
sucht man  aber  die  Entwicklung  einiger  Functionen  von  x  -\-h  ia 
Reihen,  die  nach  gebrochenen  Potenzen  von  h  fortlaufen,  so  wird  man 
sehen,   dass   am  leiehstesten  und  einfachsten  Entwicklungen  in  solche 

Reihen  sind,  in  denen  der  Coefflcient  von  -„-.-  _l  ii  "^^^  Diiferential  des 
Coefficienten  von  -=-r^  ist:  wir  wollen  also  obige  Begrenzung  der  Ab- 
leitungen dahin  beschränken,  dass  das  Zeichen  c'^s  den  Coefficienten  von 
-^   nicht    in   allen   möglichen   Entwicklungen  von  ^(i+/,)   bezeichnen 


y  Google 


der  Integration  unil  Differentiation.  ^61 

soll,  sondern  nur  in  solchen,  in  denen  der  Coefficient  von  7       das 

Differentid!  des  Cüeffieienteu  von    ^--r  ist*). 

Hieifl-ui  tolgt  zunächst,  dass  Ein  Werth  von  c^s  nur  einer  Ent- 
wicklung dngehorea  Kann;  denn  gesetzt,  ein  Werth  von  dlz,  Pr,  ge- 
hijite  zwei  EntwiekluDgen,  a  und  h,  an,  so  müsaten  diese  beiden  Ent- 
wicklungen in  allen  folgenden  Gliedern  übereinstimmen,  da  diese  durch 
Differentiation  aus  p,  entstehen.  Bezeichnen  wir  nun  die  vorhergehen- 
den Glieder  in  a  durch  py—i ,  ^V— 2  -  •  ■ ,  in  h  durch  g,.— 1 ,  9v— a  ■ .  ■ ,  so 
müssen  pi—i  und  qr—i  beide  zum  Differential  p^  haben-,  sie  können 
also  nuj  am  eine  Constante  verschieden  sein,  d.  h. 

ä.-,-P.-i  +  -B:,, 

?,_,-].,-,  +  K,x  +  K„    ä,_j  -i)„_,  +  K,  ^^  +  K,x  +  K, 
sein.     Die  Entwicklung  h  ist  also 

nun  soll  aber  für  alle  Werthe  von  {x-\-li)  a  =  h  sein,  was  bekanntlich 
nur  stattfinden  kann,  wenn  alle  Constanten  null  sind;  dann  aber  sind 
beide  Entwicklungen  identisch. 

Ist  py  ein  Werth  von  dl^,  so  ist  p,-  -\-  J^  jj-, ^^j— ;  (wo  n  positiv 

und  ganz  und  K  eine  endliche  Constante  ist)  ebenfalls  ein  Werth  des- 
selben; denn  die  Reihe 

und  es  findet  in  ihr  das  Gesetz  statt 


"l^'  +  ^nV 


v  —  n-i) 


*J  Au3  [4j  fol^t  zw  r     U  'i  wetn     >'         j^—    na     Entwitkling   vun      ^_^_f^^ 

ibt     X' ^j —  -^ —  ,— ,,    ebenfalls    eine   Entwickling   \on      ..i        nt       iber   1  icbt 
_^j     dj,     II  V  -\-  1)  ^~r 

dass   diese   beiden  Entwickli  i  gen  identitth   sind      Durch,   die  g  mauhte  AanaliniP 

eneictt  man  anch     dass  die  Äbleitiitgi-ii  mit  gaazPn  negiiiVPn  Indict'E    die  nach 

den    Bisheiigen  noch  gai  keinen  'sinn  h\ttei     1  it   len  Integralen  /niimmentilltn 

wie  ncitei  unten  bewiesen  werden  wiid 
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Den  Inbegriff  aller  Werthe  von  dlz,  die  aicli  durch  Addition  von  Aus- 
drücken von  der  Form  ^jj/^—jt'-i  *"®  einander  ableiten  lassen,  wol- 
len wir  ein  System  von  Werfchen  nennen;  es  sind  also  alle  Werthe 
von  8l£,  die  demselben  Systeme  angehöreü,  in  dem  Ausdruck 

enthalten  (wo  /("«  endliehe  Constanten  bedeuten). 

Wir  wollen  nun  einen  Werth  von  dl^  zu  bestimmen  suchen. 
Belianntlieh  ist 

sobald  2(j:)  zwischen  den  Grenzen  x  und  k  continuirlich  ist;  setzt  man 
hierin  x  -\-  h  für  a:  und  entwickelt  die  Glieder  der  Keihe  mittels  (3) 
jiach  Potenzen  von  h,  so  erhält  man 

und  in  dieser  Reihe  ist  der  Coefficient  von  vrv  .  das  Differential  des 
Coefficienten  von  -^-  ■ —  -;  er  ist  folgheb  ein  Werth  von  (C^,  den 
(vir  durch  p,i  bezeichnen  wollen.  Differentiirt  mau  nach  Je,  so  er- 
hält man 

"J''-  =  _  „,,  (±:z}r"~l,  folglich  p,  =  /'_  ,„,  (^  z^r!:z^  ah 

Nun  verschwinden  alle  Glieder  der  obigen  Reihe  für  Ic  =  x;  das  In- 
tegral wird  also  von  k  bis  x  genommen  =  p,,  sein,  wenn  es  zwischen 
den  Grenzen  eontinuirlich  ist;  dies  ist  aber,  da  s  zwischen  den  Grenzen 
X  und  k  eontinuirlich  sein  soll  und  —  ft  ■ — ^  1  >  —  1,  offenbar  der  Fall 
und  es  ist  also 

(')        /-  *> m^J^y'  '"=  -  ne  i -  „/(«- 0-'-'%* 

'/^0,  sobald  2  zwischen  den  t 
ist.  Der  derselben  Entwick 
ih 


ein  Werth  von  b'^0,  sobald  2  zwischen  den  Grenzen  x  und  k  eontinuirlich 
und  ft  negativ  ist.  Der  derselben  Entwicklung  angehörige  Werth  von 
p^'""«  ist  gleich 

dt. 
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Man  sieht  leicht,  dass,  je  nachdem  man  dem  Ä  verschiedene  Werthe 
giebt,  vorsehiedene  Entwicklungen  von  S{x+t)  daraus  hervorgehen, 
aber  alle  diese  Entwicklungen  gehören  demselben  Systeme  an.  Denn 
aus  dem  Werth 

n-(-W'-)J  ^'~'^''''»>'" 
geht  ofl'enhar 

n(-!.-iji(*~''""^''''"'" 
hervor  durch  Addition  von 

da  nun  s  zwischen  x  und  fc,  und  also  auch  zwischen  Je  und  ftj  coii- 
tiunirlich  ist,  so  sind  alle  jene  Integrale  endliche  und  zwar  nach  x 
constante  Grössen.  Man  wird  demnach  durch  das  angewandte  Ver- 
fahren stets  auf  dasselbe  System  von  Werthen  gelangen:  beschränken  ■ 
wir  also  den  Begriff  der  Ableitungen  auf  dies  System  von  Werthen, 
so  haben  wir  die  Bestimmung  derselben  auf  bekannte  Werthe  zurück- 
geführt und  werden  mittels  dieser  Definition  die  Eigenschaften  der- 
selben und  ihre  Werthe  für  bestimmte  Functionen  ableiten  kiJnaen. 
Es  ist  demnach 


■- ur^fj' <.'-')- 


wenn  K^  endliche  willkürliche  Constanten  sind  *),  v  negativ,  und  s 
zwischen  den  Grenzen  x  und  h  continuirlich  ist;  für  einen  Werth  von 
*  aber,  der^O  ist,  bezeichnet  &lz  dasjenige,  was  aus  dx~'"s  (wo»i>v) 
durch  mmalige  Differentiation  nach  x  hervorgeht**),  ein  Werth,  wel- 
cher stets  auch  der  Gleichung 

*)  Alle  diese  willkürlichen  Functionen  wollen  wir  dorcli  ip^,  bsKeicbnen;  wir 
maclien  zugleich  darauf  auftaerksam ,  dass  {wenn  n  poBitiv  und  ganz)  jede 
Function  ip^   auch  eine  Function  tp^_„  igt. 

**)  Die  Definition 


welche  mit  der  gegebenen  identisch  ist,  würde  üwar  für  alle  Werthe  von  v 
gelten;  wir  haheii  ihr  aber  die  gewählte  ihrer  grösseren  Oeschraeidigkeit  wegen 
TOrgezogen. 
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1  Auffassung 


3. 

und 


s*).     Hieraus  folgt 


ferner 

Jetler  Werth   von  Sl    'z  ist  also  auch  ein  Werth  von  d'xSls. 

Das  Umgekehrte  findet  aber  nur  statt,  wenn  [t  eine  ganze  posi- 
tive oder  V  eine  ganze  negative  Zahl  ist.  In  diesem  Falle  sind  also 
beide  Ausdrücke  identisch.  Aus  der  Definition  folgt  noch  (wenn  c 
-eine  Constante  bedeutet) 

7.  Slip  +  q)  =  d!,p  -j-  dlq 

8.  Sl(cp)  =  c&lp 

9.  8l+cZ  =  dls 

10.  f!lr,z  =  8ljc~\ 

Zwei  Werthe   von  2^2  und  S'^s,  in  denen  die  Constaoten  K,  K^,   etc. 

sämmtlich  einander  gleich  sind,  sollen  correspon  dir  ende  Werthe  heissen. 

Alle   derselben  Entwicklung   von  S{:rJ^!,)  angehörigen  Werthe  sind  cor- 

respondirende. 

Wir  wollen  nun  zu  der  Bestimmung  der  Ableitungen  bestimmter 
Functionen  von  x  übergehen.  Dabei  kann  es  natürlich  nur  darauf 
ankommen,  einen  Werth  Einer  Ableitung  zu  finden^  da  sich  aus 
diesem  ihr  allgemeiner  Werth  durch  Addition  der  Function  g>  sofort 
ergiebt,  und  zwar  wird  dieser  Werth,  wenn  die  Umformung  des  Aus- 
dk  bhpwann  nn  d  A 

dk  npFun  dFm 

g    F    m  W 

h     g      ft  9»  g 


gk  lg 


P   k 
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Diese  Umformung  wird  also  im  Allgemeinen  darin  besteheu, 
ilass  man  das  x  aus  dem  Integralzeichen  herauszuscliaifen  sucht. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  die  Function  a>". 

Ist  (t  positiv,  so  ist  x"  für  alle  Werthe  von  x  continuirlich;  es 
wird  also 

immer  ein  Werth  von  ö^^')  sein;  dies  Integral  ist  aber 

IJa  das  miü  Diiferential  hiervon  ,,,      -    ■' r  x''-"-'"  ^  dl"^"'  (x>')  ist, 

(4),  so  ist  für  jeden  Werth  von  v 

Ist  (i  negativ,  so  ist  xi'  für  x^O  discontinuirlich,  für  alle  andern 
Werthe  aber  continuirlich;  in  dem  Ausdrucke  1,  müssen  also  x  und  fc 
stets  gleiches  Zeichen  haben.  Nun  erhält  man  aber  durch  m  malige 
partielle  Integration 


U{- 


-:-)> 


-  f)-'—H"dt 


SO  lange  —  v  —  m  >  0  ist,  wodurch  sich  also,  wenn  —  v  >  —  ;*  ist, 
diejenigen  Integrale,  worin  ft< —  1  ist,  auf  solche  zurückführen  lassen, 
in  denen  der  Exponent  von  i  >  —  1  ist;  ist  er  >  —  1,  so  gehört 

i\x  —  t)-'-'-"'lf'+^"dt 

zu  den  Functionen  q^,.,  und  es  ist  also 

n{-  »■  —  1  -  m)  JI(f.  +  m)  J    ■^  '  JI(fi  -  V) 

ein  Werth  von  9j,(j>"),  wenn  ^  v  >  —  /x,  welches  Kesultat  nach  dem 

,,,  j  d'ff'^z 

Gesetze   Sj,     z  =  —t    für  iedes  v  selten  muss. 

Ist  aber  ^  ■\-  in  '^  —  1,  so  ist 


y  Google 


368  XIX,   Versuch  einer  allgemeinen  AaHaBaung  etc. 

/(3;_i)-v-i— i"+-^;=loga:a:"-'  — log^a:"— '-I- y*^-~*^-^"-  -dt 

=  ioga^a;"""'  +  x"—'  f  ~-^ — -dt 

=  \ogxxf-''  —  ('?■((*  —  v)  —  3f{0))a;"-^ . 
Verallgemeinert    man     auch    das     hieraus    erhaltene    Resultat    durch 
Differentiation,    so  hat  mau  folgende  Werthe  für  8l(xf'), 

wenn  fi  nicht  eine  negative  ganze  Zahl  ist; 

12.      8:(*')  _  5^  jj^.-'--j  l^logij;-— -  (9'(p  -  r)  -  ■J'(0))I— ]  , 

wenun  jt  eine  ganze  negative  Zahl  ist. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  aus  der  Pormel  12.  die  Formel  11.  her- 
vorgeht, sobald  mau  nur  die  Constanten,  die  für  diesen  Fall  "  werden, 
einer  geeigneten  Behandlung  unterwirft,  was  auch  in  dem  Fall  ge- 
schehen muss ,  wo  (fi  —  v)  und  (i  beide  gauze  negative  Zahlen  sind. 
Man  übersieht  leicht,  daas  die  aus  diesen  Formeln  für  verschiedene 
Werthe  von  v  hervorgehenden  Werthe  correspondirende  sind;  dies  ist 
auch  der  Grund,  warum  wir  in  12.  nicht,  wie  wir  es  für  den  Fall  (l  = 
einer  negativen  ganzen  Zahl  konnten,  den  blos  xf'~''  enthaltenden 
Theil  in  die  Function  tp,  einschlössen. 

Wendet  man  ein  ähnliches  Verfahren  auf  t"  an,  so  erhält  man 
13. 
'VC--'^)  =  n^i)ß'i^  -  iy-'ät-ni:^  l-^f  j e-^y-~^dy=e-'\ 

Die  Ableitungen  von  loga:  ergeben  sich  durch  dieselbe  Methode, 
noch  leichter   aber  und  zwar  sogleich   für   alle  Werthe  von  v  aus  G. 
und  12. 
14.     d:{logx)  =  o:S-^'x-^==j^^^{\ogxcc^^^l^(-v)-W(0)]x-^). 

Durch  Anwendung  der  Regeln  7  bis  10  findet  man  aus  13.  uud  14. 
mit  der  grössten  Leichtigkeit  auch  die  Ableitungen  von  sina;,  cos3;,  tg* 
und  arc  (tg  =  x). 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  sieh  die  aufgestellte  Theorie 
mit  derselben  Sicherheit  auch  auf  den  Fall  ausdehnen  lässt,  wo  man 
den  in  Rede  stehenden  Grössen  imaginäre  Werthe  beilegt. 
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XX. 

Neue  Theorie  des  Küel^standes  in  electrisclien  Bindungs- 
apparaten.*) 


Vorbemerkvmg. 
Ileirn   Professor  Kohlrausch   ist   es   gelungen,  die  Bildung   des 
Rückstandes  in  electrischen  Bindungsapparaten  schärfen  Messungen  zu 

nte  werfen  u  d  darauf  eine  den  Beobachtungen  genügende  Theorie 
d  e  er  E  sehe  n  ng  zu  ^  ünden,  welche  in  Poggendorff's  Annalen**) 
verofientl  cht  wo  den  st  Die  Genauigkeit  dieser  Messungen  reizte 
m  h  n  au  an  1  n  C  runden  wahrscheinliches  Gesetz  für  die  Be- 
wegungen 1er  Ele  tr  c  t  t  an  denselben  zu  prüfen;  in  der  Form,  welche 

hm  f  ii  d  e  en  Zweck  gegeben  wurde,  ist  es  auf  die  Bewegungen  der 
Electricitat  n  allen  punlerabeln  Körpern  anwendbar,  jedoch  nur  unter 
der  Voraus  etzung  dass  die  in  Betracht  kommenden  ponderabeln  Kör- 
ler  gegen  e  ander  iihen  und  keine  merklichen  thermischen  und 
m  gnet  sehen  (o  1er  volta  nductorischen)  Wirkungen  und  Einflüsse  statt- 
finden. Behufs  unbeschränkter  Anwendbarkeit  bedarf  es  noch  einer 
Umarbeit  und  Ergänzung,  mit  welcher  ich  mich  an  einem  andern 
Orte  beschäftigen  werde. 

Im  folgenden  Aufsatze,  welcher  einem  Schreiben  an  Herrn  Professor 
Kohlrauseh  entnommen  ist,  ist  diese  neue  Theorie  des  electrischen 
Rückstandes  indess  nicht  selbstständig,  sondern  im  Anschlüsse  an  seine 
Theorie  entwickelt  worden;  ich  war  bestrebt,  jene  Theoiie,  nicht  ge- 
radeswegs  die  Erscheinungen  auf  sie  zurückzuführen.  Ich  habe  daher 
die  von  Herrn  Professor  Kohlrausch  in  seiner  Abhandlung  gebrauehteji 

*)  Die  hier  mitgetheiltc  Abhandlung  atammt  aus  dem.  Jahre  1854;  ihre  Ver- 
öffentlicbimg   unterblieb  wahrscheinlich,   weil   der  VerfaEser  nicht   gern   auf   eine 
ihm  angerathene  Abänderung  derselben  eingeben  wollte. 
**)  Bd.  91.  pag.  56. 
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368  XX.    Neue  Theorie  des  Rückatandea 

Begriffe:  electrisclies  Moment  der  isolirenden  Wand,  Spannung,  Ge- 
sa mm  tla  düng ,  disponible  Ladung,  Eückstand,  überall  durch  die  hier 
zu  Grunde  gelegten  Begriffe  ausgedrückt  und  auch  sonst  in  mancher 
Hinsicht  die  dortige  Betrachtungsweise  berücksichtigt. 

2. 

Das  der  Kechming  zu  Gninde  gelegte  Gesetz. 

Es  bezeichne  t  die  Zeit,  x,  y,  s  rechtwinklige  Coordinaten,  p  die 

Dichtigkeit  der   Spannungseleetricität  zur  Zeit  (  im  Punkte  {%,  y,  b), 

u   den   4itten    Theil    des    (Gauss'schen)   Potentials    aller    wirkenden 

electrisehen  Massen  im  Punkte  (x,  y,  s)  zur  Zeit  t,  also  die  Grösse 

wenn  p'  daf  dy  äs  die  Spannungseleetricität  des  Elements  da:  dy  dz 
zur  Zeit  i  bedeutet.     Man  hat  dann 

fx'  'T~8r-<i^'  —  ^' 

Die  hier  anzuwendenden  Gesetze  für  die  Bewegungen  der  Electri- 
cität  im  Innern  eines  homogenen  ponderabeln  Körpers  unter  den  er- 
wähnten Umständen  sind  nun  folgende: 

I.  Die  electro motorische  Kraft  im  Punkte  (x,  y,  0)  zur  Zeit  t 
setzt  sich  zusammen  aus  zwei  Bestandtheilenj  aus  einem  dem  Coulomb- 
schen  Gesetz  gemässen,  dessen  Componenteu  proportional 

_8m     __8u     _d» 

dx'        dy'       Ss 

sind,  und  einem  andern,  dessen  Coiuponenten  proportional  sind 

dg  Öq  Sq 

dx'        dy'        82' 

so  dass  ihre  Componenten  gleichgesetzt  worden  können 

dx       '^'^cx'        oy        '^'^oy'         dz        '^'^ox 
wo  ßß  nur  von  der  Natur  des  ponderabeln  Körpers  abhängt. 

II.  Die  Stromintensität  ist  der  electromo torisehen  Kraft  propor- 
tional, also 

8x        '^'^dx  *'         d'j        '^'^oy  "         OS        '^'^ös  ' 

wenn  a  eine  von  der  Natur  des  ponderabeln  Körpers  abhängige  Con- 
stante  und  |,  ij,  £;  die  Componenten  der  Stromintensität  sind. 
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in  electri sehen  BindungBapparaien. 

Mit  Zuzieliung  der  phoronomischen  Gleichung 

^?.  j_  ^^  j„  ^  j_  ^^       n 
It  '^  bx'^  dy'^  dx'^ 

Lilt  man  <la]un-  für  ii  die  Gleichungen 


odnv,  wenn  man  die  Länge  ß  und  die  Zeit  k  zur  Einheit  nimmt, 

I?  +  p  _  (?!-•  +  |!i  +  5!|)  _  0. 

Dies  giebt  für  )(  eine  partielle  Differentialgleichung,  welche  in 
Bezug  auf  (  vom  ersten,  in  Bezug  auf  die  flaumcoordinaten  vom  vier- 
ten Grade  ist,  und  um  von  einem  bestimmten  Zeitpunkte  an  n  allent- 
halben im  Innern  des  ponderabeln  Korpers  zu  bestimmen,  werden 
ausser  dieser  Gleichung  noch  eine  Bedingung  in  jedem  Punkte  des- 
selben für  die  Anfangszeit  und  für  die  Folge  in  jedem  Oberflächen- 
punkte zwei  Bedingungen  erforderlich  sein. 


*)  Hiernach  sind  die  Gleioiuuigcn  für  das  Gleichgewicht  (in  einem  electrisii-teii 
iaolirten  Leiter) 


füi-   dio   Strom aiisgleichnng   oder   das   bewegliche  Oleiehgewicht   im  SchlieBSutigs- 
hfiana  coiiatanter  Ketten 


"  -Hr'  +  V  +  j)- 

Wenn  die  Lunge  ß  ge^en  die  DmuBinndeKrp           hkl  t              mt 

u  —  const.  im  ersteren  Falle,  und  e   m    we  t  ü       n  d      Ob    fl     h  b      1        hn  tl 

ab  und  ist  im  Innern  aÜenthalb  n      h    U          und    waadn  hdG          n 

mit   dem  Abstände  p  von   der  Ob    fl    t             1  ng     d           K     tam  1    Ibm 

gegen  |S  sehr  gross  bleibt,  nah    w  D  F  II  w    1  l       1      m  tall     1 

Leitern  angenommen  werden  müssen. 


y  Google 


XX.    Neue  Theorie  des  Eüokstandes 


Plausible  Auffassung  dieses  Gesetzes. 

Dai  Be»  egung^geaetz  der  Electnutät  i^t  unter  voriger  Njmmpr  duich  Be 
gufie  wclclp  jetzt  in  dei  Lehre  von  der  Electraitdt  gebr  iu:,hlich  amd  aw? 
gidr  i,kt  wordei  Diese  Auffaseimg  deasell  en  lat  jedoch  einer  Umarleitang 
fähig  durch  welche  wie  es  scheint  ein  ctwis  treueres  und  YoUstauh^erc*! 
bill  dei  wirklichsn  ZusammenhangB  gewonnen  wiid 

■^tatt  eme  Ursache  anzun  hmen  welche  im.  Punkte  {r  i  )  die  j  osif ive 
Flpcti  citkt  in   ien  Ei  htungen   1er  dre    Axen  aut  den  Krjiften 

und  d  p  negative  mit  den  entgegengesetzten  tieibt  kann  man  auch  eine  Ir 
saLhe  -innehmen  welch  im  Pmtte  (t  y  ;  die  [Ositive  Electncitat  mit  lei 
Inteneitdit  ßßp  zu  vermindern  und  die  negative  zu  vermehien  streht  und  diese 
Ursache  kann  min  in  emem  W  derttreben  de^  Ponderah  le  gegen  das  Fnt 
halten  von  Sj  annungbelecttic  tat  odei  den  electr  sehen  Zustand  si  chen 

Fbeneo  kann  man  auch  die  eleütromotorischi,  Kraft    deren  Corat  oueuten 


-CPT 


Öa:'        dy '        Sz 
sind,   durch  eine   Ui^^dchp   lon   der   Intensität  u  im  Punkte    ^r    i/,  _)   eraitzcn, 
welche  die  Dichtigkeit    dei  Eleotricitat  gleichen  Zeichens   7u   vcimindein   und 
die  der  entgegen  gesetzten  zu  vermehren  strfbt 

]  s  lit  aber  dann,  nm  der  Grosse  q  eme  reelle  Bedeutung  ai  geben,  nicht 
nöthig  zweierlei  Electncititen  anzunehmen  und  ^dxdyd::  ah  den  Ueberschuss 
der  positiven  tlectricitat  des  Elements  dx  dy  dz  über  die  negative  zu  betiach 
ten,  sondern  man  kann  im  Wesenththen  zu  der  Franklin'schen  Auffassung 
der  electnschen  Erscheinungen  zuruckkehien,  am  einfachsten  wohl  durch  fol- 
gende An nähme 

Das  Ponderabile,  welches  Sitz  der  Electncitat  lat,  erfüllt  den  Raum  stetig*) 
und  mit  gleicnmaasigei  electnschei  Capacität,  welche  seinem  Leitungs 
widerstände  umgekehrt  piopottional  ist,  und  von  welcher  die  Dichtigkeit  der 
wirklich  lu  ihm  enthaltenen  Electncitat  immer  nur  um  emen  numerkhch  klei 
neu  Bruchth eil  abweicht  Bei  flberschusaigpr  odei  fehlender  Jlectncitat  (positiver 
odei  negativti  S^ annungselpctricitdt)  geiafch  das  Ponderabile  in  einen  poaitiv 
oder  negativ  electnschen  Zustand,  vermöge  deaaen  es  die  Dichtigkeit  der  in  ihm 
enthaltenen  J"  iectiicitat  zu  \eriiiindern  oder  zu  vermehren  strebt  und  zwar  mit 
einem  Drucke,  welohei  gleich  ist  der  Dichtigkeit  seiner  Spannungseleotrieitüt, 
P,  mnltiphcitt  m  einen  von  der  Natur  des  Ponderabile  abhängigen  Factor  (seine 
antelectnsche  Kraft)      Ihrerseits  geräth    bei  auftietender  Spannuagselectricität 

*)  Auf  einem  andern  Blatt  findet  sich  hiei zu  folgende  Bemerkung:  Insofern  dies 
Ponderabdc  (Kuj-fei,  Glas)  ah  feitz  der  Electj-ieitat  betrachtet  und  ihm  eine  he- 
stimmte  elcctiische  Capacitat  und  ein  heetimmtei  Leitungs  widerstand  beigelegt 
wird  muss  als  von  ihm  eingenommener  Kaum  der  ganze  Baum,  in  welchem  sich 
die  speciflsche  Eigenthumlichkeit  disselben  geltend  macht,  nicht  etwa  der  Ort 
von  Kupfer    odet  trliiaiuoleculen  angesehen  weiden 
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die  Eleetricilät  in  einen  Zustand,  Spannung,  vermöge  dessen  aio  ihre  Dick- 
tigkeit  zu  Termindem  (oder  bei  negativer  Spannung  zu  vermehren)  strebt  und 
dessen  GrOsee  v,  in  jedem  Augenblicke  abhängt  von  sämmtlichen  Maaäen  Span- 
iiungselectricität  nach  der  Porrael 

_  ^_    /*_ g'  dx  dy  d/ 

odpr  'Mich  Tcrniittelat  de^  Geeetzee 


und  dei  Bidmgung  diss  u  in  nnendlicher  Entfernung  von  Spannnng^electiicit  it 
unendhch  klPin  bleibt  Die  Electiicitit  bewegt  sich  gegen  die  pondeiabeln 
Korpei  mit  cmer  Geii-l  windigteit  wekhe  in  jedem  Au^'enbhckp  der  ana  diesen 
Ursachen  herrorgehenden  electiomotoriachen  Kraft  gleich,  ist 

UebngenB  muaaen  dieae  Bewegungsgesetze  der  Blectncitat,  wenn  deien 
Veihiltnisi  zu  Wiirme  und  MagnetiemuB  m  Rechnung  gezogen  wtiden  soll,  -vor 
bemerk terraaa«en  selbst  noch  abgeändert  und  nmgeformt  «frdcn,  und  dmn 
wild  eine  vei  inderte  Auffaastmg  dieaer  Erscheinungen  nuUiig  ') 


Behandlung  des  Problems  der  Eüekatandebildung.  Ausdruck  der 
zu  bestinunenden  GrSssen  durch  das  Potential. 
Indem  ich  mich  nun  zur  Untersuchung  der  Rückstand  sbildnng 
wende,  bescliäftige  ich  mich  zunächst  damit,  die  zu  bestimmenden 
Grössen  durch  das  Potential,  oder  vielmehr,  was  die  Rechnung  ver- 
einfacht, durch  die  ihm  proportionale  Function  u  auszudrücken.  Zu 
grosserer  Bequemlichkeit  für  die  an  abstracto  Grossenbetrachtung  min- 
der gewöhnten  Physiker  habe  ich  das  Potential  als  das  Maass  einer 
Ursache,  Spannung,  betrachtet,  welche  die  Dichtigkeit  der  Eleetrieität 
im  Funkte  (x,  y,  s)  zu  vermindern  strebt,  und  diese  im  Punkte 
(x,  y,  s)  =  u,  also  die  Coniponenten  der  durch  sie  bewirkten  electro- 
motori sehen  Kraft 


dx'        dy>        Ss 
f,esetzt       Man    muss    dann   als    Spannungseinheit    die   im    Tnn.iu    einei 
Kugel  vom  Itadms  1    durch  auf  der  Oberfläche  veitheüte  Electnutit 
vim  der  Dichtigkeit  1  entstehende  bpannung    annehmen  odei   ah  Eni- 
heit  dei  electro motorischen  Kräfte  die  von  der  Masse  ix  m  der  Ent- 

■*)  Dieser  ganze  Artikel  ist  im  Manu=cript  durchgesttichen,  wahrscheinlich 
nui  ana.  dem  Grunde,  weil  der  Veifi&ser  durch  die  Eigenthnmliclikrit  der  hier 
Torgetiagenen  Äuftassun?,  welche  luf  das  lumg'ff e  mit  seineti  a  itnipbilo^oj  hischf  n 
I'rincipien  zusammenhingt,  ba  den  rhjiikein  damils  An'itOhi  zu  enegen  be 
fürchtete. 

24* 


y  Google 


372  SS.    Neue  Theorie  des  Rückstandes 

fernungseinheit  erzeugte.     Zur  Vereinfachung  der  Rechnung  ist  ferner 

als  Zeiteinheit  «,  als  Längeneinheit  ß  eingeführt  worden;   macht  man 

die  Einlieifc  der  electromotorischen  Kräfte  auf  die  hier  angenommene 

Weise  von  der  electrisehen  Masseneinheit  abhängig,  so  sind  «  nnd  ßß 

>.    ,f  f..     1      T   -,  -1      ,      i/'      electromotoriache  KraftX 

die  Maasse  rur  den  Leitungs  widerstand  1  = --,,-■■  . —. I  und 

\  btromintensitat        / 


Stromintensität        / 

es  Ponderabiie  \ 

Dichtigkeit  der  Spannungseleetrieität/ 


,.         .  1     .  ■    ,     T    in  f  Druck  des  Ponderabiie  \ 

die  anteiectnsche  liratt  I  =  ^-.  T~-^-T—r. — ^ t: — — — — „_;_^  l  < 

\      Dichtigkeit  der  Bpannungseleetrieität/ 


ponderabeln  Sitzes. 

Zur  Discüssion  der  vorliegenden  Beobachtungen  genBgt  die 
Losung  der  Aufgabe:  die  Aenderungen  der  Spannungseleetrieität  im 
Innern  einer  überall  gleich  dicken  homogenen  Wand  zu  bestimmen, 
wenn  die  Oberflächen  mit  vollkommenen  Leitern  belegt  sind,  gleiche 
Mengen  entgegengesetzter  Electricität  empfangen  und  keine  electro- 
motorische  Kraft  besitzen  (keine  Contact Wirkung  in  ihnen  stattfindet), 
und  ihre  Dimensionen  gegen  die  Dicke  der  Wand  als  unendüeh  gross 
betrachtet  werden  dürfen  (d.  h.  der  Einfiuss  des  Randes  nnd  der 
Krümmung  vernachlässigt  werden  darf). 

Legt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinateii  in  die  Mitte  der 
Wand,  die  x-Asg  auf  ihre  Überflächen  senkrecht  und  bezeichnet  ihre 
halbe  Dicke  durch  a,  so  vrird  der  Ausdruck  für  die  Wand  a  >  a:  >  —  a, 
H  eine  blosse  Function  von  a;  und 

folgHch 

Die  zwischen  zwei  Werthen  von  x  über  der  Flächeueinheit  enthaltene 
Electricitäta menge  ist  also,  geometrisch  ausgedrückt,  gleich  der  Diffe- 
renz zwischen  den  Tangenten  der  Neigungen  der  Spannungseurve,  d.  h. 
der  Curve,  deren  Ordinate  für  die  Abscisse  x  gleich  w  ist;  diese  Gnrve 
ist  gerade,  wo  keine  Spannungseleetrieität  vorhanden  ist,  nach  oben 
(oder  für  Orte  mit  grosseren  Ordinaten)  eonvex,  wo  positive,  nach 
unten,  wo  negative  stetig  vertheilt  ist,  und  gebrochen  für  einen  Werth  . 
von  X,  bei  welchem  eine  endliche  Menge  angehäuft  ist. 

Die  durch  eine  Ladung  erzeugte  oder  durch  eine  Entladung  ver- 
nichtete Spannung  wird  daher  stets  dargestellt  durch  eine  Curve  von 
der  Form  Ä,  d.  h,  ist  sie  in  den  Belegungen  m„,  u—a  und  folglich  in 
der  Mitte 


yGoosle 


1  electriachea  ISiadungsappatatea. 


=  «o+^(»<.- 


».)^ 


Durch  das  Emdriuffeii  der  ElecfcricitUt  ins  Innere  erhält  die  Öpanimiigs- 
curve  die  Form  Ji.  Für  die  Flüchen  ei  nheit  ist  die  G  es  animt  menge 
der  geachiedeueu  Electricitäten  gleich  der  Tangente  ilirer  Neigung  in 
der  Mitte 

das  electrisciie  Moment 

also  gleich  der  Spaanungsdifferenz  der  Oberflächen. 

Dvirch  eine  Entladung  wird  die  Spannnng  iu  den  Belegungen 
aufgehoben.  Die  vernichtete  Spaimung  ist  daher  in  den  Belegungen 
=  M„,  M_a,  im  Innern 

=  ».+!-{«.-«.), 

die  disponible  Ladung  für  die  Flächeneinheit 

die  bleibende  Spannung  im  Innern 

und  für  die  Flächeneinheit  der  verborgene  Rückstand 

die  der  Überfläche  (x  ==  a)  durch  die  Entladung  mitgotheilte  Electri- 
citiits  menge 


1)  Spannungscurve  Jer  Geüammtladung 

2)  „  der  disponiblen  Ladung 

3)  „  des  Rückstandes. 
Gosainmtladuag:  —  ac,  disponible  Ladung:  ab,  RücUstand: 
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5. 

Lösung  der  Aufgabe  im  einfachsten  Falle,  wo  kein  Ab-  und  Zuüuss 

dureh  die  Oberflächen  stattfindet. 

Nach  dieser  Uebersicht  und  geometrischen  Darstellung  der  ge- 
suchten Grössen  gehe  ich  zu  ihrer  Bestimmung  durch  Rechnung  nach 
dem  angegehenen  Gesetze  über.  Ich  behandle  zunächst  den  Fall,  wo 
anfangs  im  Innern  keine  freie  Electricität  vorhanden  ist,  und  den 
Oberflächen  auf  der  Flächeneinheit  die  Masseneinheit  mitgetheüt  wird, 
später  aber  kein  Ab-  und  Zufluss  durch  die  Oberflächen  stattfindet. 

Die  Bedingungen  zur  Bestimmung  von  u  sind: 

für  i>0,  a>^>  —  a         =r-i  =  —  p,    äj  "H  P  — '  ä""*  "^  *-* 

(  =  0,  a>x>  —a        ?-  =  ! 
'  ex 

t>0,x^±a  |J  =  '^>    ll-^U^^-' 

welche  letzteren  ausdrücken,  class  in  den  Oberflächen  sowohl  die 
Klectricitütsmengen,  als  der  üurchfluss,  und  folglieh  die  electromoto- 
rischu  Kraft  =  0  sein  soll. 

Diesen  Hedingungen  genügen  zwei  Ausdrücke,  der  eine  für  kleine, 
der  andere  für  grosse  Werthe  von  t  brauchbar. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

und 

so  genügt  erstens 

zweitens 

Die  hieraus  sich  ergebeniJen  Bestimmungen  sind: 
für  die  Vertheilung  der  Electricität'^-) 

*)  Vcrgl.  Jacolji.   ]i'uii<lamuiitii,nova  tbeoriiie  tunctiüniini  cDipticM-iuii.  gg.  61,6J. 
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für  die  Gesammtladung 
für  (!ie  disponible  Ladung 
für  den  Rückstand 


ZurückfübruQg  der  allgemeiueu  Aufgabe  auf  diesen  einfachsten  Fall. 

Um  auf  diesen  einfachsten  Fall  den  Fall  zurückzuführen,  wo  Ab- 
mid  Zufluss  dui'ch  die  Oberflächen  stattfindet,  bezeichne  x  (0  ^^^  ^^^' 
druck  für  die  Spannungsdiflerenz  u  —  u^  zur  Zeit  t  in  diesem  ein- 
fachsten Falle;  für  uegative  Werthe  von  t  sei  ;[{()^0. 

Soll  nun  die  Spannung  bestimmt  werden,  welche  entsteht,  wenn 
den  Oberflächen  (x  =  +  a)  zur  Zeit  0  die  Mengen  +  fi,  darauf  zur 
Zeit  t'  die  Mengen  +  (i,  zur  Zeit  ("  die  Mengen  +  ^",  . . .  mitgetheilt 
werden,  so  hat  man 

»-»•-(•% (0  +  (•'«(*-  '■)  +  c"« (' -  O  '+■■■; 

denn    dieser   Werth   genügt   sämmtlichen    zu    seiner  Bestimmung   ge- 
gebenen Bedingungen. 

Findet  ein  stetiger  Ab-  und  Zufloss  ¥on  Electricität  statt,  so  wird 
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weim  +  -j-  die  im  Z  eitel  erneut  dr  durch  die  OberüUclie  (a'  =  +  «) 
iiaeli  lüiien  strömeinie  Electricitätsmenge  bezeichnet. 

Beide  Äustlriicke  kann  man  zusammenfassen  in  dem  Ausdruck 

„_„.=J'x  ((-.)<((., 

wenn  mau  durch  +  dl^  die  im  Zeitelement  dr  auf  der  Oheriläclie 
(y:  =  + «)  hinzukommende  Electricitätsmenge  bezeichnet,  wo  diese 
dann  einen  endlichen  Werth  hat  oder  dt  proportional  ist,  je  nachdem 
eine  plötzliche  Ladung  oder  Entladung,  oder  ein  stetiger  Ab-  oder 
Zufluss  stattfindet. 

Aus  diesem  Ausdrucke  für  die  Spannung  folgt 

Q,  =^jQf_,dii.,     Lt  =  /  Lf-^d^,     r,  =    /  rLri^/t. 

In  diesen  Formeln  sind  die  Zeiten  in  Theilen  von  «,  die  Lungen 
in  Theilen  von  ß  ausgedrückt;  um  bekannte  Maasse  einzuführen,  hat 
man  nur  a  und  z  durch  -^ ,    0-;  '  und  t  durch  — ,  —  zu  ersetzen, 

7. 

Vergleichung  der  Eechnung  mit  den  Beobachtungen. 

Um  nun  die  erhaltenen  Formeln  mit  dem  wirklichen  Verlaufe  der 
Itückafandsbildung  zu  vergleichen,  wie  er  durch  die  in  Poggendorff's 
Annalen  veröffentlichten  Messungen  des  Herrn  Professor  Kohlrausch 
mit  so  grosser  Genauigkeit  festgestellt  worden  ist,  geht  man  wohl  am 
zweckmässigsten  von  der  Thatsaehe  aus,  dass  die  Ladungscurve  einer 
Parabel  nahe  kommt  mit  ullmahlich  abnehmendem  Parameter,  d.  h. 
dass   die  Grösse  —  langsam  abnimmt. 

Zufolge  der  l'ür  Li  abgeleiteten  Formel  ist  L„  —  L,  für  sehr  kleine 
Werthe  von  t  proportional  Vt  und  zwar 

yt       ~     «V^  V  ääa' 
Zufolge  der  Messungen  muss  man  annehmen,  dass  diese  Pruportiouahtät 
uiili er uugs weise  «och  während  der  Beobachtungen  stattfindet. 

Man  wird  daher  die  Zeit  .^a  in  roher  Annäherung  aus  den  Be- 
obachtungen bestimmen  können,  und  dann  ist  in  der  That 


''''XV!L{^~Mm  +  M^Vw)-''^'Vn^+-) 
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eine  Functiou,   welche  mit  wachseDdetü  t  langsam  abnimmt.     Nichts- 

£„  _  L, 
destoweniger  würde  — ^7-  ~  dit  wachseudem  t  zunehmeu,  wenn  mau 

-  einen  merkiichen  Werth  beilegte.  Dasselbe  scheint  sich  auch  au 
ergeben,  wenn  man  einen  beträchtlichen  Verlust  durch  die  Luft  an- 
nimmt, wenigstens  wenn  man  dafür  das  Coulouib'sche  Gesetz  zu 
Grunde  legt. 

Man  wird  daher  für  die  erste  Bearbeitung  der  Beobachtungen  die 
Zeit  a  (d.  h.  den  Leitungs widerstand  des  Glases  für  die  dem  Coulomb- 
schen  Gesetz  gemässen  electromotorischen  Kräfte)  unendlich  gross  an- 
nehmen, den  Verlust  durch  die  Luft  vernachlässigen  und  sieh  zunächst 
darauf  beschranken  mflssen,  zu  untersuchen,  in  wie  weit  sich  durch 
gehörige  Bestimmung  von  -^a  den  Beobachtungen  genügen  lässt. 

Sobald  man  sich  überzeugt  hat,  dass  die  Voraussetzungen  der 
Uechnung  näherungsweise  richtig  sind,  ist  eine  schärfere  Vergleichung 
der  Rechnung  mit  den  Beobachtungen  verlorene  Arbeit,  wenn  mau 
nicht  die  Gelegenheit  hat,  die  Quellen  der  Differenzen  zwischen  Rech- 
nung und  Beobachtung  an  der  Hand  der  Erfahrung  aufzusuchen,  um 
die  wegen  der  Abweichungen  von  den  Voraussetzungen  der  Rechnung 
nöthigen  Correctioneu  anzubringen.  Da  mir  nun  zu  einem  experi- 
mentellen Studium  des  Gegenstandes  die  Mittel  fehlen,  so  musate  ich 
von  einer  weiteren  Verfolgung  desselben  vorläufig  abstehen. 


Verhältniss  dieses  Froblema  zur  Electrometrie  und  aur  Theorie 
verwandter  Erscheinungen. 

Die  Grosse  -^^ ,  bei  der  Flasche  h  etwa  stta:;,  giebt  den  Quotien- 

antelectrische  Kraft   ,      ^,  ,      r,,      ,      .       ,      ,    , 

teil  -jr— T-. : — r  «es  Glases  der  Flasche  lu  absolutem  Maass, 

Ijcitungs  widerst  and  ' 

wenn  als  Längeneinheit  die  Piasehendicke,  als  Zeiteinheit  die  Secunde 
angenommen  wird.  Für  diese  Bestimmung  ist  es  gleichgültig,  wie 
mau  die  Einheit  der  electromotorischen  Kräfte  von  der  Einheit  der 
electrischen  Massen  abhängig  macht;  die  Constanten  «  und  ßß  würden 
aber  den  Leitungswid erstand  und  die  antelectrisehe  Kraft  in  einem 
andern  Maasse  als  dem  Weber'sehen  geben,  wo  die  Einheit  der  electro- 
motorischen Kräfte  durch  die  dem  Ampere'schen  Gesetz  gemässen 
Wirkungen  der  Masseneinheit  festgesetzt  wird. 

Zur  Vergleichung  des  hier  untersuchten  Falles   mit  den  Erschei- 
nungen an  guten  Leitern  kann  die  Betrachtung  des  Beharrungszusfcandes 
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bei  constant  erhaltener  Spannungsdifferenz  der  Oberfläclien  (oder  con- 
atantem  Zuüuas)  dienen.     Für  diesen  ist 

die  Dichtigkeit  im  Innern:  q  ^=  —  ^-^  =  (f  —  ß— ^^ 

die  Spannung;  M  =  «^  —  e*  +  ^*  +  »(e"  +  e""), 
die  Spannungsdifferenz  der  Oberflächen: 

M„  —  ii-a  =  2(a(e''  +  e-")  —  (e"  —  ß"")), 
die  Gesammtladung:   is— )  =  <f  -j-  e""  —  2j 

der  Rückstand :  \p—) ^0 — ~^  '^ —  ^ , 

die  in  der  Zeiteinheit  durchflies  sende  Menge: 

oder  gleich  proportionalen  Grössen,  wobei  zur  Vereinfachung,  wie  oben, 
als  Zeiteinheit  a,  als  Längeneinheit  ß,  als  Spannungseinheit  die  Span- 
nung im  Innern  einer  Kugel  vom  Radius  1  bei  auf  der  Oberfläche 
vertheilter  Electricität  von  der  Dichtigkeit  1  angenommen  iat. 

Besonders  wichtig  scheint  mir  die  Prüfung  dea  vermuthetcn  Ge- 
setzes und  eventualiter  die  Bestimmung  der  Constanten  k  und  ß  hei 
den  Gasen  zu  sein.  Die  Beobachtungen  von  Ricas*)  und  Kohlrausch**), 
nach  welchen  iiir  den  Eleetricitäts Verlust  an  die  Luft  in  einem  ge- 
schlossenen Räume  das  Gesetz  Coulomb's  nicht  gilt,  können  vielleicht 
als  Ausgangspunkt  für  diese  Untersuchung  dienen  und  es  wäre  für 
dieselben  wohl  zunächst  ein  System  von  Messungen  über  den  Electri- 
citätsverlust  im  Innern  eines  einigcrmassen  regelmässigen  geschlossenen 
Raumes  zu  wünschen, 

*)  Pogg.  ÄiiQ.  Bd.  71.  pag.  'äb'J. 
**)  Pogg.  AuD.  Bd.  72.  pag.  374, 
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XXI. 

Zwei  allgemeine  Sätze  über  lineare  Differentialgleichungen 
mit  algebraischen  Coeföcienten. 

(20.  Febr.  1S57.) 

Bekanntlicli  Isis  st  sich  jede  Lösung  einer  linearen  homogenen 
Differentiaigleiehung  nter  Ordnung  in  n  von  einander  unabhängige 
particulare  Lösungen  linear  mit  Constanten  Coefficienten  ausdrücken. 
Sind  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  rationale  Functionen 
der  unabhängigen  Veränderlichen  x,  so  wird  jeder  Zweig  der,  allgemein 
zu  reden,  vielwerthigeii  Fanctiouen,  welche  ihr  genügen,  sich  linear 
mit  constanten  Coefficienten  in  n  für  jeden  Werth  von  x  eindeutig 
bestimmte  Functionen  ausdrücken  lassen,  welche  freilich  dann  längs 
eines  gewissen  Liniensjstema  unstetig  sein  müssen.  Sind  die  Coeffi- 
cienten aber  algebraische  Functionen  von  x,  welche  sich  rational  in 
X  und  eine  fi-werthige  algebraische  Function  von  x  ausdrücken  lassen, 
so  gehört  zu  jei3em  Zweig  dieser  fi-werthigen  Function  eine  Gruppe 
von  n  von  einander  unabhängigen  particularen  Lösungen,  so  dass  in 
diesem  Falle  jeder  Zweig  einer  Lösung  der  Differentialgleichung  als 
ein  linearer  Ausdruck  von  höchstens  ft«  eindeutigen  Functionen  sieh 
darstellen  lässt,  welcher  aber  von  ihnen  immer  nur  n  einer  Gruppe 
angehörige  enthalten  wird.  Aus  diesen  Vorbemerkungen  wird  man, 
da  sich  jede  nicht  homogene  lineare  Differential gleichung  leicht  in  eine 
homogene  von  der  nächst  höhern  Ordnung  verwandeln  lässt,  ersehen, 
dasa  die  folgenden  Sätze  alle  linearen  Differentialgleichungen  mit  al- 
gebraischen Coefficienten  umfassen, 

Es  seien  y^,  y^,  . . .,  if^  Functionen  von  x,  welche  für  alle  eom- 
plexen  Werthe  dieser  Grösse  einändrig  und  endlich  sind,  ausser  für 
a,  b,  c,  . . .,  g,  und  welche  durch  einen  Umlauf  des  x  um  einen  dieser 
Verzweigungs werthe  in  lineare  Functionen  mit  constanten  Coefficienten 
von  ihren  früheren  Werthen  übergehen. 

Zu  ihrer  näheren  Bestimmung  scheide  man  die  Gesammtheit  der 
compäesen  Werthe  in  zwei  Gebiete  durch  eine  in  sich  zurücklaufende 


y  Google 


380         SSI,    Zwei  aUgemeiae  Sätze  über  lioeare  Differentialgleicilungen 

Linie,  die  der  Reihe  nach  durch  sämmtliche  Verzweigimgswertlie 
((/,  .  . .,  c,  b,  a)  geht,  30  dass  in  jedem  dieser  Gebiete  die  Functionen 
völlig  gesondert  uüd  stetig  verlaufen,  und  betraclite  die  Werthe  der 
Functionen  in  dem  auf  der  positiven  Seite  dieser  Linie  liegenden  Ge- 
biete  als  gegeben.     Durch  einen   positiven  Umlauf  des  x  um  a  gehe 

nun  j/i  in  Z^S^'y,-;  »/„  in  SATyi,  . . .;  y»  in  SAf'yi  über  und  äbn- 
lich  durch  einen  positiven  Umlauf  um  h  y,  in  HB^ y-i,  etc.,  durch 
einen  positiven  Umlauf  um  g  y^  in  EGi   i/i. 

Bezeichnet   man   nun   zur  Abkürzung  das   System   der  n  Werthe 
(2/11  t/2>  ■■-,  y«)  durch  (y),  das  System  der  )m  Ooefficieuten 


AV  ^r' . .  •  a:' 

durch  (Ä),  das  System  der  B  durch  (B),  . . .,  der  Q  durch  (G),  uiid 
die   aus   (j/)  mittelst   des   Coefficientensystems  (A)   gebildeten  Werthe 
Z^Afvi,  2:Af''yi,  ...,  £Afyi  durch  {A)(yt,y^,  ..,  y„)^(Ä)<.y},  so 
findet  zwischen  diesen  Coet'ficientensystemen  die  Gleichung 
(1)  (G){F)  ...{B)(A)-(0-) 

statt,  wenn  man  durch  (0)  ein  Coefficientensystem  bezeichnet,  das 
nichts  ändert,  oder  in  welchem  die  Coefficienten  der  abwärts  nach 
rechts  gebenden  Diagonale  ^  1  und  alle  übrigen  =  0  sind.  In  der 
Tbat,  durchläuft  x  die  ganze  Grenzlinie  so,  dass  es  sieh  von  einem 
Verzweigungswertb  zum  folgenden  auf  der  positiven  Seite  bewegt,  dann 
aber  jedesmal  um  diesen  Verzweigungswertb  positiv  herum,  so  gehen 
die  Functionen  (y)  nach  und  nach  in  (G)  (y),  (^G)  (F)  (^),  schliesslich  in 
(G)  (F)  . .  (J?)  {A)  (y)  über.  Es  hat  aber  denselben  Erfolg,  wenn  x  die 
negative  Seite  der  Grenzlinie  oder  die  ganze  Begrenzung  des  negativer- 
seits  liegenden  Gebiets  durchläuft,  wobei  (y,,  i/^,  . .,  y„)  ihre  trüberen 
Werthe  wieder  annehmen  müssen,  da  sie  in  diesem  Gebiet  allenthalben 
einändrig  sind. 

Ein  System  von  n Functionen,  welches  die  eben  angegebenen  Eigen- 
schaften hat,  werde  durch 

bezeichnet. 

Man  betrachte  nun  als  zu  einer  Klasse  gehörig  sämmtliche  Systeme, 
für    welche    die    Verzweigungs werthe   und    die    um    sie   stattfindenden 
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Substitutionen  gegebene  der  Gleichung  (1)  genügeode  Wertlie  haben, 
was,  wie  sich  bald  ergeben  wird,  fär  uncndlieh  viele  Systeme  der  Fall 
ist.  Nach  einem  leicht  zu  beweisenden,  von  Jacobi  vielfach  an- 
gewandten Satze  lässt  sich  jede  Substitution,  allgemein  zu  reden,  in 
drei  Substitutionen  zerlegen,  von  denen  die  letzte  die  inverse  der  ersten 
ist,  und  in  der  mittleren  die  Coeffieicnten  ausser  der  Diagonale  sämmtlich 
=  0  sind,  so  dasR  durch  sie  jede  von  den  Grössen,  auf  welche  sie 
augewandt  wird,  nur  einen  Factor  erhält.  Es  lässt  sich  also  z.  B. 
,  Ü  ..  0  1 


U)  =  («) 


0,  A„ 


,  0 


(«)- 


0,  0  .  .  A„ ) 
setzen,  wenn  («)"'  die  inverse  Substitution  von  (et)  bezeichnet.  Die 
Grössen  l  werden  dabei  die  «Wurzeln  einer  durch  (A)  völlig  bestimmten 
Gleichung  «ten  Grades.  Für  den  Fall,  dass  diese  Gleichung  gleiche 
Wurzeln  hätte,  müsste  man  der  mittleren  Substitution  eine  etwas  ab- 
geänderte Form  geben;  wir  wollen  aber  zur  Vereinfachung  diesen  Fnll 
vorläufig  ausschliessen  und  annehmen,  dass  er  bei  der  Zerlegimg  der  Sub- 
stitutionen (Ä),  (If), . . ,,  (ß)  nicht  eintritt.  Die  Substitution  («)  kann  in 


(«) 


0,   k, 


0,  0, 


durch  HinzufüguDg  einer  m 

werden 

sie  bestimmt 

Durch 
Functionen  p 
die  Substitut! 


multiplicirenden  Substitution  verwandelt 
leser  i^'orm  aber  sind,  wie  die  Gleichungen,  durch  welche 
wird,  zeigen,  alle  möglichen  Werthe  derselben  enthalten, 
nen  positiven  Umlauf  des  x  um  a  gehen  die  Werthe  der 
aus  {p„  psi  •  •  j  i*«)  '^  (-^)(i')  Über,  Die  Werthe  der  durch 
(a)~^  aas  (f/)  gebildeten  Functionen 


2.)  -  («)-  W 


(«)-' {/()(,,) - 


0,  0, 


(«)-()') 


..,  Kz„). 


über,  oder  (2^,  s.^,  ..,  s„)  iß  (ÄjSi, 

Wenn  eine  Function  s  durcli  einen  positiven  Umlauf  des  x  um  a 
den  Constanten  Factor  A  erhält,  so  kann  sie  durch  MiiUipHcation  mit 
einer  Potenz  von  {x  —  d)  in  eine  Function  verwandelt  werdei],  die  in 
der  Unrgebung  von  a  einändrig  ist.   In  der  That  erhält  {x  —  df  durch 
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einen  positiven  Umlauf  des  x  um  a  den  Factor  e*"^"';  bestimmt  man 
also  y,  so,  dass  e"'^"'  =  X,  oder  setzt  man  (i  =  —---,  eo  wird  z{x  —  a)"'' 
eine  für  x  =  a  einändrige  Function.  Diese  Function  lässt  sich  also 
nacli  ganzen  Potenzen  von  {x  —  a)  entwickeln ,  und  s  selbst  nach 
Potenzen,  die  sich  von  (i  um  ganze  Zahlen  unterscheiden. 

Demnach  sind  z^,  2.^,  . .,  £■„  nach  Poteuzen  von  x  ^  a  entwickel- 
bar, deren  Exponenten  in  der  Form 

enthalten  sind,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Wir  wollen  nun 
annehmen,  dasa  die  Functionen  y  nirgends  unendlich  von  unendlich 
grosser  Ordnung  werden,  so  dass  diese  Reihen  auf  der  Seite  der  fallen- 
den Potenzen  abbrechen  müssen,  und  bezeichnen  durch  (t,,  (i^,  ,  .,  (in 
die  niedrigsten  Potenzen  in  diesen  Reihen,  so  dass 
«j  (x  —  a)~''',  . . .,  s„{x  — ■  a)~''" 
endliche  von  0  verschiedene  Werthe  haben.  Ofi'enbar  kann  die  Diffe- 
renz zweier  von  den  Grössen  ((, ,  (i^ ,  . . ,  ^  nie  eine  ganze  Zalil  sein, 
da  die  Werthe  der  Grössen  X^,  l^t  ••>  ^n  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind;  dagegen  werden  die  Werthe  der  entsprechenden  Ex- 
ponfuten  bei  zwei  zu  derselben  Klasse  gehörigen  Systemen  sich  nur 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden  können,  da  die  Grössen  Aj,  l^,  . .,  A„ 
durch  {A)  völlig  bestimmt  sind.  Diese  Exponenten  können  dazu 
dienen,  die  verschiedenen  Functionen  Systeme  derselben  Klasse  von  ein- 
ander zu  unterscheiden,  oder  doch  sie  zu  gruppiren,  und  es  genügt, 
wenn  sie  bekannt  sind,  statt  {Ä)  die  Substitution  (a)  anzugeben,  da 
die  Grössen  i,,  Ag,  , .,  i.„  schon  durch  sie  bestimmt  sind:  wir  werden 
uns  daher  zur  genaueren  Charakteristik  des  Systems  {y^yy^,  ■■,  y») 
des  Ausdrucks 

f   «      ö     .-.    y       1 
(«)  iß)  ...  (*) 


\  (l^      Vn     .  ■  .      Q,,       ) 

bedienen,  in  welchem  die  Grössen  der  übrigen  Verticalreihen  für  die 
Verzweigungs werthe  &,  . .,  ^  die  analoge  Bedeutung  haben  sollen,  wie 
die  der  ersten  für  a.  Ea  hegt  dabei  auf  der  Hand,  dass  jedes  System 
als  ein  specieller  Fall  eines  andern  betrachtet  werden  kann,  in  welchem 
die  entsprechenden  Exponenten  zum  Theil  oder  sämmtlich  niedriger  sind. 
Es  ist  nun  nicht  schwer  zu  beweisen,  dass  zwischen  je  n  -j-  1  Sy- 
stemen, die  derselben  Klasse  angehören,  eine  lineare  homogene  Glei- 


y  Google 


mit  algebraischen  Coefßcienten.  383 

chung  mit  ganzen  Functionen  von  x  als  Coefficienten  stattfindet.  Wir 
unterscheiden  die  entsprechenden  Grössen  in  diesen  w  -}-  1  Systemen 
durch  obere  ludices.  Nehmen  wir  an,  dass  zwischen  ihnen  die  n  Glei- 
chungen stattfinden: 

(2,  «lij/.  +  «iJ/ä"  -i f-  anyf  =  0 

«»!/-.  +  «i  2/1" +  -■  +  «.  !/ir'  =  0, 
so  müssen  die  Grössen  a^,  a, ,  . .,  «„  proportional  sein  den  Determinanten 
der  Systeme,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  dem  Systeme  der 
n(n-\-  1}  Grössen  y  der  Reihe  nach  die  Ite,  2te, ..,(«  +  Ite)  Vertical- 
rcihe  weffl  is^t  Eine  soJche  Determinante  E  +  ^5''  y'?  ■  •  «/t"'  erhält 
duiüh  eiupn  positiven  Umlauf  des  x  um  a  den  Factor  Det.  (A)  und 
kann  für  x  =  a  nicht  unendlich  von  unendlich  grosser  Ordnung  wer- 
den, sie  Idsst  sich  also  nach  um  1  steigenden  Potenzen  von  x  —  a 
entwickeln.  Um  den  niedrigsten  Exponenten  in  dieser  Entwicklung  zu 
bestimmen,  kann  diese  Determinante  in  die  Form  gesetzt  werden 

Det.  («)2;±4"4'*..2':*. 

Tn  letzterer  Determinante  ist  das  erste  Glied 

.»1  .<2i     ,1")  _  /,,      „Vi" + '''i^  +  ••+ ''« ' 

gj    Sa     .  .  Sn     =  l^x  —  ÖIJ   '  '  " 

multiplicirt  in  eine  Function,  die  für  x  =  a  einen  endlichen  und  von  0 
verschiedenen  Werth  hat.  Der  niedrigste  Exponent  in  der  Entwick- 
lung dieses  Gliedes  nach  Potenzen  von  (x  —  a)  ist  daher 

-(.!"  + f.? +  •■  +  /:' 

und  hieraus  erhält  man  durch  Permutation  der  oberen  Indices  die  nie- 
diigbten  Exponenten  in  den  Entwicklungen  der  übrigen  Glieder.  Offenbar 
ist  dei  !^esucbte  Exponent,  aligemein  zu  reden,  gleich  dem  kleinsten  von 
diesen  Werthen  und  jedenfalls  nicht  kleiner.  Bezeichnen  wir  den  klein- 
sten dieser  Werthe  durch  ji,  den  ähnlichen  Werth  für  den  zweiten 
Ver7Meigungs werth  durch  v,  .,.,  für  den  letzten  durch  p,  so  ist 

eine  Function  von  x,  welche  für  alle  endlichen  complexen  Werthe  ein- 
ändrig  und   endlicli  bleibt  und  für  x  ^  oc  unendlich  gross  höchstens 

von  der  Ordnung  ^  {fi  +  v  -| (-  p)  wird,  folglich  eine  ganze  Function 

höchstens  vom  Grade  — (ft  +  >'  + ■■+ p)-    Diese  Grösse  mtiss  daher. 
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wenn  die  Function  nicht  ideütisch  verschwindet,  eine  ganze,  nicht 
negative  Zahl  sein. 

Die  partiellen  Determinanten,  welchen  die  Grössen  a^,,  a^, ..,  «„  pro- 
portional sind,  verhalten  sich  demnach  wie  ganze  Functionen,  multipli- 
eirt  mit  Potenzen  von  X  ^  a,  x  —  b,  . .,  x  —  ff,  deren  Exponenten  in 
den  verschiedenen  Determinanten  sich  um  ganwe  Zahlen  unterscheiden. 
Die  Grössen  a^,  a,,  ..,  re„  verhalten  sieh  daher  selbst  wie  ganze 
Functionen  und  können  in  den  Gleichungen  (2)  durch  diese  ersetzt 
werden,  wodurch  man  den  zu  beweisenden  Satz  erhält. 

Die  Derivirten  der  Functionen  ^j,  «/g,  .  .,  y„  nach  x  bilden  offenbar 
ein  derselben  Klasse  angehöriges  System,  denn  die  Differentialquotienten 
der  Functionen  (Ä)  (y^,  y^,  . .,  i/„),  in  welche  {pi,  y.^,  . .  y„)  durch  einen 
positiven  Umlauf  des  x  um  a  übergehen,  sind 


da  die   Coefficienten  in  (A)  eonstant  sind.     Durch  diese   Bemerljuug 
erhält  man  aus  dem  eben  bewiesenen  Satz  die  beiden  Coroltare; 
„J>w  Functionen  y  eines  Systems  genügen  einer  BifferentialgJekMng 
nter  Ordnung,  deren  Coefficienten  game  Ftmctionen  von  x  sind." 
und: 

„Jedes  derselben  Klasse  angekörige  System  lässt  sich  in  diese  Fundionen 
und  ihre  n  — ■  1  ersten  Differenüalguotienten  linear  mit  rationalen 
Coefficienten  ausdrücken." 

Mit  Hülfe  des  letzteren  lässt  sich  ein  allgemeiner  Ausdruck  für 
sämmtliche  Systeme  einer  Klasse  bilden,  ans  welchem  man  sofort  sehen 
würde,  dass  die  Anzahl  sämmtlicher  Systeme,  wie  oben  behauptet, 
unendhch  ist;  es  soll  indess  hier  nur  angewandt  werden  rar  Aufsuchung 
aller  Systeme,  in  weichen  nicht  bloss  die  Substitutionen,  sondern  auch 
die  Exponenten  dieselben  sind.  Für  ein  beliebiges  System  Y^,  J,^,  ...,Yn 
mit  denselben  Substitutionen  und  denselben  Exponenten  wie  y,,y2,  ■  ■,  y» 
hat  man  nach  demselben,  wenn  man  die  Derivirten  nach  Lagrange 
bozeiehnct,  n  lineare  Gleichungen  von  der  Form: 

'^0  Yi  =  hp^  +  \yi  +  ■  ■  +  h-i'/r'^ 


r,r„  =  \y,  +  \y„  -{ J-  K-iy'',', 

wobei  die  Coefficienten  ganze  Functionen  von  x  sind.  Die  Function 
c„  hängt  nur  von  den  Functionen  y  ab,  und  für  den  Grad  der 
Functionen  h  ergiebt  sich  ein  endliches  Maximum,  so  dass  sie  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Coefficienten  haben.     Damit  umgekehrt  die  aus 
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diesen  Gleichungen  sich  ergebenden  Functionen  Y,,  Y^r  ■  -j  ^"  "üß  '^'^" 
langten  Eigenschaften  haben,  müssen  diese  Coefficienten  so  besehaffen 
sein,  dass  für  die  Yerzweigungswerthe  ihre  Exponenten  nicht  niedriger 
sind  als  die  der  Functionen  «/  und  dass  sie  für  alle  anderen  Werthe 
von  X  endlich  bleiben.  Diese  Bedingungen  liefern  für  die  Coefficienten 
der  Potenzen  von  x  in  den  Functionen  h  ein  System  linearer  homogener 
Gleichungen.  Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  ergiebt,  wenn  sie  zur 
Be.'^tiinmung  der  Coefficienten  hinreichen,  als  allgemeinsten  Werth  der 
Functionen  (Y)  den  Werth  couat.{y),  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist 
aber  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

Y,  =  ky,  +  k,  ri*»  +  -  ■  +  /r™  Fl"" 


Y„  =  ky^  +  K  ri"  +  ■  +k„,  Yt" 
mit  den  willkürlichen  Constanten  k,  \ , . . . ,  Icm.  Von  diesen  willkür- 
lichen Constaiiteu  kann  man  eine  nach  der  andern  als  Function  der 
übrigen  so  bestimmen,  dass  das  Anfangsglied  in  der  Entwicklung  einer 
der  Functionen  {a)-^{Y),  {ß)-\Y),...,{&)-^{Y)  Null  wird,  wodurch 
die  Exponenten  summe  jedesmal  wenigstens  um  eine  Einheit  erhöht 
wird,  so  dass  schliesslich  die  Exponenten  summe  wenigstens  um  in  er- 
höht und  die  Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  um  ebenso  viel  ver- 
mindert ist.  Auf  diese  Weise  kann  man  aus  jedem  Systeme  von 
n  Functionen  ein  anderes  mit  höheren  Exponenten  ableiten,  welches 
durch  die  Substitutionen  und  die  Exponenten  in  seiner  Charakteristik 
bis  auf  einen  allen  Functionen  gemeinschaftlichen  constanten  Factor 
völlig  bestimmt  ift  Es  werde  nun  auch  dieser  Factor  dadurch  be- 
'stimmt,  dass  man  den  Coetficienten  der  niedu^sten  Potenz  von  )  —  a 
m  der  Entwicklung  der  ersten  von  den  Functionen  ia)~'-{ii)  glfieh  1 
setzt,  so  dd,&a  die  Functionen  y  emdeutif»  bestimmt  sind  ■^) 

Min.  hat  Jann  nur  nuthig  sclia  f  anfiufa,S3en  wie  sii,h  der  Verlauf  dieser 
1  11  ctionen  mit  dei  I  age  eines  der  Verzweignngs werthe  z  B  «s  andeit  im 
u  dem  Sitz  zu  gelangen  di^s  d  e  GrJ  asLn  ij  ein  ihnliches  ^yst  m  von 
Fnnction  n  wie  von  x  inch  von  a  iilden  mit  den  Veraweigun{,swertlien 
b    c     !  g  a.  und  Substitutionen    die  aus  {A)  {L)  (F)  zuaamn  engeeetzt 

sind      Für  den  Fall     dass   es   immuglicli   ist     die  1  nnctionen   mit  a  so  zu  an 

jBhli  ht  Utdg       ghttM  itEm 

DwdklgdktWtebg  thtmPddB        kg        n 

h  htnltg       Ihlht      bttdmnhtd  tll      a  t 

dk         udrfnwl         dhdii.  Wt        tklgdd 

a      d    t  te    w   htig      Tl     n        tb  It  -  A  f    n  g      Bl  tt  m   w  1  ii    E  tw    f 

1  t  h     d       Abi      dl     g       tt  It         ii  d  h   d      &  un  1 

Wtfhgd  thdUt         b  d         h         Nif  lg     1 

m  gl    h  t  d   d    t      F    m  m  tu     1  W 

RiSBJiSs'i,  gussmmelte  maUioinutisclie  Wecke.  'i5 
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den  da'!?  tn  mtli^he  Subatitutionen  constint  bleiben  —  weil  die  Anzihl  der 
n  ihnen  enthaltenen  willl,  lrln.hen  Constanten  geringer  ist  als  dip  Anzahl  der 
hieifur  zu  erfiUenden  Bedingungen  —  kann  man  das  System  al=  einen  be 
aonderen  Fall  eines  Systems  mit  nitdngeren  Fsponenten  l  etrauhten  in  welchem 
fiir  diese  sj  eciellen  Werthe  von  ab  a  die  Coefficienten  einiger  Änfinga 

gheder  m  den  Reihen  für  (b;~^(i/)    {ß)~^{y)  (*■)"'(!/)  verEchwinden 

In  Folge  dieses  Sataei   bilden   die  Gröaaen  y  ,  y=  y^  Functionen   von 

2  Vetanderlahen  a  l  q   i.    welche    wenn  lammUiLlic  veianderliche  GröBBen 

wieder  »hie  ft  Iheren  Werthe  innehmen  entweder  die  früheren  Werthe  wieder 
erhilten  oder  in  lineare  Ausdrucke  ihrei  früheren  Werthe  übergehen  mit 
einem  con'rtanten  CoefficienteoBjattm  das  aus  den  p  —  "  bebeb  g  gegebenen 
Systemen  (A)   (L)    (Cj  (F)  irgendwie  zusammengesetat  ist 

Auf  eine  weitere  Untersi  chiuig  dieser  Functionen  von  mehreren  Verander 
lithen  un  i  ler  Hulfamittel  welche  der  letzte  Satz  für  die  Integration  linearor 
Different  algleichungea  bietet  muss  ich  für  jetzt  verzichten  und  1  imerke  nni 
rO(,h  daas  ein  Integral  einer  algebiaiachen  Function  als  ein  apeeicller  Fall  der 
hier  behandelten  Functionen  betiai-htet  werden  kann  und  daas  man  durch  An 
Wendung  dieser  Priicijien  auf  ein  solches  Integral  T,ut  Functionen  gefihit 
wird  welche  die  allgemeinen  d  Pehen  mit  lelieligen  lenodicitatsn  oduln 
■lirst  eilen 

Bestimmung  der  Form  der  DifFerentialgleiohinig. 

Es  wird  die  nächste  Aufgabe  dor  auf  diese  Principien  zu  grumten- 
den Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  sein,  die  einfachsten 
Systeme  jeder  Klasse  aufzusuchen,  und  zu  diesem  Ende  zunächst  die 
Form  der  Differentialgleichung  näher  zu  bestimmen.  Verstehen  wir 
unter  den  obigen  Functionen  j/*^',  y'-^>,..,,y'-''^  jetzt,  wie  Lagrange,  die 
suceessiven  Derivirten  der  Function  i/,  so  werden  die  Gleichungen  (2) 
die  Differentialgleichung,  welcher  sie  genügen,  darstellen.  Der  Grad 
der  ganzen  Functionen,  welche  fiir  die  Coefficienten  gesetzt  werden 
können,  bestimmt  sich  folgendermassen:  durch  jede  Differentiation  nach 
X  werden  sämmtliche  Exponenten  der  Charakteristik,  vorausgesetzt  dass 
keiner  eine  ganze  Zahl  ist,  um  die  Einheit  erniedrigt.   Es  bleibt  daher: 

2+  (y,y''-3'r")  {==  -«)-' (^  -  t)--...(x~g)->^x„ 

allenthalben  endlich  und  einandrig,  wenn  man 

—        „             m.«  —  1—         „            «.«— 1        -          „            n  .11  —  \ 
fi  =  SiiM g— ;  v  =  SiVi ^ — ;--;9  =  ^'-0i 2 — 

setzt.     Für  a:  =  cq  wird,  da  die  Functionen  y  endlich   und  einändrig 

bleiben,  -S  +  i/jj/a  ..y'^~     unendlich  klein  von  der  Ordnung:  )i(w—  1), 

Der  Grad  der  ganzen  Function  X,,  ist  daher 

r  =  (wi  — 2)— ^ s, 

wenn   m  die   Anzalil   der  Verzweigungs werthe  und   s   die  Summe   der 
Exponenten  in  der  Charakteristik  bezeichnet. 
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Wenn  in  dem  System  der  «  . «  +  1  Grössen  y  statt  der  letsten 
VertJcalreiLe  die  (w  +  1  —  i)te  weggelassen  wird,  so  muss  die  aus 
ihnen  gebildete  Determinante  allgemein  zu  reden  mit  um  t  höheren 
Potenzen  von  x  ^  a,  x  —  h,..  .,  x  —  g  multiplicirt  werden  und  wird 
dadurch  eine  ganze  Function  vom  Grade  r-\-{m  —  l')t  [nur  für  (  =  « 
ist  dieser  Grad  r  -\-  (m  —  2)m]. 

Die  Differentialgleichung  lässt  sich  daher,  wenn  man  das  Produet 
(x  -~  a)  {x  —  h) . . .{x  —  g)  durch  ©  bezeichnet  in  die  Form: 

X.y  -I-  <oX„_iy'  +  ■■■«"  Xo^/W  =  0 
setzen,  so  dass  die  Grössen  X,  ganze  rationale  Functionen  vom  Grade 
r  -j-  (m  —  1)1  sind.     [X„  vom  Grade  )■  +  (m  —  2)«.] 

Man  untersuche  jetzt,  welchen  Bedingungen  die  Coefficienten  die- 
ser Functionen  genügen  müssen,  damit  nur  für  die  Werthe  a,  h,...,g 
eine  Verzweigung  eintritt  und  die  Unstet! gkeitsexponenten  für  sie  die 
gegebenen  \^  erthe  haben.  Eine  Verzweigung  findet  so  lange  und  nur 
«o  lan^e  nicht  statt,  als  sieh  alle  Losungen  der  Differentialgleichung 
mch  ganzen  Potenzen  der  Aenderung  von  x  entwickeln  lassen,  oder 
«so  lange  die  Entwicklung  von  y  nach  dem  Mac-Laurin' sehen  Satz 
n  willkuihche  Coustanten  enthält.  Dies  ist  immer  der  Fall,  wenn  a^ 
von  0  verschieden  ist.  Man  hat  daher  nur  den  Fall  a„  =  0  zu  unter- 
suchen.    Setzt  man  die  Differentialgleichung  iu  die  Form: 

hV  -{-  h  {^  —  <^)y'  -hh{«^  —  (^yf-\ -\-h„{x—  a)''y(''i  =  0, 

so  müssen,  damit  um  x  =  a  die  Function  y  den  vorgeschriebenen 
Charakter  hat,  ;ij,  /i^, -.,  (i^  sämmtlich  Wurzeln  der  Gleichung 

6.  +  !■,  C  +  ■  ■  +  6.  C(C  -  1)  ■ .  ■  (C  -  «  +  1)  -  0 
sein.  Dieses  liefert  n  Bedingungen  für  die  Functionen  X  und  erfor- 
dert üherdies,  da  alle  Grössen  (i  endhch  und  unter  einander  ungleich 
sind,  dass  &„  für  x  =  a  nicht  0  sei.  Aehnliches  gilt  für  die  übrigen 
Wurzeln  h,c,...,g  von  o  =  0.  Es  kann  sonach  Xy  =  0  mit  «^=0 
keine  Wurzel  gemeinschaftlich  haben. 

Ist  nun  (für  eine  Wurzel  von  Xo  =  0)  a„  ==  0,  a^—i  aber  von  0 
verschieden,  so  können  (für  diese)  y,  /,...,  j/l"-^'  willkürlich  ange- 
nommen werden,  dann  aber  ist  ^("-'l  durch  die  Differentialgleichung 

bestimmt,  so  dass  n  —  \  willkürliche  Constanteu  m  den  n  —  1  ersten 
Gliedern  der  Mac-Laurin'schen  Reihe  auftieten,  die  letzte  Constaute 
aber  frühestens  im  (n  +  l)ten.  Man  nehme  an,  dass  sie  zuerst  im 
(«  +  Ä)tßii  erscheine. 
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Eliminirt  man  dann  aber  in  der  /tten  Derivirten  der  Differeutial- 
gleichong: 

0»!/'"+'''  +  (h<h.  +  «„-x)/"+'-"  + =  0 

die  Grössen  1/'"+''"*', .  . , .,  ^'«—11  mittelst  der  vorhergehenden  Deri- 
virten imd  der  Differentialgleichung  selbst,  so  müssen  die  Coefficienten 
von  ?/!"+''— i)j  »z'""^',  3/'"~*',..,  »/  sämmtlich  verschwinden,  da  diese 
Grössen  von  einander  iinabhiingig  sind.     Mim  erhält  also 

ha„  +  a^^i  =  0, 
also  a'jt  von  0   verschieden  und   ausserdem  Boeli  n  —  1    Gleichungen, 
und    es    ergehen   sich  n  Bedingimgsgleichungen    iur    die  Coefficienten 
der  Functionen  X 

Man  setze  nun  zweitens  voraus,  dass  a^  und  a^—i  gleichzeitig 
verschwinden,  «„_s  aber  eiitllich  bleibt,  so  dass  die  ji  —  2  ersten 
Glieder  der  Mac-Laarin'schen  Reihe  n  —  2  willkürliche  Gonstanten 
enthalten,  und  nehme  an,  dass  die  folgende  im  (n -\~  h — l)ten,  die 
letzte  im  (n  -\-  h'  —-  l)ten  zuerst  auftrete.  Alsdann  ergeben  sich,  damit 
y«+j— 2)  u^j  yn+y— a)  yQjj  ^gjj  Berthen  der  niedrigeren  Differential- 
quotioiten  unabhängig  werden,  die  Gleichungen: 

tC  =  0,     -—-^ — -  «n  +  ÄÖb— 1  +  ««— 2  =  0, 

h' .  fi'—  1    „    .    -.,  ,        ,  „ 

-—    —  a„  +««„_(-)-  (T^_a=  t*! 

also  a"n  und  a„^-i  von  Null  verschieden,  und  ausserdem  2n  —  3  Glei- 
chungen. Es  werden  also  zwei  Linearfactoren  von  «„  =  0  und  man 
erhält  2m  Bedingungen  für  die  Functionen  X, 

Auf  ähnliche  Art  findet  man  für  den  Fall  wenn  a„,  ß„_i,  a^—i 
gleichzeitig  verschwinden,  a„_a  aber  endlieh  bleibt,  und  die  drei  letzten 
willkürlichen  Constanten  zuerst  im  (m  -J"  ^'  —  2)ten,  (ii  -\-  U  —  2)ten, 
{)i-\-1i" — 2)ten  Gliede  auftreten,  die  Bedingungen: 

ft.ft  — i.ft  — 2    ..,   ,   h.h  —  l    ..        ,    7    .         ,  ,, 

1.2.3  -O"   +  -ITS-"—  +  *«"->  +  »-»  ~  » 

für  /(,  /(',  ?i"  und  ausserdem  noch  3w  —  6  Gleichungen,  so  dass  a„  drei 
und  nur  drei  gleiche  Wurzeln  hat,  und  S«  Bedingungen  erfüllt  wer- 
den müssen.  Durch  Verallgemeinerung  dieser  Schlüsse  ergiebt  sich 
ofi^enbar,  dass  jeder  Linearfacfcor  von  X^  n  Bedingungen  zwischen  den 
Functionen  X  zur  Folge  hat*). 

*}  Ueber  das  Verhalten  der  Differentialgleichnog  fär  uneüdlicliK  Werthe  von 
X  findet  sich  im  Kiemann'sohe»  Manuäctipt  njchta;  die  Abz'ahiiuig  der  Conetanten 
ist  mir  angedeutet;   daa  Folgende  ist  daher  ao  gut  als  möglich  vom  Heransgeber 
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Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  einer  der  singulären  Punkte, 
etwa  <j  im  Unendlichen  liegt  und  mit  ca  die  Function  (jh  —  l)ten 
Grades 

bezeichnen. 

Die  aus  der  Matrix 

Vi-  yl  -  ■  •  yi^ 


y.,  y.---yV 

gebildeten  )(-reihigen  Determinanten  sollen  mit  A^,  A,,.,.,  A„  be- 
zeichnet sein,  so  dass  j/i,  y.^,...,  y^  particulare  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung 

yA„  +  y-A,  +  f  A,  +  . . .  +  »/("'A,  =  0 
sind.     Die  Function 

Ai{x  —  «)"-''  (x  —  b)~~'.  . .  a  ^      ^  X„-k 

ist  dann,  wie  schon  oben  bemerkt,  eine  ganze  rationale  Function 
von  X,  deren  Grad  sich  aus  der  Betrachtung  des  singulären  Punktes 
X  ^  oii  ergiebt,  nämlich,  wenn  mit  rt  der  Grad  von  Xi  bezeichnet  wird, 

,,_.-  +  (.»  -  2)i, 
worin 

der  (jrad  von  X,,  und 

s  =  ^ft  +  i>  +  ■  ■  +  2.> 
eine  ganze  Zahl  ist. 

Die  Difi'erenfcialgleichung  lür  y  lässt  sich  nun  in  die  Form  setzen 

e,"  X,yM  +  «"-iX,;/!"-^)  +  . . .  +  <aX„^ij/'  +  X„;/  =  0 

und    wegen    der  r  Nullpunkte   von   X^,   die  nicht  zu    den   singulären 

gehören   sollen,   müssen  nach    dem  Obigen  rn  Bedingungen   zwischen 

den  in  dieser  Differentialgleichung  enthaltenen  Constanten  stattfinden. 

Ks  bleiben   sonach    in    der   Differentialgleichung    an    verfügbaren 
Constanten  (da  ein  Coefficient  =  1  gesetzt  werden  darf) 

^(•■,  +  1)  -  1  -  r»  _  r  +  «  +  (m  -  jj^Li^l 
oder  für  r  seinen  Werth  gesetzt 

oi^äuzt.  Es  ist  bereits  in  der  eratoD  Auflage  bemerkt,  dass  es  eine  wesentliclie 
Vereinfachung  zur  Folge  hat,  wenn  man  einen  der  Unatetigkeitapunkte  ins  Un- 
endlielie  verlegt.  Bei  dieser  Vereinfachung,  die  hier  durchgeführt  ist,  wild  zugleich 
ein  Irrthum  vermiBden,  der  hei  der  CouBtaiitenzäiilung  in  der  ersten  Auflage  ent- 
halten war,  auf  den  mich  Herr  Dr.  Hilbert  aufmerksam  gemacht  hat.        W. 
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->  +  (m-'i)n'  +  n 
und    in    einem    beliebigen    System    von    n    particularea    Integralen 
Vit  V'^-'-V«!  wobei  noch  n^  Integrationsconstanten  hinzutreten, 

-«  +  (•»-  !)»■  +  <• 
unbestimmte  Constanten. 

Die  Zahl  der  Coefficienten  in  den  Substitutionen  (Ä),  (Ji)  . . .  (G) 
beträgt  mn^  und  so  viele  Bedingungen  würden  also  erfüllt  werden, 
müssen,  wenn  diese  Substitutionen  beliebig  vorgeschrieben  sind.  Nun 
sind  aber  diese  Substitutionen  an  die  Bedingung  (1)  gebunden,  so 
dass  n^  von  den  erwähnten  Bedingungen  eine  identische  Folge  der 
übrigen  sind.  Es  bleiben  daher  (m  —  l)n^  Bedingungen  übrig  und 
die  Anzahl  der  nun  noch  verfügbaren  Constanten  beträgt  n  —  s. 
Diese  Zahl  muss  mindestens  =  1  sein,  da  ein  gemeinschaftlicher 
Factor  bei  allcu  y  willkürlich  bleiben  muss  und  daraus  folgt 
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XXII. 

Commentatio  inathematica,  qua  respondere  tentatur  quaestioni 
ab  111™'"'  Academia  Parisiensi  propositae: 

„Trouver  quel  doit  etre  l'etat  calorifique  d'un  corps  solide  liomu- 
gene  indefini  pour  qu'nn  sjsteme  de  courbes  isothGrnies,  Ts  uh  instant 
donne,  restent  isothermes  apres  un  temps  queleonquej  de  teile  aorte 
que  la  temperature  d'un  point  puisse  s'exprimer  eu  fonction  du  temps 
et  de  deux  autres  variables  independantes,"  *) 

Et  hia  principiia  via  stertiitur  ad   majora, 
1. 

Quaestioiiem  ab  il!'""  Academia  propositam  ita  traetabimus,  ut 
primum  quaestionem  geiieraliorem  aolvamus: 

quales  esse  debeaut  proprietates  corporis  motum  caloris  determi- 

nantes  et  distributio  caloris,  ut  detur  syatema  liuearum  quae  sem- 

per  isothermae  maneaut, 
deinde 

ex  solutione  generali  hujus   problematis   eos   casus   seligamus,  in 

quibus  proprietates   illae  evadaut   ubique  eaedem,  sive  corpus  sit 

Iiomogeneum. 

Pars  prima. 
2. 
Priorem    quaestionem   ut   aggrediamur,    considerandus   est  motus 
caloris  in  corpore  qualicuuque.     8i  m   denotat  temperaturam  tempore 

*)  Diese  Beantwortung  der  von  der  Pariser  Akademie  im  Jahre  1858  gestell- 
ten und  1863  zurückgezogeneo  Preieaufgabe  wurde  von  Riemann  am  1.  JqU 
1861  der  Akademie  eingereicht.  Der  Preis  wurde  derselben  nicht  zuerkannt,  weil 
die  Wege,  auf  denen  die  Resultate  gefunden  wurden,  nicht  vollständig  angegeben 
sind.  Von  der  AusführuDg  einer  beabsichtigten  ansflihrliclieren  Bearbeitung  des 
Gegenstandes  wurde  Bieraanii  durch  seinen  Gesundheitszustand  abgehalten. 
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(  in  puncto  (a;,,  a;^,  Xg)  aequafcionem  generalem,  secundum  (juam  haec 
fuQctio  M  variatur,  liujus  esse  formae  constatj 

^(        du    ,  du    ,  du\ 


Si, 

d 

(»., 

'da:, 

+ 

«...£ 

+  «,, 

.H) 

«X, 

d 

(«.. 

du 
■8«, 

+ 

f'-'K. 

+  «., 

.£) 

"1"  "         "         Saia  "dt' 

Qua  in  aeqiiatione  qnantitatea  a  conducfcibilifcates  resultantes,  h  caloreni 
apecificuni  pro  nnitate  voluminis,  sive  productum  ex  calore  apeeifico 
in  deoaitatem  designant  et  tanquam  functioneB  pro  lubitu  datae  ipsa- 
rum  Xi,  x^,  x.^  spectantur,  Disquisitionem  uostram  ad  ouni  casum 
restringimus,  in  quo  conductibilitas  eadera  est  in  binis  djrectionibas 
oppositis  ideoque  inter  quantitatea  a  relatio 

«,,,■  =  tt,',, 
intercedit.    Praeterea  quum  calor  a  loeo  calidiore  iu  frigidiorem  migret 
neeesse  est,  ut  forma  secundi  gradus 


Mit  positiva. 

3. 

lam in aequatione (I) in  loeos  eoordinatarum rectangularium x^ ,x^,Xg 
treu   variabiles  indepeudentes  quaslibet  novas  s^,  s^,  %  introducamus. 

Haec  transformatio  aeqaationis  (I)  facillime  inde  peti  potest,  quod 
baec  aequatio  conditio  est  neeessaria  et  aufficiens,  ut,  designante  Sti 
variationem  quamcunque  infinite  parvam  ipsius  u,  integrale 

'•'^■'    ''J'JJ'2'''''l^,  l-'-/'>i''^<'l'>  +  J Jj2h%S«dx,ax,dx, 

per  corpus  extenauni,  solum  a  valore  variationis  8u  in  superficie  pen- 
deat.     Introductis  novis  variabilibus  baec  expressio  (j1)  transibit  in 
{B)    ä  j'  j'  f^'^.,cl"  l^isids^ds,  +   /*  /'  i'2h''^läuds,ds,iU, 

posito  brevitatis  causa 

■^        ÖS,,  ds^ 

•^  i_3s,  ds-j.  SSs  '''*'  ■^T    I    '^^i  ^h  3*3 

^  ±  §^^  ga;,  e^  ^  —  d£,  ö"^  dx. 
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Quoc 

Isi  foi 

•mal 

-um  seeundi  gradus 

(1) 

c 

determinautes  sunt  Ä,  B  et  formae  adjunctae 

(3) 

c 

::;»::  °:;:)  «  C::l:: 

,  A. 

iuveuietui 

icleoq» 

„          öa.  Sa,, 

2  «.,.' i!^. liw  -  _2 '''■'"'**' 

Unde  facile  perspicitur  transformatiouem  aequatiouis  (1)  reduci 
poase  ad  transforinationem  expresaionis  £a,,,-dx,d'xe. 

Quae  quum  ita  sint,  problema  nüstrum  generale  lioc  modo  solvere 
possumus,  ut  primum  quaeramus,  quales  esae  debeant  functiones  6,,i'  et 
/.:  ipsarum  s^,  s^,  Sj,  ot  u  ab  una  harum  qnantitatum  üon  pendere 
possit.  Qua  quaeatione  soluta  expressio  Uß,,,-ds,ds,'  formari  poterit. 
Tum  ut,  datis  valoribns  quantitatum  «,,,■  et  quantitatis  Jt,  inveniamus, 
nuin  u  functio  teiuporis  et  duarum  tantum  variabilium  fieri  possit  et 
qmbusnain  in  casibiis,  quaerendum  est,  an  expressio  illa  2Jß,,i-ds,ds,' 
m  foruiam  datam  transformari  possit;  et  hanc  quaestionem  infra  vide- 
bimua  eadem  iere  methodo  tractari  posse,  qua  Gauss  in  tbeoria 
siiperfieierum  curvarum  usus  est. 


Primum  igitur  quaeramus,  quales  esae  debeant  functiones  &,,,•  et  1^ 
ipsaruni  S[,  %,  ■%,  ut  it  ab  una  barum  quantitatum  non  pendere  possit. 
Ut  deüotatiouem  simpliciorem  reddamus,  quantitates  Si,  s^,  s^  per  k,  ß,  y 
designemus  et  formam  (2)  per 


/a,  h,  c\ 
\a,  h',  c') 


si  M  a  y  non  pendet,  aequatio  differerentialia  erit  fovinae 
(II)    „g  +  2c'j'^j,j-r.5j-. 
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posito 

Tribuendo  ipsi  y  valorea  tletermiuatos  diversos  es  aequatiooe  (II) 
iüter  sex  quofcientes  differentiales  ipsius  u  obtiuebuntur  aequationes 
diversae,  quarum  eoefficientes  a  y  noii  peuilent.  Quüdsi  ex  bis  aeqiia- 
tioiiibus  m  saut  a  se  independenfces 

Fi  =  0,  E,  =  0,...,  i^„.  =  0, 
ita  ut  caeterae  omues  ex  iis  sequantur,  aequatio  F=^0  iiecesse  est  pro 
quovis   ipsius  y   valore   ex  bis    m  aequationibus  fluat,  uiide  F  formae 
esse  debct 

Ci^i  +  Ca-fsH \-c,nF„,, 

qua  in  expressiono  solae  quantitates  c  a,  y  pendeiit. 

lam  casus  singulos,  quaudo  m  est  1,2,3,4  paulo  acciiratius  exa- 
minemus  simulque  aequatioues  a  y  independentes,  in  quas  aequatio 
F  =  0  dissolvitur,  ia  formas  simpliciores  redigere  curemus. 

Casus  primus,  »«  =  1, 

8i  m=  1,  in  aequatione  (II)  rationes  coefficientium  a  y  nou  pen- 
debunt. At  iatroducendo  in  locum  ipsius  y  novam  variabilem  fhdy 
semper  effiei  potest,  ut  /c  fiat  =  1,  quo  paeto  eoefficientes  omues  a  y 
evadent  independentes.  Porro  introdueerido  in  locos  ipsarum  «,  ß  novas 
variabiles  semper  effiei  potest,  ut  a  et  6  evanescant.  Hoc  enim  eve- 
niet,  si  espressio  6  da^  +  2e' daäß-{-a dß*  (quae  quadratum  expressionis 
differentialis  linearis  esse  nequit,  si  (2)  est  forma  positiva)  in  formam 
mdu'dß'  redigitur  et  quantitates  «',  ß'  tanquam  variabiles  indepen- 
dentes  sumuntur. 

Aequatio  igitur  differentialis  (11)  hoc  in  easu  in  formaui 

redigi  potest  et  in  forma  (2)  m,  h  tum  eruut  =  0,  a  et  h'  functiones 
lineares  ipsius  y,  et  c  a.  y  independens.  Caeterum  patet  temperaturam 
in  boe  casu  semper  a  y  independentem  mauere,  si  temperatura  iuitialis 
sit  functio  quaelibet  solarum  «  et  ß, 

Casus  seeuuduB,  m  =  2. 

Si  aequatio  (II)  in  duas  aequatioues  a  y  independeutes  discinditur, 
üpe  alterius  ^  es  altera  ejici  potest.  Brevitatie  causa  haec  ita  ex- 
hibeatur 

(1)  ^»  -  0, 

ilk 
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(ä)  -^"-ll 

ilenotaiitibus  ^  et  j1  expressioaes  char acter iaticas  ex  8^  et  S^  conflatas. 
Aequationem  priorem  facile  perspicitur  mutatia  variabilibus  inde- 
pendeiitibus  ita  traBsfoniiari  posse  nt  sit  z/ 

vel  =  g' +e0„  +  /'e^ 
vel  =  g„ , 

valoribus  c  =  0,  /==  0  aon  exelusis. 
Quoiiiam  sit 

0  =  5,  Ju  =  z/?,^(  =  z/y/M, 
ex  bis  duabua  aoquationibus  (1)  et  (2)  sequitur 

lam  (luo  distiiiguendi  sunt  casus,   prout  haec  aequatio  (3)  vel  es 
aequatiune  (1)  fluat,  {«),  sive  sit 

deuotante  ®  novam  expreasionem  characteristieain ,  vel  nou  ti«at,  ((S), 
novamque  aequationem  a  Ju  independ entern  sistat. 

Casum  priorem   («)  ut   saltem  pro   una  forma   ipsius  z/  perscru- 
temur,  supponamus 

zl  =  d^dii-l-cc„-i-f8^. 
Tarn  zl  ylu  ope  aequationis  z^Ji  =  0  ad   espressionera   reduci   potest, 
quae  solas  derivationes  secundum  alteram  utram  variabilem  uontineat 
Dt  coefficientes  omnes  cifrae  aequales  habere  debeat.    PonamuSj  quum 
terniinus  8^  8^  continens  ope  aequationis  jJu  =  0  ejici  püssit, 

A  =  adl+  bd}  +  cg„  +  dd^ 
fbrmemusqiie  expressionem 

J/l  —  A^. 
lu  Lac  exprcMsionü  quiini  coefficientes  ipsarum  8a,  8^  evanescere  debeant, 
iuvonitur  ,„  =  0,  tt—  =  0,  nnde  ai  casus  speciales  ö  =  0,  i  ^  0  ex- 
clnduiitur,  mutatis  variabilibus  independentibus  effici  potest,  ut  sit 
([  =  ö  =  1.  'J'um  autem  invenitur  ponendo  coefficientes  ipsarum  da,  d^ 
iu  expressione  reducta  ^^Ä  cifrae  aequales 

8c  _^8e       da  _  ,  df 
linde  poiii  potest 
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^  =  gf  +  g^  +  2^a„  +  2|j3^ 

denotantibus  m,  n  functioiw;s  ipsarum  a,  ß,  quae  jani  Juabus  iiequa- 
tionibus  differentialibus  suftieere  debent,  ut  coefflcientes  ipsarum  da,  d^ 
m  expressione  reducta  ^A  evaaescant. 

Prorsua  simili  modo  in  reliquis  casibus  specialibus  formae  sim- 
plicissimae  ipsarum  J  si  A  iuveniuntur  conditioni 

JA=®J 
satisfaeientes.     Sed    Imie   disquisitioni    prolixiori   quam  difficiliori  hie 
uon  immoramui'. 

Caeterum  patet  ia  hoc  casu  tetuperaturam  semper  a  y  indepeaden- 
tem  mauere,  si  temperatura  initialis  est  funetio  quaelibeb  ipsarum 
K  et  j5  aequatioiii  z/«  =  0  satisfaciens;  sequitur  enim  ex  aequatiooibus 

Au  =^^=rT 

dt 
0  =  0Ait,  =  ^  4u  =  zldtU  =  -F-T-    et   proin    aequatiu    Au  =  0  sub- 
sistere   pergit,    si   initio    valet   et   funetio   m   secundum    aequationem 
Au  =  -^  variatur.    Tum  autem  satisfit  legi  motus  caloris  eive  aequa- 
tioni  F  =  0. 

5. 

lleatat  casus  specialis  alter  (jJ)  quando  AAu  =  0  &  Au^  0  est 
independens.  Ut  simul  et  casus  sequentes  m  =  3,  »(  =  4  amplectemur, 
Muppositioneni  generaliorem  examinemus,  praeter  aequationem  Au  =  0 
baberi  aequationem  differentialem  quamlibet  linearem  &tt  =  0,  ipsum 
K—  non  eontinentem  et  a  Au  =  0  in depend entern. 

Si  A  est  formae  dad^  -|-  e3„  +  fc^,  ope  aequationis  ^u  =  0  ex- 
pressio  &  a  derivationibus  secundum  ambas  variabiles  liberari  potest. 

lam  duo  distingaendj  sunt  casus. 

Si  ex  expressione  ®  omnes  quotientes  ditterentiales  secundum 
alteram  utram  variabilem  ex.  gr.  secundum  ß  simul  exeidunt,  obtinetur 
aequatio  differentialis  solos  quotientes  difl'erentiales  secundum  a  con- 
tinens  formae 

(1)  2"  «'S-»' 

sin  minus,  semper  elici  poterit  aequatio  differentialis  formae 
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(2) 


2-1?- 


:0 


sive  solos  quotientes  differentialea  secuadum  t  coiütineiiM. 

Nam  in  hoc  caau  espressiones  j4u,  A^u,  A^u,..,  quibus  quotientes 
(lifferentiales  ipsius  m  secuiidum  t  aequales  sunt,  ope  aequationum 
^u  ^  0,  @u  =  0  aemper  ita  transformari  possunt,  ut  aolos  quotientes 
differentiales  secundum  alteram  utram  variabilem  contineanfc  eosque  non 
altiores  quam  &u.  Quorum  numerus  quura  sit  finitus,  eliminando  ae- 
quatioHem  formae  (2)  obtineri  poaae  manifestum  eat.  Coeffieientes  Oy 
wtriusque  aequationia  sunt  funetionea  ipsarum  «,  ß. 

Observare  eonveniet,  alteram  utram  harum  aequationum  seraper 
valere  etiamsi  zJ  nou  sit  formae  d^d.i  +  e3„  +  /'t^.  Casua  specialis, 
quaudo  ^  =  Sa  +  '^''a  +  f^ii  ^^  utrumquo  casum  referri  potest,  quum 
ope  aequationis  ^w  =  0  tum  ex  ©ii,  tum  ex  jIu  omnes  derivationes 
secuudum  ß  ejici  posaint,  quo  facto  aequatio  utriusque  formae  facile 
obtinetur.  Si  f=0,  hie  casus  sicuti  casus  ^  =  d«  ad  casum  priorem 
refereadiis  eat. 

lam  caaum  posteriorem  accuratius  perscruteuiur. 

Solutionem  seiieraiem  aequationis 


2'^-' 


e  termiuis  formae  fif)«^'  conflatam  esse  constat,  denotante  f{t)  functio- 
nem  integram  ipsius  t  ci  X  quaiititatem  a  t  non  pendentem,  facileque 
persiüeitur  hos  terminoa  singulos  anquationi  (I)  satisfacere  debere. 
lam  demonstrabimus  fieri  non  poaae,  ut  sit  Z  functio  ipsarum  x^,  x^,  x^. 

Sit  lit"  terminus  sunimus  functionis  ({fj  distinguanturque  duo 
easus. 

1°.  Quaudo  A  aut  realis  est  aut  formae  fi  -\-  vi  ^i  it,v  functiones 
nniua  variabilis  realis  a  ipsarum  x^,  x^,  x^,  aubstituendo  n^fit^e^' 
in  parte  laeva  aequationis  (1)  coefficieiis  ipsius  i°+^(?^'  invenitur 


-ia: 


^" 


Sed  haec  quantitas  evanescere  nequit,  nisi 

e.  _  ».  __  8»  _  „ 


ut  supra  luoiiuimuR,  sit  forma  positiva. 
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2".  Quando  l  est  forraae  (i  -{-  vi  et  ^,  v  sunt  fanetiones  inde- 
pendentes  ipsarum  Xi,  x^,  iEj,  quantitates  fi  -\-  vi  et  [i  —  vi  pro  varia- 
bilibus  independentibus  a  ei  ß  sumi  poteront  cotitiuebitr[ue  ipsum  u 
praeter  termioum  f(t')e'"  etiam  terminum  complexum  eonjugatum 
ip(t)efi'.     Quodsi 

Ca'  '  cacp  '  op'  '  da  '  '  cp 
est,  ex  aequatione  Ju  =  0  substituendo  u  =  f{t)e"'  ei  aequando 
coefficientem  ipsius  f+^e"'  cifrae,  obtinetor  «  =  0  et  perinde  c=  0 
substituendo  M  =  g5(i)e'".  Unde  ope  aequationis  z/m  =  0  aequatio 
^M  =  -pT  ita  traosformari  potest,  ut  solos  quotientes  differentiales 
seeundum  alteram  utram  varJabilem  contineat.     Sed  substituendo 

coefflciens  aummi  cujuscjue  borum  quotientium  differentialinm  invenitur 
=  0,  unde  et  bi  quotientes  differentiales  ex  aequatione  Ju  ^  -^ 
omnes  excidere  debent,  q.  e.  a.,  quum  u  ex  hyp.  non  sit  constaus. 

In  casu  igitur  posteriori  functio  M  compoiiitur  e  numero  fiuito 
terminorum  formae  f(t)e^',  in  quibus  l  est  constans  et  f(t)  functio 
integra  ipsius  i. 

In  casu  priori  quando  habetur  aequatio  formae 

(1)  S'-'s'-^"' 

functio  Jt  erit  formae 

denotautibus  p^,  p^,. ..  solutiones  particulares  aequationis  (1)  et  gi,(l2,-- 
eonstantes  arbitrarias  sive  functioues  solaruin  ß  et  t.  Quodai  liaec 
expressio  in  aequatione 

substituitur,  obtinetur  aequatio  formae 

in  qua  quantitates  Q  sunt  quotientes  differentiales  ipsarum  q  ideoque 
functioncs  solarum  ß  et  t,  quantitates  P  autem  functiones  solarum 
a  et  ß.  At  tali  aequationi  supra  vidimus,  si  ex  n  terminis  compona- 
tur,  subjacere  fi  aequationes  Jineares  inter  funetiones  Q  et  n  —  (i  ae- 
quationes  inter  funetiones  P,  quarum  coeffieientes  sint  funetiones  soliua 
ß,   denotante   (i  quempiam  numerornm  0,  1,  2,..,  n.     Obtinebuntur 
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igitnr  expressiones  ipsaruin  =r|  per   quotieotes  differentiales  ipsarnm  q 

secundum  ß  ab  ipsa  a  liberae. 

lam  casus  siiigulos  problematis  iiostri  ad  huiic  casum  pertinentes 
perlusteemus. 

Quundo  )M  =  2  et  ^  est  tbrinae  daS^i  +  ed„  -[-  fSp,  aeqiiatio  re- 
diicta  ^  Au  ^0,  si  a  quofcientibus  differentialibus  secundum  ß  libera 
evadit,  formam  induet: 


nude  u  erifc  formae 

ap  -{-  hq  -{-  c , 
denotantibus  a,  6,  c  funetionea  solarum  ß  eb  t,  p  ei  q  autem  functiones 
solarum   K  et  ß.    lam  in  locum   ipsiua  a  variabiljs  iudependens  q  iu- 
troduci  ]iote8t.     Quo  pacto  obtinetur 

u  =  ap  -\-  ba  -\-  c, 
ubi  jam  sola  p  est  funetio  ambaruiii  variabilium  a  et  ß.     Substituendo 
bane  expressionem  in  aequationibus 

coefficieiitium  formae  facile  eruuntur. 

Bestat  casus  quando  jam  uiia  aequationum,  in  quas  aequatio  F=  0 
tfiscinditur,  formam  (1)  habet,  ideoque  formam 

rg^,  +  Sg-=  0. 

Tum  erit  u  =  ap  -{-  b,  denotantibua  a  et  &  functiones  solarum  ß  ei  t 
et  p  functionem  solarum  a  et  ß.  Si  in  locum  ipsius  a  Yariabilis  iu- 
dependens  p  introducitur,  prodibit 

11  =  aa  -}-  b,       .T—i  =  0. 

Inveninius  igitur,  si  m  sit  =  2  sive  aequatio  F=  0  in  duas  ae- 
quationes 

.  8u 

Au  =  -, 

ot 

dissolvatur,  esse  aut  AA  =  ®^,  aut  functionem  u  eompositam  esse  e 

numero  finito  terminorum  formae  f(t)e",  in  quibus  X  constans  et  f(l) 

funetio  integra  ipsius  t  est,  aut  formam  induere 

■j'(AOz(-,«  +  «9',(ft')  +  %{A0, 

si  m  =^  3,  functionem  u  aut  esse  e  numero  fiuito  terminorum  fit)e'' 
conHatam  aut  formae 
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Casus  denique  m  =  4  nullo  negotio  penitus  absolvi  potest. 
Si  enim  praeter  aequationem  Ju  =  -..     habeiitur  tres  aequationes 

inter 

3^*         S^M         dhi       3m      Öm 

uiit,  protlibit  aequatio  formae 

et  proin   variabilea  independentes  ita  cligere  licebit,  ut  u  flat  funet.io 
utiiiiR  tantum  variabilis,  aut 

3c''      dadß'      3"ß*' 
ideoque  etiaui  Au,  A'^u,  A^u  per  k— ,  ^  exprimi  poteruiit.    Tum  aii- 
teiü  emerget  aequatio  formae 

3'm    ,    ,  0'm    ,       3m        ,, 
»  81"-  + 's.'- +««-"' 
1115  d(!  !f  habebit  Foraiam 

pe"  +  g&"'  +  r  vel  {;>  +  5^)''^'  +  «' 
constatque  per  praecedentia  X  ^t  (i  esse  constantes. 

lam  suiiita  p  pro  variabili  independente  k  et  substitutis  bis  cx- 
pressionibus  in  aequationc  Au  =  -zr  invenitur  flcri  non  posse,  ut  t}  sit 
functio  ipsius  «,  siquidem  l  el  (t  sint  inaequales.  Ergo  p  et  q  vice 
variabilium  independentium  fungi  possunt.  Praeterea  ex  aequatione 
Att  =  -KT  invenitur  r  =  const. 

In  hoc  igitnv  casu  u  aut  eafc  functio  ipsius  i  et  uiiius  tantimi 
variabilis,  aut  alteram  utram  formarum 

ac'i  -\-  ßif-'  -\-  const.,      (k  +  ßt)&-^  +  const. 
iiiduet,  valore  ft  =  0  non  excluso. 

Postquam  formae  quas  functio  w  induere  poteat  inventae  sunt, 
aequationes  Fi  ^=  0,  quas  brevitati  consulentes  perscribere  noluimus, 
facillimae  sunt  Ibrniatu.    Unde  in  singulis  quibusque  casibus  et  forma 

et  forma  ailjuncta 


innotescet.     Si  jam    in   espressionibus  Sß^^t'  dStds,-  in   locos   quanti- 
tatum  S|,  Sg,  Sg   funetioues  quaelibet  ipsanim  x^^,  x^,  x^  substituuntur, 
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manifesto    obtinebuutur  casus  omues,  in  quibue  w  fuuctio  teniporis  et 
duarum  tantum  variabilium  fieri  possit.  Unde  quaestio  prior  soluta  erit. 
Superest  ut  quaeramuB,  quando  expressio  Sßi^,'ds,d8,'  in  formam 
datam  £k,^,'  <ix  dx,'  transformari  possifc. 

Pars  secunda. 

Dfi  transformatioiie  espressionis  2Jh,  •■  ds,  ds^'  in  formam 

dattim  2:a,^,'  dxtdx,-. 

Quum  quaestio  ab  111'""  Äeademia  ad  eorpora  homogenea  restricta 
sit,  in  quibus  conductibilitatea  resultantes  sint  constantes,  evolvamus 
primum  couditiones,  ut  expressio  Sii^,-  ds,ds,',  aequando  quantitates  s 

functionibua  ipsarum  w,  in  formam  2a,^  ,■  dx,  dx,-,  constantibus  coeffi- 

cientibus  a,,,-  affeetam  transformari  possit.  Deinde  de  transformatione 
in  formam  quamlibet  datam  pauca  adjiciemus. 

Expressionem  £a,^i'  dx^dx^-,  si   eafc,  id  quod  supponimus,  forma 

positiva  ipaarum  dx,  semper  in  formam  Stia;?  redigi  posse  constat. 
Unde  si  2Jb,^,-  ds,ds,'  in  formam  Sa,^,-  dx,äx,'  transformari  poteafc, 
redigi  etiam  potest  in  formam  Zdx^,  et  vice  versa,  Quaeramus  igitur, 
quando  in  formam  Hdx,  transformari  possit. 

Sit  determinans  Z^  +  itj ,  j  ftg ,  ^ . .  .  fe„^  „  =>  U  et  determinanies  par- 
tiales  ^ßi,i-',  quo  pacto  erit  ^ß,^,-b,^,'  =  B  et  2ß,.,'h,^,"=!  0,  sii'^  i". 

Si  2b,,,-  ds^ds^-  =  £dx,  pro  valoribus  quibuslibet  ipsai^m  dx, 
substituendo  d+S  pro  d  invenitur  etiam  I^h,,,-  ds,Ss,'  ^  Sdx.Sx, 
pro  valoribus  quibuslibet  ipsarum  dx  et  dx. 

Hinc  si  quantitates  ds,  per  dx,  et  quantitates  Öx,  per  quantitates 
ds,  exprimuntur,  sequitur 

et  proin  de 

(2)  i\=V^^ 

Unde  porro  deducitur,  quoniam  sit 


si  t  ^  i' 
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(3)         y'-fzl^ ^i, .,,   (4)   y'^'^'-^f 

et  differentiando  formulam  (3) 

W  ^  ss^s^,  g^:  +  ^  si,:^.  si;^  j^' 

lam  ex  his  ipsarum 

es, ,,     56,  ,-,     5i>,,  ,„ 

expressionibus  eniitur 

et  si  baec  quantitas  per  Pi,,\,"  designatur 

Quautitatibus  y,,  ,■,,'■  iterum  differentiatis  obtinetur 

uiide  tandem  prodit,  subatitutis  valoribus  modo  inventis  (6)  et  (4) 

(I)  ^  p  , 

+ 1 2^  ^^'■'  '■  '■"  ^^'' ' ""  ~  ^'^'  '■  ■'"  -''■■'■ '  •  '"^  ^  =  ^  • 

Htijiis  modi  igittir  aequationibus  fiinctiones  b  satisfaßiant  necesse 
est,  quando  2b,,,-  ds,  ds^'  in  formam  Sdx,  transformari  potest:  partes 
laevas  bamm  aequationum  desiguabimus  per 

(■.', .".'"). 

Ut  iudoles  harum  aequationum  melius  perspiciatur,  formetur  es- 
pressio 

«ä  Vs,, ..  ds,  da,,  —  2dsy  !>,,,■  ds,  Ss,,  +  dd  y  b,^  ,  Ss,  Ss/ 
ileteruiinatis  variationibus  secundi  ordmia  iP,  dS,  S^  ita,  ut  sit 

«■  V'., .'  i'.  ■*«.'  —  ■*  2"  '■'  ■'  ''*  *""''  ^  "^  2  *'. '  **'  *'*■'  "  " 
ä'  V  i, , .'  (Js,  (!»,'  ~  2  i  V  '. ,  ."i*.  *'».'  —  0 
«'  VS,, .-  Ss,  äs,'  —  2«  Vt,,,-  <!s,  »■»,'  —  0, 
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(lenütante  ä"  variatioiiem  quameunque.  Quo  pacto  haoc  expvessio  in- 
veuietur 

(11)     =  2("'>  '■"'■'"')  (^^-  ^^'-  —  <^^''  ^s,)  (dsr  Ss.'"  -  ds.-'-  dv) . 

lara  ex  liae  formatione  hujua  expressionia  spoiite  patet,  mntatia 
variabilibus  independeatibus  tranemutari  eam  in  expressiouem  a  nova 
forma  ipsiua  IIJ)^^  ,■  ds,  ds^-  eadem  lege  dependentem.  At  si  quantitates 
h  sunt  conatantes,  omnes  coefficieutes  expressionia  (11)  cifrae  aequales 
evadunt,  Uude  ai  £i,,  i- ds,  ds,'  in  expressionem  aimilein  constautibus 
coefflcientibus  aifectam  transformari  poteat,  expressio  (II)  identice  eva- 
iiescat  neeease  est. 

Perinde  patet,  si  expreasio  (II)  non  evanescat,  expreasionem 

'V  (k'  ,  i"  i'")  (ds  Ss  ■  -  ds,.  3s,)  (ÄS,,.  3s, ds,,.  3s,„) 

(JII)  --\^         ^— - ^-;^ -- 

mutatis  variabilibua  iudependentibua  non  mutari,  inauperque  immutatam 
mauere,  ai  in  locos  variationum  ds^,  Ss^  expreasiones  ipsarum  lineares 
quaelibet  independentes  ads,-\-ßäs,,  ydSi-\-  dSs,  aubstituantur.  Va- 
lorea  autem  maximi  et  minimi  hujus  functionia  (III)  ipsarum  ds,,  $s' 
neque  a  forma  expressionia  2ih, ,  ,■  ds,  ds,'  neque  a  valoribus  variationum 
dsi ,  dst  pendebunt,  unde  ex  liia  valoribus  dignosci  potent,  an  duae 
hujuamodi  expreasiones  in  ae  transformari  'poasint, 

Diaquiaitiones  haece  interpretatione  quadam  geometrica  illustrari 
posaunt,  quae  quamquam  conceptibus  inusitatia  uitatur,  tarnen  obiter 
eam  addigitavisae  juvabit. 

Expreaaio  YSb,^  ,■  ds,  äs,-  spectari  potest  tauquam  elementum  line- 
are in  apatio  generaliore  n  dimensionum  nostrum  intuitum  tranacen- 
dente.  Quodsi  in  hoe  spatio  a  puncto  (s^,  s^,  .  .  S„)  ducantur  omnes 
lineae  brevisaimae,  in  quarum  elementis  initialibus  variationes  ipsarum 
s  sunt  ut  ads^-\-  ßSSi'.  ads2-\-  ßSs^: . . .:  ccds„-\-  ß3s„,  denotantibus 
a  et  ß  quantitates  quaslibet,  hae  lineae  superfieiem  conatituent,  quam 
in  spatium  vulgare  noatro  intuitui  aubjectum  evolvere  licet.  Quo  pacto 
expressio   (III)    erit   menaura   curvaturae   hujus   superfieiei   in   puncto 

(».,»„..,».)('). 

Si  jam  ad  casum  w  =  3  redimua,  expresaio  (II)  est  forma  aecundi 
gradua  ipsarum 

dss  ösg  —  (7s3  tf  Sa,     ds.,  ÖS,  —  (^Si  rfs,, ,     ds^  äs^  —  ds^  Ss^ , 
nnde    in    hoc    casii    sex    obtinemus    aequationea,    quibus   functiones  b 
satisfacere  debent,  ut  Sb,^  ,<  ds,  ds,'  in  l'ormam  constantibus  coefficien- 
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tibus  gaudeiitem  transformari  possit  Nee  diffieile,  ope  notioiium  modo 
traditarum ,  est  denionstratu,  has  sex  conditiones,  ut  hoc  fieri  possit, 
sufficere.  Observaiidum  tarnen  est  ternas  tantuni  esse  a  ae  indepen- 
dentes, 

lam  ut  (juaestiouem  ab  Ili™"  Academia  propositam  persolvamus, 
in  his  sex  aequatioiiibus  formae  functioiium  i,  methodo  supva  expoaita 
inventae,  sunt  substituendae ,  quo  pacto  omnes  casus  invenientur ,  in 
quibus  temperatura  u  in  corporibus  homogeneis  functio  temporis  et 
duarum  tantum  variabilium  fieri  possit. 

Sed  anguatia  temporis  non  permisit  hos  calcnlos  perscribere, 
Oontenti  igitur  esse  debemus,  postquam  methodos  quibus  usi  sumus 
exposuimua,  soliitiones  singulas  quaeationia  propositae  enumerasse. 

Si  brevitatis  causa  casum  aimpliciasimum,  quando  temperatura  u 
seeundum  legem 

variatur,  solum  respicimus,  ad  quem  casus  reliquos  facile  reduci  posse 
constat:  casus  m  ^=  1  tum  tantum  eveiiire  potest,  quando  u  est  con- 
atans  aut  in  lineis  rectis  parallelis,  aut  iu  cireuiis  helicibusve,  ita  ut 
coordinatis  rectaugularibus  0,  rcosq>,  rsing>  rite  electis,  poni  possit 
tt  =  r,  ß  =  g  -\-  ip  .  consi 

Casus  m  =  2  locum  inveniet  ai  «  ==  f  («)  -f"  V  (^)j  casus  m  =  3 
si  )(  ^  a^'  -\-  f(ß),  denotante  X  constantem  realem,  casus  deaique 
)K  =  4,  ut  jam  supra  invemmus,  ai  u  est  aut  =  «t"  -)-  ße"'  +  const., 
dut  =  (ß  +  ßt)^'  +  const,  aut  =  f(a) 

lim  ut  formae  functioms  u  penitus  innot«Bcant,  annotarz  tantum 
pus  est,  tempeiatuiam  «,  niai  sit  formae  ae",  tum  tintum  funttiunem 
temporis  et  unius  vanabihs  es&e  poase,  quando  sit  constans  aut  m 
planis  parallelis,  aut  in  cvlmdiis  eadem  asi  gaudentibus,  lut  m  sjhie 
11s  concentricis  Si  m  est  formae  we",  ex  ae^uatione  diäerentiah  (1) 
aequitui 

?I7  +  ?7f +  .*,'= '^"'*" 
et  perinde  in  casu  quarto  aubatituendo  valores  ipsius  «  in  aequatione 
differentiali  (I),  funcfciones  «  et  ^  facile  determinantur,  dummodo  ani- 
madvertas,  in  hoc  casu  «e''  et  ße"'  esse  poase  quantitates  complexas 
conjugatas.  (^} 
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Anmerkungen. 

(1)  (Zn  Seite  403.)  Diese  Untere uchuHgen  enthalten  die  analytiBchen  Ausfiitrungen 
7,n  den  in  dei-  Abbandlnng  „Ueber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu 
Gnmde  liegen"  (S,  372)  angedeuteten  Reeultaten.  Die  Frage  ist  die  nach  den 
Bedingungen  der  Transfotmirbarkeit  eines  Differential  ausdrucis  zweiter 
Ordnnng  in  einen  andern,  insbeaondere  einen  mit  constanten  Coefflcienten. 
Diese  Frage  ist  seit  dem  ersten  Erscheinen  der  genannten  Riemann'schen  Ab- 
handlung eingehend  von  Christoffel  und  Lipaohitz  untersucht  worden,  die  auf 
verschiedenen  Wegen  zu  den  gleichen  Resultaten  wie  Riemann  gelangen  (Crelle'a 
Journal  Bd.  70,  71,  72,  82).  Später  hat  auch  E.  Beez  flieh  mit  dem  Gegen- 
stande beschäftigt  (Scblömilch's  Zeitschrift  Bd,  20,  21,  34).  Gegen  die  Be- 
merkungen, die  in  der  ersten  Auflage  dieser  Ausgabe  auf  Grnnd  einer  älteren 
(ungedruckten)  Untersncliung  von  E.  Dedekind  von  mir  lediglich  in  der  Ab- 
sicht beigefSgt  waren,  dem  Leser  die  Ausführung  der  von  Eiemann  gegebenen 
Eechnungsvorschrift  zu  erleichtern,  sind  in  der  letztgenannten  Arbeit  Bedenken 
vorgebracht,  die  wohl  nur  in  der  etwas  zu  kurzen  Ausdrucks  weise  dieser  Be- 
merkungen ihren  Grund  haben  können.  Sie  sollen  daher  hier  mit  etwas 
grösserer  Ausführlichkeit  wiederholt  werden. 

Es  sei  das  Quadrat  des  Linienelements  im  Räume  von  »  Dimensionen 


■  =  ^» 


.  ds,  ds. 


Dann   ergeben   sich   znr   Bestimmung   der   kätaesten   Linien   die   DiH'erential- 
gleichnngen 

jiLl      '■    dr         -       .^     <  Ä^,     dr   dr 


=JV 


£f       rf     rf 


die  Länge   dei   kürzesten  Linie   selbst  \on  em  m  willkürlichen  festen  Punkt  0 
bis  zu  einem  variablen  Punkt  bedeutet 

Der  Punkt  0  sei  dei  in  dessen  Nactbirsehaft  d  s  Verhalten  des  Kiumes 
von  »  Dimensionen  untersnclit  werden  soll  Man  denke  sich  von  ihm  aus  m 
allen  Eichtnngen  kürzeste  Linien  g  zogen  uud  fahre  nun  ein  '^jsteii  neuer 
Variablen  em  \Pimittelst  der  Substitut]  n 
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worin  die  Gröaseii  c,  die  Bedeutung  babeu; 


so  dass  zwischen  ihnen  die  Relation  besteht; 

und  daas  sie  längs  cn  i  jeden  ^o  t  nlt  0  a  isUufenden  küizeaten  Linie 
constant  sind  Die  c  treten  als  h  tegritionscon&tanten  der  Differential 
{»leii-liungen  (1)  auf,  und  nm  die  Vanabela  x  als  Functionen  der  Ursprung 
liehen  Vaciabeln  '  darzustellen  muhs  M,tuiholi  die  vollständige  Integration 
diesei  Diffeientialgleichungen  vorauigtsetzt  werden 

Dds  Clia,rakteriBtiBche  dieser  n  tien  \  anabeLn  lie  man  Central coordmaten 
ini-s  verandi-rl  clieu  Punktes  m  m  Bezug  iai  den  Punkt  0  nennen  kann  be 
teht  dann  dass  s  e  iia  Pinkt  U  veiSL.bwmden  und  dass  ihic  Werthe  beim 
1  Ol tscki Ölten  Unga  einer  kürzesten  Linie  der  Ld.nge  t  dieser  kmzesten  L  nie 
proportional  wachsen  Diese  Eigenschaften  bleiben  erhalten  wenn  statt 
(,     a'  1     em  System  von  n  von  einander  unal  hän(,igen  lineaien  ho    o^enen 

Functionen  mit  constanteu  Coeläeienten  you  diestn  ^oiidbeln  eingeführt  wird 
Uaduich  kann  n  d.n  eneichen  dass  wie  BKniani  in  dei  Alhandlun^,  Hjpo 
thesen  lei  (.  eomctne  II  '  S  -79  verlangt  r'  =  Z-c^  wud  Dies  ist  aber 
ganz  inwesentlich  und  soll  hier  nicht  weiter  1  eruckbichtigt  weiden 

Ist  I  nu      in   den    neuen   Vi   abeh    insgcdruLkt     dia   Quadrat    des    Linien 

so  folgt  leicht,  indem  man  längs  einer  von  0  auslaufenden  kürzesten  Linie 
fortschreitet,  also  ds'  ^  dr'  setzt, 

■^"' 

Drückt  man  die  Differentialgleichungen  der  kürzeaton  Linien  in  den  neuen 
Variabein  aus,  so  ergiebt  sich  für  die  vom  Punkt  0  anslaufenden  kürzesten 
Linien 


,,2'»„..«,=i*2'S^'. 


woians  folgt 
{») 


wenn  znr  Abkürzung  gesetzt  ist  (S.  402) 

Die  Gleichung  (3)  lüsst  sich  auch  so  achreiben: 
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Au  m  er  klingen. 
Setzen  wir  nnn  zur  Abkürzung' 

Bo  lasst  sich  die  Gleichung  (3')  schreiben; 

Setzt  nian  ferner 

Bo  folgt  hierati«: 


^^A^f-?^)-- 


woraus  hervorgeht,  dass  die  -^r-^  —  ^—  homogene  Functionen    der  (— l)ten 

Ordnung  sind.    Bezeichnen  wir  eine  solche  Function  mit  f{^i,  ^s,  .  .  a:„),  so 
hat  man 

fitx,,  tx^,..tx^  ==  (-'  fix,,  x„  .  .  X,). 
Setzt  man  daher  voraus,  dass  die  Coefficienten  o,  _.  und  ihre  Ableitungen  im 
Funkte  0  bestimmte  endliche  Werthe  haben,  so  folgt,  wenn  man  f  =^  0  setzt, 

dass   die  Function   f  identisch  verechwinden   muaa,   dass   also  -=-^"=-^— ^   ist. 
Es  ist  also  auch 

und  daraus  ergiebt  sich  mit  Hülfe  von  (3'): 

"V-^'^'-xw,^  'V  —  *:^.-» 
^^    Ö^,'     '    '        ■^'    Sx      '  '         ' 

und  durch  Integration  der  Differentialgleichungen  der  kürzesten  Linie: 

oder  nach  Multipllcation  mit  r 

Dies  alles  sind  identische  Gleichungen,  d.  h.  sie  gelten  für  jedes  Werthsjatem 
der  unabhängigen  Variabein  x^ . 

Bedeuten  nun  j_  ^,  =  i^,^^  irgend  welclie  Functionen  vona;!,  x.^,..,x^,  welche 
mit  ihren  Ableitungen  bis  zur  dritten  Ordnung  einschliesslich  im  Punkt  0  be- 
stimmle  endliche  Werthe  haben,  und  besteht  die  identische  Gleichung 
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so  folgen  daraus,  wenn  man  dreimal  differentiirt,  and  nact  der  Differentiation 
x^  =■  0  setzt,  die  für  den  Punkt  0  gültigen  Qleiclinngen: 

PA   .      dt.  ..     dt  ,,. 

i,  ,.=  0;         ;,■--  + -7^ +  V^=  '>■ 
'''  cx^„  '     dx^    '    dx^, 

Setat  man  hierin  t^  ^.  =  p^^  ^  ^,,  so  ergiebt  sich  für  den  Punkt  0 

Aus  der  ersten  derselben  erhält  man  durch  Addition  von  p.     .,  ^=  0 

da,,. 
(&)  -^— ^  ==0,       im  Punkt  0, 

aus  der  zweiten 

Vertansclit  man  hierin  t  und  i',  addirt  und  bezeiolinet  mit  S  die 
seeha  Dcrivirt«n  von  der  Form   ^  _     'p_ —  ,  so  folgt 


ddirt  und  bezeiolinet 
g^'^— ,  so  folgt 


■dx.rcx, 


find  da  S  sich  niuht  ändert,  wenn  man  t",  t'"  mit  i,C  Tettauscbt; 


Wir  verstehen  nun  unter  u 


1  Punkt  0. 


im  Punkt  0.     Unter  dieser  VorauBsetzuag  haben  wir  für 
laufendes  Linienelement  (is„ 


die  Werthe  dieser  Gröeseti 
Punkt  0  auB- 


'0  =  ^«,,,''*^,'*^, 


und  für  ein  von  einem  unendlich  benacbhavteu  Punkt  mit  den  {unendlich 
kleinen)  Coordinaten  -t,,  a:,, .  .,  3:^  auslaufendes  Linienelemeut  ds  bis  au  den 
Gliedern  zweiter  Ordnang  einschliesslich: 
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Anmerkungen. 
Hierin  verschwindet  nach  (6)  das  zweite  Glied  und  das  dritte 


^yß^,' 


ist  dei'  Ausdruck  für  die  Abweichung  des  vorliegenden  ßaumee  von  n  Dimen- 
sionen von  der  Ebenheit  io  der  dei'  durch  x^,  da:,  beetirimten  Fläohenrichtung; 
denn  mit  Hilfe  Ton  (6)  und  (7)  kann  man  diesem  eine  Porm  geben,  aus  der 
ersichtlich  ist,  dasa  er  nur  von  den  Verbindungen  x,  dx,,  —  a:,,  dx,  abhängt. 
Man  schreibe  nämlich  durch  Vertauschung  der  Indices  &  in  folgenden  vier 
Formen 


^2; 


■^  ä'o, .. 
=  i    >  ^ — :  —  x^.x^.,dx^äx^.:. 

Auf  den  vierten  dieser  Ausdrücke  wenden  wir  (6)  ati  und  auf  den  zweiten  und 
dritten  (6)  imd  (7),  wodurch  sich  nach  einer  nochmaligen  Vei'tauBOhung  der 
Indices  orgiebt 

sn    ^'«.  .' 

"■  ^  dx,,.dx^,.,    '     '        '      ' 


i(9  =  -  ^ 


i0  =  -i 


'^i 


B  =  -i    y!g 5^-  x^.c^.dx,.,d.i:,.,. 

Gleichutigcn,  so  folgt 
— ~~~  (^x^dx,',  —  x,„ dx^'^  (x,,  dx^„.  —  X, 


Dieser  Ausdruck  für  @  ist  aber  nur  unter  der  Vorausaetzung  abgeleitetj  dass 
die  Vanabein  A,  die  besondere  Bedeutung  der  Centralcoordinaten  liaben.  Es 
ist  mm  noch  die  Aufgabe,  ihn  aut  beliebige  Coordinaten  au  transformiren. 
Dies  geschieht  nach  Riemann  s  Vorachritt  dadurch,  dass  man  ihn  in  eine  Form 
bringt,  deren  Unabhängigkeit  von  den  benutzten  Variabein  in  die  Augen  fällt. 
Wir  setien  zunichit  unter  Beibehaltung  der  Centralcoordinaten  an  Stelle 
der  unendhch  kleinen  Cooidinateu  ij,  Tj,...,  x^  die  ihnen  proportionalen 
Differentiale  Sx,,  äa.,       ,  ö-c     also 
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m  »'i^i 


Wir  wählen  die  sonst  gaua  willkürlichen  Differentiale  dx^,  äx^  so  daas 

(10)  ddx^^O,    äSx^^Q,    3dx^  =  0,    ädx^  =  0, 

w^B  K.  E,  dureh  conatante  dic^,  dx^  erreicht  wird,  und  was  »iir  l'olge  hat,  dass 
d  und  S  Tcrtanscbbar  siud,  d.  h.  äass  für  jede  beliebige  Ortsfuuction  <p 
(I)  dSq>  =  Sdrp. 

Unter  dieser  Voraussetzuug  kann  man  ans  (5),  (6),  (7)  die  Formel  ableiten 
dd  ^a,,^,äx,Sx^,  =  S6  ^  a_^^,dx^dx^,  =  -^  2  da  ^  a,,.  dxjx,. 

und  mit  ihrer  Hilfe 

(11)  e  =  i  dd^  a^,,dxjx,, 

=  lidd^a^^^.Sx^ex,.  -  3  da  ^a,,,dxjx^,  +  da  ^  a^^^.diX^dxA. 

Bedeutet  ä'  eine  willkürliche,  nur  mit  d  und  S  vertauschbare  Variation,  so 
ergeben  sich  aus  (6)  und  (10)  die  Gleichungen 

ä-  ^  a,,.dx,Sx,,^  ^  a,_,'dS':-\Sx,.+   ^  a,,,  dx^äS'x,. , 
d  ^  o,  ,,  ä'x,  dx^,  =   ^  «,  ,.  dd'xjx,. , 
3  ^ rt,  ,-  dx^  ä'x,,  =    ^ «,  ,, da;,  äöa-,. , 

woraus  folgt: 

(III)  d'   "^  a^  ^,  dxj x:,,  -  d  "^  a,  ^- S'x^Sx^,  —  S   "^  ii,  ^.dx^3'x^,=^0 , 

und  wenn  man  d  ^  ä  setzt; 

(IV)  r  ^a,,,dx^dx,,  -  2d  ^  a,,,'dx^ä-x,.  ^  0 

(V)  ä'  Vo,  ,,Sa;,a3!,,  -  23  ^  \,' Sx^ö'x,,  ^  0- 

Wenn  nun  an  Stelle  der  Variabein  x^  andere  Variabein  s,,  die  Functionen  von 
ihnen  sind,  eingefülirL  werden,  so  crgiebt  sich  für  ganz  beliebige  Differentiale 
d,  3  eine  Umformung 


2'.„,^«.'i,=2' 


6,  .  ds. 


und  man  erhält  also  den  umgeformten  Ausdruck  von  ß,  indem  man  in  (II)  6,^.,  s^ 
an  Stelle  von  a,  ^. ,  ä,  setat,  oder  mit  andern  Worten,  indem  man  in  (II)  unter 
den  Ä,  nicht  mehr  die  Central co ordinalen,  sondern  beliebige  Coordinat«n  ver- 
steht.    Freilicli  werden   die   Bedingungen   (5),   (6),   (7),   (10)    dann    nicht  mehr 
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g  It^  sen  wohl  abe  werle  le  Bedingungen  (I),  (IIl),  (IV),  (V)  für  alle 
Svateme  von  toorU  naten  befr  ed  gt  e  n  wenn  4  e  es  für  eines,  z.  ß.  das  der 
Cent  al  oord  naten  b  nd  Wenn  w  r  also  be  der  weiteren  Umformung  von 
(II)  lon  keinen  and  m  al  du  Relat  onen  (I)  (IH)  (IV),  (V)  Gebrauch  machen, 
so  we  den  d  e  ite  Uate  f  bei  eb  ^e  \  anabeln  gültig  sein.  Die  Bechnaog 
st  n  n  wenn  a  ch  etwas  lang  doch  ganz  ohne  'Schwierigkeiten.  Berechnet 
man  d  e  rechte  '^e  to  on  (10  0  heben  s  ch  alle  n  schon  durch  die  Vertausch- 
barke t  le  D  fferent  ale  d  e  D  fferent  ale  d  tter  Ordnung  fort.  Die  Differen- 
tiale zwe  tpr  Ordnung  k-vnn  man  m  t  H  If  1er  ^  s  (III),  (IV),  (V)  folgenden 
l  Ic  ch  ngen 

worin  p^.  ,  ,,  wie  auf  Seite  402  die  Bedeutung 

9«^.       ^%.'       ^"..t- 

hat,  herausäckaifcn,  und  so  erhält  man  den  Ausdruck 

^     V  (rt',."/")  {dx^äx,,  -  Sx^dj:,,)  (dx^„äx^ äx^„dx,.:)  , 


wenn  {u     t   1   )  dieselbe  Bedeutung  hat 

Wl 

BimRiemann 

sehen  Text  (S  4021 

und  die  Summe  so  zn 

nehmen  ist    d^s 

VOl 

1  zwei  Paaren 

on  Indi,,es 

t    ,    und 

i,  I  und  ebenso  Ton  z 

wei  Taaien  1 

anl   1       1      niu 

le  das  ein 

e  beizu 

halten  ist 

Aus  diesem  Äuidruck  erhalten  wn 

aun 

»uaas»  uni, 

eies  all 

gemeinen  E^imeB     Fi, 

seien  nämhch 

~s^~dx;dx; , 

äs 

''"V 

,*«r 

zwei  Lioieneiemente  in 

demselben,  und 
dsds 

Sx, 

=  C03& 

der  Cosinus  des  Winkels,  den  sie  einschliessen. 

Der   Flächeninhalt 

des    von   ihnen 

gebildeten   unendlich   kleinen 

Dreiecks 

iflt  dann 

A=  i<e; 

sds 

sind 

und  es  evgiobt  aich 

'^'^2'- 

,..,„«,,2'..,„ 

.Sx 

,.-^(2'. 

^,'dxJx^ 

=  ^<v-..:.-. 

\,-^,:  ",,,.■)  {d.<Jx,.-- 

■  Sx,dx^,)  (dx,,. 

Sx^...  —  dx^ 

„^x;,.,), 
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dd^a,,,äx,Sx^,-2dS  ^o,,,(i3;,a«,,  +  äS  ^  a,^^.dce,dx,. 


"2- 


:,   V„, 


2 


{11 ,  CT)  {dx,Sx,.  —  Sx^dx,)  {dx^.,Sx^.„  —  Sx^,.dx^..:) 

,,  ,„)  {dx^Sx^.  —  Sx,dxJ)  {dx^.,Sx^.:  —  Sx^.,dx^..) 


Ea  ist  nun  noch  Dachau  weisen,  dass  dieser  Ausdruck  mit  dem  übereinstimmt, 
den  Gauss  für  das  Ktümmungamaaes  einer  Fläche  aufstellt,  wenn  wii-  eiue 
Fläche  betrachten,  welche  von  solchen  kürzesten  Linien  gebildet  wird,  in  deren 
Anfangs  elementen  die  Variationen  der  x  sich  verhalten  wie 

udx^  +  PiC,  :  adx^  +  ßSx^  :...:  «dx„  +  §Sx^ , 
wenn  a  und  ß  beliebige  Grössen  bedeuten. 

Wir  selzen  wie  oben  ic,  =  rc,,  ao  dass  die  c,  in  jeder  vom  Punkt  0  aus- 
laufenden kürzesten  Linie  eonstant  sind,  und  r  die  Länge  dieser  kürzesten  Linie 
bis  zu  einem  unbestimmten  Punkt  bedeutet.     Dann  ist,  wie  oben  gezeigt, 


^•■'" 


'  (0)  c 


Legen  wir  nun  zwei  feste  Systeme  der  Grössen  c 

betraohteu  ein  veränderliches  System 

(11) 


.1  Gniiido,  cf  und  c^  und 


■   =  ac'"' 


.C^  +  K 


so  haben  wir  hiernach; 

wodurch  die  Grössen  e^  in  Functionen  einer  einzigen  Variabein  übergehen,  fSr 
welche  wir  den  Winkel  q>  nehmen  können,  den  das  Anfangselement  von  )■  mit 
dem  Anfangselement  \on  r'"'  bildet,  und  der  sich  ans  dem  Ausdruck  ergiebt 


»»-2"«' 


(■w. 


Wenn  sich  nun  die  Grössen  /,  c,  um  die  unendlich  kleinen  Grö 
ändern,  welche  der  Bedingung  genügen: 

so  ergiebt  aich  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (4) 

(13)  '^\'-  "i  ^^i'  =  ^"m'  '^t  ^'^t-  ^  "  ■ 
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Femer 
alsü: 

haben  wir 

ij3i 

,  =  rrf< 

-,  +  e,  dr 

ds 

■  =  ^"'' 

,,dx^dx,-  =  dT^  -\-r- 

'2''.. 

rfc,dc 

wenn  ^ 

.ur  Abkörzoag 

^" 

',  ,,de,^ 

i,,,-^f.d 

•p' 

geaetat  wii'd. 

Nim  haben  wir 

aller : 

(13) 

coäqi  = 

-2- 

l»),c  cW,     — t 

iinq3,;ijl-= 

'^' 

und  au 

8  (11)  folgt 

ein  Ausdruck 

von  der  Form 

de,  . 

-  at''"' 

+  bc. 

;     a  = 

ßd^-ü 

.iß. 

also  au 

s  (12)  und 

(13) 

^  sing, 

d<p^ 
0  = 

«  -(-  Ö  COSIp  , 
«  COB  qj  +  6  . 

Hismuf 

1  dllroh  Elimination  you  • 

a  und  i 

•>: 

Sil 

i.j><ic,  = 

=  dqp( 

C,  008  q)   - 

-  'f') 

Daraus  folgt  weiter 

d^'^ 

=2^ 

a(0Uc,,i. 

und  mi 

tliiü 

' 

(14) 

;i^ 

?'' 

,,,dc,rfc,, 

w 

Wdc^"^ 

Bezeichnen  wir  diesen  Ausdruck  durch  — ^  ,  so  erhalten  wir  die  Form,  welche 
Gauss  dem.  Linieneleraent  auf  einer  beliebigen  Fluche  gegeben  hat,  nämlich: 

ds'  ^  dr^  -\-  nt'dip' 
(Disquieitiones  generales  circa  snperßeiea  curvas  art.  19)  und  fflr  das  Ktüm- 
muDgamaaas  ergieht  sicli 

Ist  nun  die  Oberfläche  im  Punkt  r=^0  stetig  gekrümmt,   so   ist   in  diesem 
Punkt 

"     '     dr  ~     '     dr'  ~    ' 
and  daher  in  diesem  Punkt 
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Für  die  Function  ft  ergiebt  sich  hieraiia  für  denselben  Punkt 

<•  =  •■  lf  =  ».  '  =  -*&■ 

Die  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  sind  in  Folge  von  (14),  (5)  liefriedigt; 
aus  der  dritten  ergiebt  sich 


\Sx,..dx,.Ja'^'"^ 


„dc^dc. 


was  mit  dem  oVca  gefui  leneii  Ausdiuck  übereinstimmt. 

Conatrmrt  man  die  Tom  Punkt  0  aualaufenden  kürzesten  Linien,  deren 
Anfangaiichtung  duich  die  Uleichungen  (It)  bestimmt  sind,  so  erhält  man  eine 
Fliohe  im  transcendenten  Baume  Die  Coordinaten  eines  Punktea  dieser  Fläoho 
lassen  aieh  durch  zwei  unabhängige  Variabein  anadcucken,  und  wenn  diese  mit 
p  q  bezeichnet  weiden  so  erf,iebt  sich  für  das  Quadrat  des  Linien elementes 
luf  dieser  Flache  em  Anadruck  der  Form 

ds  =  JJdp^  +  'iFdpdq  +  Gdq^, 
\  irin   1     r    &   Fmctionen   von  p  nnd  g  sind.     Nimmt   man  fiir   x,  y,  e  ein 
S-'tem  ^riitictlaiT  Losungen  der  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen 


Kd^i 


E 


dp  Bq^dp  dq  ^8pdq 

so  y,  id 

d-i    =  (Ji    +dy    +  rf  ', 

und  wenn  min  c  ^  s  als  Coordiniten  eines  Punktes  in  unserem  Räume  auf 
i  issi  ao  erhalt  man  eine  i  1  iche  auf  die  na^h  Riemann  s  Ausdruck  d  e  Fl  iche 
im  transcendenten  Räume  abgewickelt  d  h  ohne  Aenderung  des  Linien  elementes 
Punkt  für  Punkt  bezogen  werden  kann 

Man  kann  aus  diesen  Formeln  leicht  den  Au&druck  für  das  Linienelement 
untei  Vorausaet/ung  eines  constanton  Krummungsmaasaea  ableiten  der  auf 
&eitt  282  angegeben  ist  Wenn  n  i,mlich  7  den  Constanten  Werth  u  hat,  ao 
ergiel  t  sieh 

ya 
und  wenn  man  für  die  c^  solche  lineare  Verbindungen  von  ihnen  eingeführt 
annimmt,  dass 


ergiebt  sich  für  ds" 
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Setzt  man  also  (wa»  als  Specialfall  die  stereügraphische  Projection  der  Kuget- 
flilclie  auf  die  Ebene  enthält) 


x^^ itang- —  >^'^__.    tc'L — .- 


>  folgt 


v^ 


'.  2"- 


"      2    ' 


,,,}{«  ^ 


d< 


■Y2'^. 


(2)  [Zi  Seite  404)  Die  vollständige  Ver  floation  der  hiei  anfgeatellten  behlusa- 
reaultate  sehen  t  :  och  verwickelte  Rechnungen  zu  erfordern  die  ich  aus  den 
»eh  inToUstäji  ligpn  vorhandenen  Bruch atncken  nur  zum  Theil  herstellen  konnte. 
Was  E  ch  daraus  eutziffern  liesa  theile  ich  hier  mit  m  dei  Hoffnung  ddss  es 
bei  einem  erneuten  Versnch  die  Resultate  Tollataudig  herzuleiten,  ala  Grund- 
lage dienen  könne 

Wir  heantworten  zunächst  die  Präge  in  welchen  Fällen  die  Temperatur 
luaaer  von  dci  Zeit  nur  von  Einer  '\  erinderhchen  abhängt  In  diesen  Fillen 
hat  die  Diileientiaigleichung  nach  welcher  die  Bewegung  der  Wuime  geai-hieht, 
die  Form 

Wenn  uun  die  Coefficienten  «,  6  nicht  Functionen  der  einzigen  Variabein 
a  Bind,  SU  zerfällt  diese  Differentialgleichung  in  die  beiden  folgenden; 

Oa^  Ca       Ot  da'  Ca 

worin  a,  b\  a",  b"  nur  von  a  abhängen 

Durch  Einführung  einer  neuen  Variiblen  an  Stelle  von  a  Usst  sich  die 
Kweite  dieser  Gleichungen  in  die  Form  j  =  0  bringen,  so  das?  u  die  Form 
erhält  M,  B  +  Mj,  wenn  w,,  Wg  Functionen  der  Zeit  allem  sind  Die  erste  der 
obigen  Gleichungen  nimmt  dann  die  Gestalt  an 

worin  c,  c,   Constanten  sind.     Daraus  folgt  nun  weiter 

'       et  '  dt  ' 

also  hat  u  die  Form  ai{'-{-  const 

Wenn  aber  in  der  Difieientialgleichung  (1)  die  Loefflcienten  a,  b  schon 
Functionen  von  a  allem  smd,  so  können  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
&  =  0  annehmen  (durch  Einfuhrung  einci  neuen  Variablen  für  a),  und  da  die 
Differentialgleichung  (1)  durch  Iransiormation  aus  der  Gleichung 


K--+ 


öt 


y  Google 


416  Anti^erkniigeti. 

hervorgegangen    sein    ninsB,    so    kommt    unsere    Aufgabe    aäf    die    folgende 

Es  sollen  alle  Pnnctionen  tr  der  Coordinaten  x,  y,  e  gefuaden  werden,  die 
den  Leiden  Differentialgleichungen 

--S+S+I5-.  -=(li)'+©'+(lf)"=«-) 

zugleich  genügen. 

Wir  setzen  Kur  Abkürzung: 

H-"'     If-«'      Z-'-     f+ä'+f"-». 

und  haben  nun  vier  Fälle  zu  unterscheiden; 

1.  Wenn  p,  q,  r  von  einander  nnabhUngige  Functionen  der  Coordinateu 
X,  y,  z  sind,  so  ist  a  eine  Function  von  m,  ipiiii),  und  wir  können  p,  q,  r 
als  unabhängige  Variable  an  Stelle  von  x,  y,  z  einführen.     Setaen  wir 

i  =,  H  —  ^x  —  q_y  —  rt ,      ds  ^  —  xdp  —  ydq  —  zdr , 
so  folgt: 

»K  ___gs 8s 


dp' 


"-=       ^3^  "ge- 
setzt man 


-  =  tW. 


nad  bestimmt  die  Function  ^{m)  aus  der  Differentialgleichung 

ao  ergiebt  sich  für  t  die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 


deren  allgeui 

8t           dt           dt 
eine  Lösung  iat: 

willkürliche  Function  bedeutet  und  zur  Abkürzung 

Wir  habe 

■n  also 

"  '  ~  £  ~  s»»'!»)  + 1  -  eiV)  -  »i'W 

(2) 

-  >  -  ^  -  äjf'W  +  i'(f) 

-'--|j-2r»-(»)  +  /&). 

Nun  folgt  aus  der  Gleichung 
durch  li]infGhrung  von  p,  q,  r  als  unabhängige  Variable 


dpdz  ^djdy      d^dx_dx_dj_      dx-(iy__dy_d_x 
dqSr"    8qdr~^drdp      St  dp'^dpdq       dp  dq         ' 


yGoosle 
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oder  durch  Substitution  von  (2) 

»i(l2«.'(».)'+ 16«»-(m)»"(»)) 

-n/..(4V(..)-H».f-(..))('r+r+T'  l(f+')|^'+!'^4r,+<'"+"5l 

+  (.  +  p-+r->-(?;^g-(äfi)')  =  o, 

uad  da.  m,  ß,  y  von  einander  aiiabhängige  Variable  sind,  so  spaltet  aich  diese 
1  die  drei  folgenden: 


Gleichung 
(S) 


(4) 


;,+  &"  +  ')5 


+  J')" 


»/     yi  +  P"  +  r'' 

(5)  «(l8t'(l«)'  +  16«»'(m)t"(»))+l,>'Ä(4.|.'(m)  +  4mi(,"(lll))4-i_0 
worin  fc,  ft,  unbestimmte  Conetanten  bedeuten.  Tüiirt  man  an  Stelle  < 
Function  x  eine  neue  Punotion  x,  ein  durch  die  Gleichung 

HO  gehen  die  Gleichungen  (3),  (4)  io  folgende  über: 

'  '  dp-  gy'      W|i8,/ 

8-1, 

Dieee  Gleichungen  Jiönnon  aber   nur  dann  zusammen  bestehen,  wenn 
lineare  Function  von  ß,  y,  und  folglich  h'  =  0  ist;  denn  betrachten  v 

*'       ^  dp       '  By'    dp'    Sr 


m 


'+1)^  +  1P: 


(1 +  (!■  +  /■)"■• 


ist  (6)  die  Differentialgleichung  e 
,    (7)  die    einer   Minimalfläohe,    a 
der  Ebene  zuBammentreffen. 
t,  c  Constanten  bedeuten,  für  x  ei 


als  rechtwinkbgc  Coordmiten. 
mit  constaDtem   Ki 
Schäften,  die  bekanntlich 
Hieraus  ergiebt  «ich,  v 
von  der  Form 

X  =  a-\.b?  +  cy+\k,yi  +  f +"7% 
und  die  Gleichungen  (3)  gehen  m  folgende  über; 

x  +  a       „^^i  +  ^t^^'W 
I^l  +  F  +  7"    ' 

w  4-  [i  =  —  > — i— , 

yurP'  +  i' 

(jt,  +^Vi<fm)y 

Vi  +  W+7    ' 

(I  +  o)=  +  (j,  +  Vf  +  (,  +  0)"  _  (.1.1,  +  21'i»' (,))', 
woraus   folgt,    dass    die    Flücheu  a  =^  const.    oder  in  ^=  const.    co 
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2.  Wenn  zwiBclien  den  Variablen  <p,  q,  r  eine  von  den  Coordinaten  x,  y,  2 
freie  Gleichung  besteht,  so  kann  r  als  Punotioii  von  p,  q  angesehea  werden, 
und  wir  haben 

dr  =  adp  -{-  bdq, 


-^'      &  = 


Sp'      "  ~  ')q'       dq~  dp 
geaetat  wird.     Hieraus  folgt: 

Wena  nun  nicht 

(8)  p'  -\-  q^  -\~  f'  ^  coHSt. 

ist,   BO   wird  c  TOn    denselben    beiden    Variablen    abhiingei 

daraus  geht  hervor: 

r  =  ap  -{•  bq, 
nnd  durcli  Difierentiation : 


Sa    ,       db        ^  Sa    ,       8b 

^  Sp    '    ^  dp  '    8q        ^(q 


(9) 


Sp  3g  8q  dp 

Setien  wir  nan,   wie  vorhin,  auch  in   dem  Fall,   wo  die  Gleichung  (8}  be- 
steht, 

s  ^  a  —  xp  ~  yq  ^  er, 
ds  =  ^-  xdp  —  ydq  —  zdr  ^=  —  {^  •\-  (ts)dp  —  (;/  +  be)iJq, 
so  folgt,  daas  auch  s  nur  von  p,  q  abhängt,  und  es  ergiebt  sieb 

CO)  !;_-(.  +  „),  |i_-(,  +  b). 

Führt  man  nun  in  der  Gleichung 

2p      8«      äj- 

Si  +  Sj  +  S« 
p,  q,  a  als  unabhängige  Variable  ein,  so  folgt 

Zx    dy  _  ^ßy_  L^ _ ?_^  ^)  _  5  f^  ^  _  ^y  oA  _  (, 

dp      dq  \dq  ds       dq    dz/  \dp   de       dp   Szl         ' 

nnd  daraua  mit  Hülfe  vOn  (10) 

4-1^(1  -{.  b'')  -  iah -^^-l-  -\-~Al  +a^)  =  0. 

Da  nun  o,  b,  s  von  g  unabhängig  sind,  so  KerfäUt  diese  Gleichung  in  die  bei- 
den folgenden: 

CD  |ic+s,„,„5j0-  +  gc  +  <.-)-» 

<«»  sie +  »'>-'-»S^+a|)+|(' +  •■'  =  »■ 

Betrachten    wir    nun   p,   q,  r   als   rechtwinklige   Coordinaten,    so  ist   (12)    die 
Differentialgleichung   einer   Minini alfläche,   welche   nach   (8)    oder  (9)   zugleich 
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eine  Kugel  oder  eine  in  die  Ebene  abwickelbare  Fläche  sein  müBate.  Dies 
kann  nur  vereinigt  sein,  wenn  die  Fläche  eine  Ebene  ist,  und  daher  a,  h  Con- 
stanten  sind,  die  man  bei  passender  Bestiramnng  der  Bichtung  der  s-Äse 
gleich  Null  annehmen  kann.     Demnach  ergiebt  sich  aus  (11) 


dp-^dq-      "' 

ferne: 

r  wie  im  ersten  Fall 

.  =  »(.)+«(»), 

vi  =  ^'  +  ^\    r  =  0. 

-»-|^-»'(")21>+I(B- 

-  flifl, 

-</-||-»'(»)2s  +  l'((!). 

1.   ß  = 

=  ^  geeekt  wird. 

Aus  (13)  folgt  daher 

)/m(4^'(»i)  +  imr{m))  +  (1  +  p')\"(p)  =  0, 
eine  Gleichung,  die  in  die  beiden  folgenden  zerfällt: 

>^(4V(m)  +  ^m^i,^■(n^))  =  -k, 

worin  k  coustant  ist.    Die  Integration  dieser  letzteren  Gleichung  ergiebt,  wenn 
o,  b  will kürli che  Constanten  sind, 

i(B  -  ivr+j.  + « +  sp. 

Demnach  haben  wir 

(a^  +  ö)  +(!/  +  6)'  =  (2y  {.«)V»i+Ai 

Die  isothermen  Flachen  sind  daher  in  diesem  Fall  Cyiinder  mit  krei^tdimigem 
Qnerschnitt  und  gememsctaltbcher  Äse 

Der  dritte  Fall     in  dem  /     q,  i   lunctionen  einer  und   derselben  Variablen 
sind,  kann  nicht  yorkonuncn      Ist  namlich 

j)  =  iPi(fi),       9  =  J^2(fi),      r  =  ^aCf*)j 
so  folgt  aus  den  Gleichungen 

8q dr        dr        dp       dp       dq 

dz       dy '     dx      de '     dy       dx' 


°  "^  "     "       Vi+J- 
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imd  die  Gleichung  A  =  0  liefert 

».'Wj'  +  ♦.■«11  +  ».»IJ-». 

was  sich  offenbar  widerspricht. 

Es  bleibt  also  nur  der  vierte  Fall,  in  dem  p,  q,  r  constant  sind,  und  daher 
die  Schaar  der  isothermen  Flächen  aus  parallelen  Ebenen  besteht. 


Von   der   allgemeineren   FgwandTmpt  dZt 

nur  yon  zwei  Variablen  abh    g  g      t    1&   t      h  d  t    F  11     d       m  T    t 

durch  m  =^  i  charakterisirt  itnflgd      W        b    ntw    t 

Wir  haben  in  diesem  Fall  d       i     drat     h    F    m 


in  der  a,  b'  lineare  Functionen  von  y  sind,  währe 
Ferner  ist  die  Determinante 


constant.     Die  adjungirte  Form  zu  dieser  ist 

-  (ada  -f  b'dß  —  e'dy)»  +  3(2a'&'  -  ec-)dadß, 
in  der  2o'&'  —  cc'  von  y  unabhängig  ist 

Nun  können  wir  durch  Einführung  einer  neuen  Variablen  an  btelle  von  y 
welche  eine  lineare  Function  von  y  ist  dieae  lorm  m  die  einfai-here  trans 
formiren ; 

(ada  +  cdv)    +  2mdadß 

in  der  a  eine  lineare  Function  von  j  c  nn  l  m  von  y  u  mbh  ng  „  aiiid  Es 
sind  nun  die  Fälle  aufzufinden,  in  welchen  diese  Form  m  eine  andeie  mit  con 
stauten  Coefflcienten,  oder  speciell  in  die  Form  dj,'  -\-  dy^  -j-  '^**  tranaformii 

Zu  dem  Ende  bilden  wir  die  Gleichungen  (ii',  t 'i"  )  =  0  (S,  402),  welche 
in  diesem  Fall  die  Gestalt  annehmen; 

le-a'        S'oe\,    .     8t/'8£_     8«   ,      ä_"'l 
I  da  de\  Idm  da\  3c  dac 

~     ;iH    \  ;ifl  hat 
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Anmerkungen. 


(1,2)  2"'(2«Ä-SS)  +  ('ls-°l^) 


Aus  (l,S)  folgt,  daBs  C^"ö"~''äo''  ^'^^  ^'^''^  "äö"  'on  7  unabhängig   ist;   setzt 
mao   daher   o  ==  o,  ^-ya,,    ao   folgt,    dass    «j    von   der  Form   ist  cf(a),   und 
/■(o)  von  p  unabhängig. 
Wir  haben  daher 

(«Äß  +  C'lyy  +  imdadß  =  (h,  (Je  +  t  (/■(")  (^-^  +  dy))'  +  2mdadß: 
führt    man    also     statt  y    eine   neue  Variable   y  ■\-J'f[a)da  ein,   ao   geht  die 
quadratische  Form  in  eine  andere  von  derselben  Geetalt  über,  in  der  nur  a 
von  y   unabhängig   iat.     Bei    dieser   Annahme    erhält    die   Gleichung   (2, 2)  die 


woraus  in  Verbindung  mit  (1,1)  hervorgeht: 

^^'41      glogm       ^^°gff_Slog»> 
da       "      0a     '  dß  Sß    "' 

und  daraus 

Es  sind  nun  drei  Fälle  au  unterscheiden. 

1)   wenn    ^  (ß)  =- i(i  («)  =  0    ist,     so   ist    e  =  const.  und    aus    (1,2)    folgt 

-j—^Q,    Führt  man  also  an  Stelle  von  y  eine  neue  Variable  cy  -\-  jada  ein, 

BO   erreicht  man,   dass  in  der  quadratischen   Form   «  =.  1),   c  =-  1  wird,   und 
ans  (3,3)  folgt  dann 

Sff-«.     >"•-'(•)»<«■ 

Führt  man  daher  an  Stelle  von  a,  ß  die  YariaMea  fxia)da,  f»iß)dß  ein, 
so  erhält  mau  die  quadratische  Form 

dy^  +  dadß, 
welche  durch  die  Substitution  a=^  x  -\-  iy,  ß  =  x  —  iy,  y  =  z  übergeht  in 

dx^  +  Ay^  +  dz'. 
Die  isothermen  Curven  «  =  const-,  ß  =  const.  sind  also  in  diesem  Fall  parallele 
gerade  Linien, 

a)  Wenn  (f{^)  =  0,  7/7(0)  nicht  =  0  ist,  so  ist  c  von  b  unabhängig,  und 

aus  (1,2)  folgte  dass  —  Ton  ß  unabhängig  iat.    Auf  ähidiche  Weise,  wie  oben 

erreicht  man  nun,  da«B  a  verschwindet,  und  ferner  ergiebt  sich 

1      Sc  _ 

!;.(«)  äß  "'"' 

wodurch  die  Gleichungen  (1,1) .  ^ .  (1,2)  s^mmtlich  befriedigt  sind.    Führt  man 
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Anmerkungen. 


e  Variable  an  Stelle  von  «,  ß  ein,  so  erhält  mac  die  ijuadra 


tische  Form  ß'dy^  +  da  dp,  welcke  in  dx'  +  dy''  +  dz'  übergeht  dnroh  die 
Substitution 

Ä  +  iy  =  ß,     cc  —  iy  ■=  ff  —  ßy',     äf  -^  ßy. 
Hieraus  kann  man  aher  mittelst  der  GleJoliungen  k  ^=  const.,  ß  =  const.  keine 
reellen  Curven  erhalten.     Der  Fall  ^[a)  =  0,  q)(ß)  nicht  =  0  ist  von  dii-'aem 
nicht  wesentlich  verschieden. 

3)  Wenn  weder  ip{it)   noch  •fi[ß)  verschwindet,    so   führe   man  für  «,    ß  die 

neuen   Variahlen     /  — -^-,  ,       /      —  ein,  wodurch  man  erreicht,  dass 
J   i'W      J    9'(P) 

also  c  =  /-(ff  +  ß),  m  =  rc^  +  ß)  wird. 
Nun  folgt  aus  (1,3) 

aio  — 

8ß  _  d  log  cm 

und  darane  durch  Integration 

ac  =  r<p{«)  +  f{a); 
durch    Einfuhrung    der  Variabeln    y  -\-Jrp{d)dit    statt  y   erreicht   man,    daes 
tp(ff)  ^  0  nnd  mithin  ac  =  ip{a)  wird.     Dann  folgt  aus  (1,  2): 
Pf 

r 

Da  nm»  die  eine  Seite  dieser  Gleichung  nnr  von  «,  die  andere  nur  von 
K  +  ß  abhängt,  so  muss  jede  derselben  einer  Coustaaten  ü:"  gleich  sein,  woraus 
BJeh  für  die  Function  f  die  Differentialgleicliung  aweiter  Ordnung  ergieht: 

wonach  die  Gleichungen  (1,1). .(1,2)  alle  befriedigt  sind.    Die  einmalige  Inte- 


-»(«)'■ 


/" 


gration  dieser  Gleichung 

ergiebt,  mm  *.  die 

neue  Constante  bedeutet: 

.r-.-^. 

Setzen   wir 
Variable  y  - 

^f^^ 

in,  BC 

ij,    |!-S!-i,, 

■  erhalten  wir 

und   führen   für  y   eine 

{cdy^ 

ai„)'  +  i 

Inda 

df-{fdy  +  i. 

dpy  +  ^r(dx'  +  dy') 

Setzen  wir  fci 
woraus  folgt 

tf 

VM 

f-f,         f- 

m^+^, 
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so  gtht  unsere  quadratiEciie  Form  über  in 

[f -  dy  +  Kdy)'  +  kW dr'  +  di'. 
Beziehen  wir  dieselbe  auf  Polarcoovdinaten,  indem  wir  aeteen : 

I  =  r,     k,y  =  tp,     Ky  +  ]^-^  •!  =^. 
so  nimmt  nie  die  Form  an ; 

Diu  Curven  «  ==  coaat.,  ß  ^  conät.  werden  dabei' 

r  =^  conat.,      .;  -    ,  -  ip  -=  const, , 
worin  k  aucii  =  0  sein  kann,  also  Scliraubenlinien  oder  Kreiey. 

In  dem  Specialfall  k^  ==  0  erhalten  wir  |  =  -^  und  die  quadratische  Poi-m 

-  afctjrfy'  +  Ihaydy  +  dlS 
oder  indem  wir  an  Stelle  von  I,  — — - -■  -  ,  1/^2^*1'  wieder  k,  ß,  y  sulireiben: 

«(iy*  +  d^a.1  ■\-  da^, 
welche  in  die  Form  dx^  +  dy^  +  di'  übergeht  durch  die  Substitution 
X  -\-  iy  =  ^  +  ay  —  -^y^, 
x-^iy  =^y, 
z  ==  «  -  }y'i 

aber  den  hieraus  sich  ergebenden  Gleichungen 

ä  +  f  (i«  —  »!/)'  =  «  =  const-, 
(k  +  iy)  —  K(ai  --  »y)  +  A  <äi  -  Jy)^  ^  ß  =  cons'" 
enfspreclien  keine  reellen  Curven, 

In  den  übrigen  Fällen  ist  es  mir   nicht  gelungen,  die  Rechnung  volktändig 
durchEiifCibren.  W. 
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XXIIl. 

8nllo  svolgimento  del  qiioziente  di  due  serie  ipergeometriche 
in  frazione  continua  iufinita.  *) 

I. 

Aveiido  una  frazionc  continua  iaiinita  della  forma 


che  per  valori  di  x  abbastanza  piccoli  converge  e  rappresenta  la  fun- 
zionc  fix),  si  vede  facilmente,  che  la  ridotta  jji*"""  e  uguale  al  qiio- 
ziente ^  di  due  funzioni  intere  ß«  e  q^,  i  eui  gradi  sono  ambedue 
n,  se  JM  ^  2n  +  1,  e  «  e  »  —  1,  se  m  '=  2».  La  difFerenza  tra  la 
ridotta  e  la  funzione  f{x),  se  3;  fe  infinitesimo,  e  infinitesima  dell'  ordine 
j»*"™".  Ma  affinclie  questo  avvenga,  debbono  easere  sodisfatte  tante 
condizioni,  quant«  sono  le  quantita  arbitrarie  contenute  nella  funzione 
fratta  uguale  alla  ridotta. 

Dunque  la  ridotta  j»"*"^  puo  determinarsi  mediaiite  la  condizioue 
di  coincidere  nei  primi  m  termini  dello  svolgimento  secondo  le  potenze 
di  X  eolla  funzione  da  svolgere  e  mediaute  i  gradi  dei  numeratore  e 
del  denominatore,  che  sono  per  wj  ^  2«  +  1  ambedue  m,  e  »  e  »  —  1 
per  m  ^  2«. 

II. 

Questo  modo  di  determinare  la  ridotta  conduee  immediatamente 
all'  espressione  della  ridotta,  quando  ai  tratta  di  svolgere  il  quoziente 
delle  Serie  ipergeometriche 


"C?-:-)---c:/r 


■ «, 


*)  Die  Bearbeitung  dieses  Fragmente,  liesseu  Eotstehuiig  in  den  October  1863 
ftlUt,  riilirt  von  H.  A.  Schwarz  her. 
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ove  ai  faceia  uso  delle  proprietä  caratteristiche  esposte  nella  memoria 
[Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gause'sche  Reihe  F{a,  ß,  y,  x) 
darstellbaren  Functionen]. 

Infatti,    poiche    per    x    intinitesimo    t~  ■ —   divieui   iufinitesimo 

deir  ordiue  m  e  Qq,,^  dell'  ordine  a,  Tespreasione  g^P  —  PmQ  diviene 
infinitesima   deiV  ordine  m  -\-  et,  e  si  dimostra  faeilmente,  che  questa 
espressione    ha    tutte    le    proprieta    caratteristiche    di    una    fiinzione 
sviluppabile  in  serie  ipergeoinetrica  in  modo  che  ai  abbia 
q2n+lF  —  p2n+xQ 

dove  P,,  ^,  denotano  cio  ehe  divengono  P,  §,  quando  si  mutano 
K,  ä  in  K-|-M,  «'— ».  Ora,  se  t'acciamo  variare  continuamente  x  e 
le  funzioni  di  x,  in  modo  che  Tindice  del  valore  complesso  x  percorra 
im  giro  intomo  l'indiee  di  1,  g-»,,  p„j  riprendono  gli  steaai  valori,  mentre 
P,  ^,  P,,  ö„  si  convertono  in  altri  rami  di  queste  funzioni. 

Dimque:   se   designiamo   con  P',  Q',  P„',  (?^   altri  raoii  corrispon- 
denti  di  queste  funzioni,  abbiamo  anche 

Dalte  equazioni  (1)  e  (2)  a'ottiene: 

Dunque,   per  trovare  per  quali  valori   di  x,   -—  e  —-'——  convergano 

verso  y-,  basta  rieercare  quando  -p.  e  ^,  col  crescere  indefinito  di 
n  convergano  verso  zero. 

[in.] 

A   questo  scopo   convieiie  iutrodurre  l'eapressioni  di  P,  e  Q„  per 
integrali  defiuiti,     Ponendo 

i~  «•-/?■-/-« 

-  o  -    (S'  -  7  —  c] 
puö  esprimersi 
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420  XXIIL    Sullo  svolgiraento  del  quozlente  di  due  serie. 

P„  per  ra;"+"(l  —  x)>'  /  s"+'(l  —  s)'+"(l  —  xsy-''dsj 
e  ^ 

Q„  per  ra^'+"0  -  x)^  J  s"-+^+'-0  ~  sy'+''(i  ~  x^)'-" ds'\  . 

Per  avere  il  valore  generale  delle  funzioni  P„,  Q»  bisognerebbe 
moltiplicare  gli  integraii  per  fattori  costanti,  ina  possiamo  sostituire 
nelle  equazioni  (1)  gli  integraii  comprendeiido  i  fatkiri  costanti  nelle 
funzioni  iatere  p»,,  qm-  Quaiito  ai  valori  deile  funziom  sotto  il  aegno 
integrale,  ii  indifferente  qiialuiiqiie  valore  si  prenda,  purche  si  pren- 
dano  per  s",  (1  —  s)*,  (1  —  xs)"  gli  stessi  valori  in   ogni  integrale. 

[Nun  bleiben  die  Ausdrücke  für  —  aach  unverändert,  wenn  für 

P',  Q',  JP'n,  Q'n  dieselben  linearen  Verbindungen  dieser  Crossen  und  der 
(Jrössen  P,  Q,  P„,  Q„  lAF+BF',  AQ +  BQ',  AF„-\-JiFn,  AQ„+BQ: 
gi'setzt  werden,  wo  A  und  B  zwei  Constanten  bezeichnen,  von  wel- 
cben  B  niebt  gleich  Null  ist.  Solche  correspondirende  Functionen  er- 
geben sieb,  wenn  die  obigen  Integrale  anstatt  von  0  bis  1  von  irgend 
einem  der  vier  Werthe  0,  1,  — ,  oo  zu  irgend  einem  dieser  vier  Werthe 
und  zwar  alle  auf  demselben  Wege  erstreckt  werden.] 

Dunquc  si  possono  prendere  per  P^,  Q^  gli  stessi  integraii  estesi 
da  uno  ad  uno  intomo  di  —  ■ 

GH  integraii  [durch  welche  der  letzten  Annahme  zufolge  P,„  Q,,, 
F'ay  Q'n  ausgedrückt  sind,  ändern  bei  einer  continuir liehen  Variation 
des  Weges  der  Integration  zwischen  den  angegebenen  Grenzen  ihren 
Werth  nicht]  purche  il  cammino  d'integrazione  non  oltrepassi  l'indice 
di  — ,  e  possiamo  disporre  del  cammino  dell'  integrazione  in  modo 
ehe  si  poasa  piü  facilmente  trovare  il  limite  verso  il  quäle  converge  il 
valore  dell'  integrale  eol  creseere  di  n. 

^  ,.  S  (1  -  3) 

A  questo  aeopo  ■  ■  ■ 

[Hier  bricht  der  Text  ab.  Es  lassen  sich  aber  aus  einigen  Hand- 
zeichnungen  und  Formeln  die  Schlüsse,  deren  Kiemann  sich  bedient 
hat,  etwa  in  folgender  Weise  herstellen. 

Man  setze:] 

[und  betrachte  in  der  Ebene  der  complexen  Grösse  s  die  Curven, 
längs    denen   der  Modul   von  c^'''  einen  constanten  Werth  hat.     Für 
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sehr  kleiue  Werthe  dieses  Moduls  umgeben  diese  Curveu  die  l'unkte  0 
und  1  nahezu  wie  concentrische  Kreise  mit  kleinen  Kadien.  Für  sehr 
grosse  Werthe  des  Moduls  umgeben  diese  Curven  den  Punkt  s  =  — 
und  den  Punkt  s  =t=  <x>.  In  beiden  Fällen  bestehen  die  Curven  also 
aus  zwei  getrennten  Th  eilen.  Las  st  man  den  Modul  von  kleinen 
Werthen  an  wachsen,  so  werden  die  getrennten  Theile,  welche  die 
Punkte  0  und  1  umgeben  und  demselben  Werthe  des  Moduls  ent- 
sprechen, einander  immer  näher  rücken,  bis  sie  nur  eine  Curve  bilden, 
welche  einen  Doppelpunkt  hat.  Für  diesen  Doppelpunkt  mnss  /"  (s) 
gleich  Null  sein.  Eine  ähnliehe  Betrachtung  findet  statt,  wenn  man 
den  erwähnten  Modul  von  sehr  grossen  Werthen  an  abnehmen  lässt. 
Es  ergeben  sich  folgende  Gfleichungen ;] 

/■(s)-log(l-s)--log(A-a;), 

[Für  f  (6')==0  ist  also] 

l-2s  +  3;s^=0,  s(l-xs)  =  t-s,  l-2s  +  s^  =  (l-^)s^=.(l-sf 
i  —  1  =  l/i"  x  =  l-xs 


[Es  werde  nun  mit  yi  —  x  derjenige  Werth  der  Quadratwurzel  be- 
zeichnet, dessen  reeller  Bestandtheil  positiv  ist,  -wobei  der  Fall,  dass 
X  reell  und  ^  1  ist,  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  wird.  Ferner 
mögen  e,  e'  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

1  —  2s  +  a;s'  =  0, 


bezeichnen,    so    dass    der   Modul    von    e   kleiner   ist    als    der  Modul 
von  s". 

Dann  ist 

Man  denke  sich  nun  den  Punkt  s  ■=  0  mit  dem  Punkte  s  =  1  so 
durch  eine  Linie  verbunden,  dass  dieselbe  den  Punkt  a  ■=  «  enthält 
und  dass  bei  dem  Fortschreiten  auf  dieser  Linie  der  Modui  von  e-'<"' 
auf  dem  Wege  von  s  =  0  bis  s  =  ff  beständig  im  Zunehmen,  auf  dem 
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Wege  von  s  ^  e  bis  s  =  1  aber  beständig  im  Abnehmen  begriffen  ist. 
Eine  solche  Linie  kann  als  Integratiousweg  für  die  von  s  =  0  bis 
s  mz  1  zu  erstreckenden  Integrale  dienen,  dnrcli  welche  die  Functionen 
■P«!  Qu  ausgedrückt  werden. 

Für  diejenigen  Integrale  hingegen,  welche  -an  die  Stelle  der 
Functionen  P^,  Q'„  gesetzt  werden,  kann  ein  Integrationsweg  dienen, 
welcher  vom  Punkte  s  =  1  zunächst  nach  dem  Punkte  s  =  ^  führt, 
von  dort  nach  dem  Punkte  s  =  1  zurückführt  und  hierbei  den  Punkt 
s  =  —  umsehUesst,  Dieser  Integrationsweg  kann  so  gewählt  werden, 
dass  der  Modul  von  e^'''  sein  Maximum  auf  dieser  Linie  nur  im  Punkte 
s  ^  ff"  erreicht. 

In  den  nachstehenden  Figuren,  zu  denen  sich  Entwürfe  von 
Riemann's  Hand  vorgefunden  haben,  sind  die  Integrationswege  durch 
punktirte  Linien  angedeutet. 


handelt  sich  nun  di 
den  Werth  des  Integrals 


,  einen  Ausdruck  zu  finden,  welcher 


/s-+'(l  -sf+''(\^xsy-''ds 

n  asymptotisch  darstellt, 

ist  zu  berechnen    1  e"-f^'''(p{s)ds  für  «=  oo. 


fiir  unendlich  grosse  Wertho 
Man  setze 

s"{l  —sy  (1— «sy 


Diejenigen  Theile  des  Integrationsweges,  welche  nicht  in  der  Nähe 
des  singulären  Werthes  s  =  ff  liegen,  ergehen  zu  dem  Werthe  des 
Integrales  einen  Beitrag,  welcher  für  unendlich  grosse  Werfche  von  n 
nicht  allein  unendlich  klein  wird,  sondern  auch  —  weil  der  reelle  Be- 
standtbeil  von  «  (f{s)  —  f(s))  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen 
über  jedes  Maass  hinaus  wächst  —  unendlich  klein  wird  im  Verhältniss 
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zu  dem  Tlieile  des  Integrals,  welches  sich  auf  einen  iu  der  Nähe  des 
Werthes  s  =  ff  liegenden  Theil  des  Integrationsweges  bezieht.  Aus 
diesem  Grunde  genügt  es  zur  Auffindung  eines  für  lim  w  ^  oo  gelten- 
den asymptotischen  Ausdruckes  für  das  erwähnte  Integral,  die  Sum- 
mation  auf  einen  iu  der  Nähe  des  Werthes  s  =  ff  liegenden  Theil  des 
Integrationsweges  zu  beschränken.  Man  setze  daher,  mit  h  eine  Grösse 
bezeichnend,  deren  Modul  nur  kleine  Werthe  annehmen  soll:] 
s-a  +  h 

fW-«»)  +  ir(«)  »'  +  (*') 

../■(s)  -  Hfto)  +  «  ^■^*>  +  »(*•) 


]/-.« 


[Wird  nun  der  in  der  Nähe  des  Punktes  s  =  ff  liegende  Theil  des 
Integrationsweges  geradlinig  angenommen  und  zwar  so,  dass  der  von 
den  beiden  Tangenten  der  Curve 

mod  €■"*>  ^  mod  ef^"^ 
im  Punkte  s  ^  e  gebildete  rechte  Winkel  durch  denselben  halbirt  wird, 
so  convergiren  für  lim  «=^00  die  Grenzen  der  auf  die  Variable  z 
sich  beziehenden  Integration  beziehlich  gegen  die  Werthe  —  00  und 
+  00,  und  es  ist  daher  der  Beitrag,  den  die  in  der  Nähe  des  Werthes 
s  =  ff  liegenden  Elemente  des  betrachteten  Integrales  für  sehr  grosse 
Werthe  von  n  zu  dem  Werthe  des  Integrals  ergeben,  asymptotisch  gleich 


Vi  +  yi-ij 


■2        fl{i  — fl)      s'v'iTr^ 

ip[a)  =  0"+''  {\  ■■  ■  x)'^   . 
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Es  ist  demnach  der  asymptotische  Werth  von    1  e"^^'>  <p  (s)  äs  gleich 

Durch  analoge  Schlüsse  wird  der  asymptotische  Werth  von   /  e'''^'^q){s)ds 

getundeii. 

Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  ergiebt  sich  also  für  deu 
Quotienten  P„  :  J?i  der  asymptotische  Werth:] 

1-1  -Vi --x\-+'+'+' 
Ki  +  YTT-J 

[Für  alle  Werthe  von  x,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  reell  und 
grösser  als  1  sind,  sowie  mit  Ausnahme  des  Werthes  x=l,  con- 
vergirt  daher  der  Quotient  P„  :  P^  mit  unendlich  zunehmendem  n  gegen 
Null. 

Dasselbe  gilt,  wenn  a  in  «  +  1  verwandelt  wird,  von  dem  Quo- 
tienten Q«:  Qn. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Näherungswerthe  des  Kettenbruehes 
von  der  in  I.  angegebenen  Form,  in  welchen  der  Quotient 

entwickelt  werden  kann,  für  alle  Werthe  von  x,  welche  nicht  reell 
und  ^  1  sind,  mit  wachsendem  Index  gegen  den  Werth  dieses  Quo- 
tienten convergireo.] 
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Um  die  Wirkung  eines  beliebigen  Körpers,  dessen  Theile  eine 
Anziehung  oier  Abatossuiig  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der 
Entfernung  ausüben,  für  jeden  Punkt  ausserhalb  dieses  Körpers  zu 
bestimmen,  hat  man  bekanntlieh  eine  Function  V  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y,  s  dieses  Punktes  zu  suchen,  welche  deu  Namen  des 
Potentials  oder  der  Potentialfunction  i3er  wirkenden  Massen  führt  und 
deren  Differentialquotienten  y-,  -s— ,  -k-  den  Componenten  der  be- 
schleunigenden Kraft  im  Punkte  x,  y,  0  gleich  oder  entgegengesetzt 
sind,  je  nachdem  die  Masseneinheit  eine  gleiche  um  die  Längeneinheit 
entfernte  Masse  mit  der  Einheit  der  Kraft  anzieht  oder  abstösst.  Zur 
Bestimmung  dieser  Function,  welche  der  Bedingung 

(1)  t4  +  Vf  +  Vt  =  0 

genügen  muss,  ist  es  hinreichend,  wenn  in  jedem  Punkte  der  Ober- 
fläche des  Körpers  noch  eine  Bedingung  gegeben  ist,  und  es  bietet 
sieh  die  Aufgabe  häufig  in  der  Form  dar,  dass  nicht  die  Vertheilung 
der  Massen  im  Körper,  sondern  gewisse  Bedingungen,  denen  ihrü 
Wirkung  in  der  Oberfläche  genügen  soll,  gegeben  sind,  z.  B.  dass  V 
einer  willkürlich  gegebenen  Function  gleich  werden  soll,  also  in  jedem 
Punkte  der  Oberfläche  die  ihr  parallele  Componente  gegeben  ist,  oder 
dass  in  jedem  Punkte  in  Einer  gegebenen  Richtung  die  Componente 
einen  gegebenen  Werth  erhalten  soll.  Das  Verfahren,  um  diese  Auf- 
gabe zu  lösen,  besteht  bekanntlieh  darin,  dass  man  aus  partieularen 
Losungen  der  Difi'erentialgleichung  (1) 

Qu  Q„  ...,  «2«,  .-■ 

einen  allgemeinen  Ausdruck 

«ift  +  «3^3  +  ■  ■  ■  +  «"Ö.  +  ■  ■  ■  -  -ß 

mit  den  willkürlichen  Constanten  a^,  a^,  ...,«„,  ...  zusammensetzt, 
welcher  ebenfalls  der  Differentialgleichung  (1)  genügt,  und  dann  diese 
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Constanten  so  bestimmt,  dass  die  Grenzbedingungen  erfallt  werden. 
Die  Ausdrücke  B  couvergiren  im  Aligeuieinen  nur  für  gewisse  Wertbe 
der  Coordinaten  x,  y,  2,  so  dass  für  jeden  bestimmten  Ausdruck  der 
ganze  unendliche  Raum  durch  eine  Fläche  s  in  zwei  Theile  zerfällt,  in 
deren  einem  dieser  Ausdruck  convergirt,  während  er  in  dem  andern, 
allgemein  zu  reden,  (d.  h.  von  einzelnen  Punkten  und  Linien  abgesehen) 
divergirt.     So  z.  B.  wird  der  Ausdruck 

>  <r„e  cos  a,^x  coa  ß^y 

für  eine  bestimmte  auf  der  s-Ase  senkrechte  Ebene  zu  convergiren 
aufhören.  Führt  man  statt  x,  y,  s  Polar  coordinaten  ein  und  entwickelt 
V  nach  Potenzen  des  Radinsvectors,  wo  dann  bekanntlieb  die  Coef- 
fleienten  der  Hten  Potenz  sich  aus  den  Kugelfunctionen  «ter  Ordnung, 
multiplieirt  mit  willkürliehen  Constanten,  zusammensetzen,  so  erhält 
mau  eine  Reihe,  welche  für  eine  bestimmte  Kugelfläche,  die  den  Pol 
zum  Mittelpunkt  hat,  zu  convergiren  aufliört.  Es  ist  nun  beachtens- 
werth,  dass  einer  bestimmten  Form  der  Entwicklung  M  schon  eine 
bestimmte  Seh  aar  von  Grenzflächen  der  Convergenz  entspricht  (im 
ersteren  Falle  eine  Schaar  paralleler  Ebenen,  im  zweiten  eine  Schaar 
eoncentri scher  Kugelflacben),  während  es  von  den  Werthen  der  Coef- 
ficienten  abhängt,  für  welche  Fläche  dieser  Sehaar  die  Divergenz 
eintritt. 

Offenbar  muss  nun  der  Ausdruck  R  für  das  ganze  Gebiet,  wo  die 
Function  V  bestimmt  werden  soll,  convergiren,  weil  man  nur  dann 
diesen  Ausdruck  in  die  Grenzbedingungen  einsetzen  kann,  um  die  will- 
kürliehen Constanten  in  ihm  zu  bestimmen.  Andererseits  aber  lässt 
sich  leicht  zeigen,  dass  ein  Ausdruck,  welcher  der  Differentialgleichung 
(1)  genügt,  nur  da,  wo  er  zu  convergiren  aufhört,  eine  willkürlich  ge- 
gebene Function  darstellen  kann.  Folglich  musa  die  Form  des  Aus- 
drucks R  so  bestimmt  werden,  dass  die  Oberfläche  des  Körpers  eine 
der  ihm  angehörenden  Grenzflächen  der  Convergenz  ist. 

Es  soll  zunächst  für  einen  Ring  mit  kreisförmigem  Querschnitte 
diese  Aufgabe  gelöst  werden,  was  für  manche  physikalische  Unter- 
suchungen nicht  unerwünscht  sein  dürfte, 

1. 

Legt  man  die  ^-Axe  in  die  Axe  des  Ringes  und  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  des  Ringes,  so  erhält  die  Gleichung 
der  Ringoberfläche  die  Form 

()/«'  +  !,'  +  <.)'  + 2' -A 
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Icii  suche  zimächst  statt  x,  y,  z  solche  Variabeln  einzuführen, 
dass  eine  derselben  in  der  Oberfläche  des  Ringes  einen  constanten 
Werth  erhält  und  zugleich  die  Differentialgleichung  (1)  eine  möglichst 
einfache  Form  behält, 

Führt  man  in  der  {x,  ?/)-Ebene  Polareoordinaten  ein,  indem  man 
X  =  r  cQsip,     y  =^r  sin 9» 
setzt,  so  wird  die  Differentialgleichung  (1) 

die  Grenz  gl  eiehung  von  tp  unabhängig,  nämlich 

(r  +  af+z'-c' 
und 

(r  —  af  +  2^  =  c^, 
also  in  der  (r,  s)-Ebene  die  Grenze  durch  zwei  mit  dem  Radius  c  um 
die  Puntte  ( —  a,  0)  und  (a,  0)  beschriebenen  Kreise  gebildet. 

Ich  fähre  nun  statt  *■  und  s  zwei  neue  Veränderliche  p  und  ^ 
ein,  indem  ich  für  r  -f-  zi  eine  Function  einer  complexen  Grösse  pe*^' 
setze, 

r  +  n-f  {!>>•"], 
und   die  Grösse  qb^'   als  Function  von  r  -\-  si  so  bestimme,   dass  ihr 
Modul  p  in  jedem  der  beiden  Grenzkreise  einen  constanten  Werth  er- 
hält und  sie  ausserhalb  der  beiden  Kreise  allenthalben  stetig  und  end- 
lich bleibt. 

Diesen  Bedingungen  wird  genügt,  wenn  man 

r  +  zi  =  ^^-'^"- 

1  +  ^e^- 

und 

i>- 

setzt;  denn  es  wird  dann 


(a  +  |3)  +  («  +  y)ee'''* 

-Vi 

(«  +  ,■  +  ..)(«  +  •■-  ^0  -  i^-^' V.--  -T^~=r-  («  +  rYf' 


Diese  Grösse  wird  von  V  unabhängig,  wenn 

<«  +  »)«      "' 

und  zwar 

-(«  +  r)'r-(»  +  «(«  +  j')- 

Ebenso  wird  die  Grösse 
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von  il>  unabhängig  und  zwar 

wenn 

Es  entsprechen  also  den  Werfchen 

zwei  um  die  Punkte  ( — a,  0),  (a,  0)  mit  den  Radien 


V¥+ />)(<•  +  !'),  V'C-«+T)(-«  +  r) 

beschriebene  Kreise.     Soileu  beide  Radien  ^  c  werden,  so  muss 
also  y  =  —  ß,  aa  —  ßß  ^=  cc,  also  ß  =  Yaa  —  ce  sein. 


Die  Umformung    der  Differentialgleichung    (1)  kann  dadurch 
leichtert  werden,  dass  man   F  =  r'' (7  setzt,  wodurch 

e^  +  rar  = ''    57-«  +2ft»-''-'  ^^  +ft(^-  l)r."-äC/ 

und   (i   so   annimmt,  dass   das  zweite  Glied  wegfällt,  also   ft  ^  —  -J-. 
Die  Differentiaigieichung  (1)  wird  dann 

Bezeichnet  man  nun  der  Kürze  wegen  die  complesea  Grössen 
r  +  si  durch  y  und  Qef*  durch  jj  und  die  conjugirten  Grössen  durch 
y    und  tj',  so  erhält  mau 


folglich 


ferner 
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(y  +  y)    5  "-/  =  (1  —  »J^)   5—3^  =  ^^ ^^-^-  ä-i fl-i ^i 

^^        ^  '    Oy  cy  ■  '  ' '    öijOri  ,jjij         ö  log))  e  log  ij  ' 

oder  (da  iji;'=  p^,  logij  =  logp  +  i/ii,  log»)'^  logp  —  ^i) 

=  (1 -_e')"  ,  (JtU_       S^m 

e"      *  \d  löge'      ^v»^/ 

Die  partielle  Ditferentialgleiehung  wird  also 


\     2     J    ^^togp^" 


Ea  ist  jetzt  leiclit,  U  in  eine  Reihe  von  particularen  Integraien 
dieser  Differentialgleichung  zu  entwickeln,  welche  gleichzeitig  für  alle 
Werthe  von  (p  und  i^  convergirt  oder  divergirt.  Zu  dem  Ende  hat 
man  nur  diesen  particularen  Integralen  die  Form  zu  geben 

niultiplicirt  in  eine  Function  P  von  p,  welche  der  Differentialgleichung 

™       (^)  L4J^.-~f)  -(«»-«^-0 

genügt.     Die   Bestimmung   der   willkürlichen   Constanten  ergiebt  sich 
dann  durch  die  Fourier'sehe  Reihe. 
Setzt  man 


.  +  ■ 


d  log  e 


S+V^  =  («  +  i)S  +  '1 


und  die  Differentialgleichung  (II)  geht  über  in 

U(tt  +  1)  ^+  («  ^^1  -  {mmtt  +  M«  -  i)  P=  0. 

Diese  Differentialgleichung  enthält  nur  Glieder  von  zwei  ver- 
achiedenen  Dimensionen  in  Bezug  auf  t  und  lässt  sich  folglieh  nach 
dem  seit  Euler  bekannten  Verfahren  durch  hjpergeometrisehe  Reihen 
integriren.  Die  Lösung  lässt  sich  auf  sehr  mannigfaltige  Art  durch 
andere   liy  per  geometrische  Reihen   ausdrücken,   nämlich  durch  solche, 
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deren  viertes  Element  den  WerÜi  oder  den  reeiproken  Werth  folgender 
neun  Grössen  hat, 


e  + 


')'(^)"(^ti:)'  ->■ 

\1+J'  ig       '  io       ' 


1  - 


und  zwar  giebt  es  nach  jeder  dieser  achtzehn  Grossen  vier  verschie- 
dene Entwicklungen,  welche  der  Differentialgleichung  genügen,  von 
denen  indesa  je  zwei  dieselbe  particulare  Lösung  darstellen.  Im  All- 
gemeinen wird  man  nach  der  kleinsten  dieser  Grössen  entwickeln. 
Entwickelt  man  nach  einer  solchen,  welche  für  p  =  l  verschwindet, 
so  zeigt  sich,  dass  von  den  beiden  particularen  Lösungen  die  eine  für 
p  ^  1  unendlich  wird.  Da  V  endlich  bleiben  soll,  so  muss  in  dem 
Werth  von  P  der  Coefflcient  dieser  particularen  Losung  verschwinden 
und  P  der  für  p  =  1  endlich  bleibenden  proportional  sein.  Von  den 
verschiedenen  Ausdrücken  derselben  will  ich  Einen  anzuführen  mich 
begnügen  und  durch  P"!™  bezeichnen,  nämlich 

P'-'"'  =  {l  —  QQy+i^±'^F{n±m-\-i,  n  +  ^,  2k  +  1,  1  — pp). 
Da  sich  in  den  Werthen  der  P"-"'  die  ersten  drei  Elemente  der  hyper- 
geometrischen Reihen  nur  durch  ganze  Zahlen  unterscheiden,  so  lassen 
sich  alle  P"-'"  linear  in  zwei  derselben  P"'",  P"'^  ausdrücken  (Comm. 
Gott.  rec.  Vol.  H*),)  welche  ganze  elliptische  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  sind**)  und  vielleicht  am  bequemsten  nach  dem  Princip 
des  arithmetisch-geometrischen  Mitteis,  d.  h.  durch  wiederholte  Trans- 
formationen zweiter  Ordnung,  gefunden  werden. 

*)  Gauss'  Werke  Bd.  III.  S.  131.  W. 

**)  Sämmtliclie  P"' "  lasBen  sich  durch  ganze  elliptische  lategrale  im  weitern 
Sinne  ausdrücken. 
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Verbreitjung  der  Warme  im  Ellipsoid. 

Bei  dem  Problem  der  W arme be weg uüji  in  einem  homogenen 
isotropen  Körper  handelt  es  sicL  nach  der  Theorie  von  Pourier  um 
die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

worin  a^  eine  positive  Constante  ist  (das  Verhältniss  der  Leitungs- 
fähigkeit  zu  dem  Product  aus  der  Dichtigkeit  und  der  specifischen 
Wärme).  Es  ist  die  Function  m  so  zu  bestimmen,  dass  sie  im  Innern 
eines  gegebenen  Körpers  der  Differentialgleichung  (1)  genügt,  dass  sie 
für  f  =  0  stetig  in  eine  gegebene  Function  der  Coordinaten  (den 
Anfangszustand)  übergeht,  und  dass  sie  ausserdem  an  der  Oberfläche 
noch  einer  Bedingung  genügt,  z.  B.  in  eine  gegebene  Function  übergeht. 
Handelt  es  sieh  um  einen  von  einem  EUipsoid  mit  den  Halb- 
axen  ]/«,  Yß,  Yy  begrenzten  Körper,  so  kann  man  elliptische  Coordi- 
nate  einführen,  indem  man  unter  X,  n,  v  die  drei  Wurzeln  der  cubi- 
sclien  Gleichung 

versteht,  mit  der  ürenzbestimmung 

—  <x><k<y<ii<ß<v<a, 
30  dass  an  der  Oberfläche  des  gegebenen  Ellipsoids  A  =  0  ist. 

Die  Transformation  der  Gleichung  (l)  wird  am  leichtesten  nach 
der  Methode  von  Jaeobi  ausgeführt.  Man  erhält  durch  Differentia- 
tion von  (2) 

,41        rii) •'    +  -<i^-  +  - '-'  -  -  »-f^f-if 
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wenn  zur  Abkürzung 

(5)  („_j)(^„i)(,^A)_e(j) 

gesetzt  ist.     Ferner  aus  (3)  und  (4) 

(8)  (!")"  + ©"  +  (ll)'  =  ra- 

Darnacli  erLält   man   für  das  Volum  dement  dr  in  den  neuen  Coordi- 
naten  den  Ausdruck 

und    die    Umformung    des    Über    einen    beliebigen    Baum    erstreckten 
Integrals 

Indem  man  ron  diesem  Integral  in  beiden  Formen  die  erste  Variation 
bildet,  erhält  man  die  gesuchte  Umformung 

(S + 1? + IS)  I  vnwMrw 


und  durch  Einführung  der  Bezeichnung  (4),  (5)  geht  die  Diiferential- 
gleichung  (1)  in  folgende  über 

Um  particulare  Lösungen  dieser  Gleichung  aufzusuchen,  setze  man 
(8)  »^e-^-V'MiM^Mv, 

worin   g    eine    willkürliche   Constante  ist,   und  nehme  Uz  nur   von  A, 
)(,,  nur  von  ft  und  «„  nur  von  v  abhängig  an.     So   ergiebt  sich,  wenn 

gesetzt  wird,  so  dass  U3  nur  von  k  abhängig  iat,  und  U,,,  U,  die  ent- 
sprechende Bedeutung  haben 
(10)     /(^-^)(..-l)(A-rt-(^-r)K  +  (<'-»)t'„  +  (»-C)C.- 
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Wenn  man  diese  Gleichung  zweimal  nach  X  differenbÜrt,  so  folgt 

oder 

Ux  =  -  gn^  -^hk-h 
und  ebenso 

Uy  =  —  g^v'^  —  hv  —  'k 

U,t  =  —  5^(*^  —  hji  —  k, 
wenn  h  und  h  willkürliclie  Constanten  aind,    die,    damit  (10)  erfüllt 
sei,  in  allen  drei  Formeln  die  gleichen  sein  müssen.     Es  ergiebt  aich 
also  aus  (9)  für  Ux  eine  lineare  Differentialgleicbung  zweiter  Orduung 

<!VewS 

1^'  '■•)  —ii+  (■'''''  +  **  +  *)■'-» 
oder  in  rationaler  Form 

(11)  8  «  S  +  ¥  '■  (■')  H  +  (»''''  +  '*■'  +  *)»  =  » 

und  die  gleiche  Differentialgleichung  ergiebt  sich  auch  für  m„,  jIv,  nur 

dass  die  Variable  k  durch  fi  oder  v  zu  ersetzen  ist,  *) 

*)  Dieser  Uoteraachung  liegt  ein  Blatt  auä  Riemanü'e  Haehlass  zu  Griiude, 
das  die  ZeitbeBtimmung  Ostern  liis  Pöngsten  1356  trägt.  Die  DifEerential- 
gleichung  (II),  auf  die  hier  das  Problem  zurückgeführt  ist,  geht  in  die  sogenannte 
Lamö'sclie  über,  wenn  jf  =  0  gesetzt  wird.  Wir  haben  hier  ein  Beispiel  einer 
Differentialgleichung,  deren  Integra!  in  dem  siugul&reu  Punkt  1  =  oo  sich,  um 
uns  eines  neuerdings  gebräuchlichen  Auadrucka  zu  bedienen,  nicht  regulär 
verhält.  W. 
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XXVI. 

Gleichgewicht  der  Blectricität  auf  Cylindern  mit  kreisförmigem 
Querschnitt  und  parallelen  Axen. 

Conforme  Abbildung  von  durch  Kreise  begrenzten  Figuren.*) 

Das  Problem,  die  VertheiluDg  der  atatiscben  Eieetricität  oder  der 
Temperatur  im  stationären  Zustand  in  unendlichen  cylindrisclien  Leitern 
mit  parallelen  Erzeugenden  zu  bestimmen,  vorausgesetzt,  dass  im  ersteren 
Fall  die  vertheüenden  Kräfte,  im  letzteren  die  Temperaturen  der  Ober- 
flächen conatant  sind  längs  geraden  Linien,  die  zu  den  Erzeugenden 
parallel  sind,  ist  gelöst,  sobald  eine  Lösung  der  folgenden  mathe- 
luatischen  Aufgabe  gefunden  ist: 

In  einer  ebenen,  zusammenhangenden,  einfach  ausgebreiteten,  aber 
von  beliebigen  Curven  begrenzten  Fläche  S  eine  Function  n  der  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  y  so  zu  bestimmen,  daaa  sie  im  Innern  der 
Fläche  S  der  Differentialgleichung  genügt: 

- -"  +  Pt  =  0 

und  an  den   Grenzen  beliebige  vorgeschriebene  Werthe  annimmt. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  zunächst  auf  eine  einfachere  zurück- 
führen : 

Man  bestimme  eine  Function  £  =  S  +  ^»  des  complexen  Argu- 
ments s^x-j-yi,  welche  an  sämnitHchen  Grenzcurven  von  S  nur  reell 
iat,  in  je  einem  Punkt  einer  jeden  dieser  Grenzcurven  unendlich  von 
der  ersten  Ordnung  wird,  übrigens  aber  in  der  ganzen  Fläche  S  end- 
lich und   stetig  bleibt.    Es  lässt  sich  von  dieser  Function  leicht  zeigen, 

*)  Von  dieser  und  den  folgenden  Abhandlungen  liegen  ausgeführte  Manuacripte 
von  Riemana  nicht  TOr.  Sie  Bind  aus  Blättern  zusammengestellt,  welche  ausser 
wenigen  Äüdeutungen  nnc  Formeln  enthalten. 

Der  zweite  Theil  der  Uebei-schvift  heaeiclinet  wohl  besser  die  allgemeine  Be- 
deutung des  Fragmentes,  als  die  in  der  ersten  Auflage  allein  genannte  specielle 
Anwendung.  W. 
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dasB  sie  jeden  beliebigen  reellen  Werth  auf  jeder  der  Grenzcurven  ein 
und  nur  einmal  annimmt,  und  dass  sie_im  Innern  der  Fläche  S  jeden 
complexen  Werth  mit  positiv  imaginärem  Theil  «mal  annimmt,  wenn 
n  die  Anzahl  der  Grenzcurven  von  S  ist,  vorausgesetzt,  daas  bei  einem 
positiven  Umgang  um  einu  der  Grenzcurven  g  von  —  oo  bis  -|-  oo  geht 
Durch  diese  Function  erhält  man  auf  der  obern  Hälfte  der  Ebene, 
welche  die  complexe  Variable  £  repräsentirt ,  eine  «fach  ausgebreitete 
Fläche  T,  welche  ein  conformes  Abbild  der  Fläche  S  liefert,  und 
welche  durch  die  Liuieii  begrenzt  ist,  die  in  den  n  Blättern  mit  der 
reellen  Axe  zusammenfallen.  Da  die  Flächen  S  und  F  gleich  vielfach 
zusammenhängend  sein  müssen,  nämlich  «-fach,  so  hat  T  in  seinem 
Innern  2n  ^  2  einfache  Verzweigungspunkte  (vgl.  Theorie  der  AbeS- 
Bclien  Functionen,  Art.  7.  S.  113)  und  unsere  Aufgabe  ist  zurückgeführt 
auf  die  folgende: 

Eine  wie  T  verzweigte  Functioo  des  complexen  Arguments  t  «n 
finden,  deren  reeller  Theil  u  im  Innern  von  T  stetig  ist  und  an  den 
n  Begrenzungslinien  beliebige  vorgeschriebene  Werthe  hat. 

Kennt  man  nun  eine  wie  T  verzweigte  Function  is  =  h  -\-  ig  von 
5,  welche  in  einem  beliebigen  Punkt  e  im  Innern  von  T  logarithmisch 
unendlich  ist,  deren  imaginärer  Theil  ig  ausser  in  f  in  T  stetig  ist 
und  an  der  Grenze  von  T  verschwindet,  so  hat  man  nach  dem  Green- 
sehen  Satze  (Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen 
einer  veränderlichen  complexen  Grösse  Art.  10.  S.  18  f.): 


••--fj»li«. 


wo  die  Integration  über  die  n  Begrenzungslinieu  von  T  erstreckt  ist. 

Die  Function  g  aber  lässt  sich  auf  folgende  Art  bestimmen.  Man 
setze  die  Fläche  T  über  die  ganze  Ebene  g  fort,  indem  man  auf  der 
unteren  Hälfte  (wo  t,  einen  negativ  imaginären  Theil  besitzt)  das 
Spiegelbild  der  oberen  Hälfte  hinzufügt.  Dadurch  erhält  man  eine 
die  ganze  Ebene  %  »fach  bedeckende  Fläche,  welche  An  —  4  einfache 
Verzweigungspunkte  besitzt  und  welche  sonach  zu  einer  Klasse  alge- 
braischer Functionen  gehört,  für  welche  die  Zahl  p  =  n  —  1  ist. 
(Theorie  der  Abel'schen  Functionen  Art.  7  und  12,  S.  113,  119.) 

Die  Function  ig  ist  nun  der  imaginäre  Theil  eines  Integrals  dritter 
Gattung,  dessen  Unstetigkeitspunkte  in  dem  Punkt  £  und  in  dem  dazu 
conjugirten  b  liegen,  und  dessen  Periodicitätsmoduln  sämmtlich  reell 
sind.  Eine  solche  Function  ist  bis  auf  eine  additive  Constante  völlig 
bestimmt  und  unsere  Aufgabe  ist  somit  gelöst,  sobald  es  gelungen 
ist,  die  Function  £  von  s  zu  finden. 
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Wir  werden  diese  letztere  Aufgabe  unter  der  Voraussetzung  weiter 
behandeln,  dass  die  Begrenzung  von  8  aus  «  Ereiaeo  gebildet  ist.  Es 
können  dabei  entweder  sämmtliche  Kreise  ausser  einander  liegen,  so 
dass  sich  die  Fläche  S  ins  Unendliche  erstreckt,  oder  es  kann  ein  Kreis 
alle  übrigen  einschliessen,  wobei  S  endlich  bleibt.  Der  eine  Fall  kann 
durch  Abbildung  mittelst  reciproker  Radien  leicht  auf  den  andern 
zurückgeführt  werden. 

Ist  die  Function  ^  von  s  in  S  bestimmt,  so  lässt  sich  dieselbe 
über  die  Begrenzung  von  S  stetig  fortsetzen,  dadurch  dass  man  zu 
jedem  Punkt  von  S  in  Bezug  auf  jeden  der  Grenzkreise  den  harmoni- 
schen Pol  nimmt  und  in  diesem  der  Function  5  den  conjugirt  imaginären 
Werth  ertheilt.  Dadurch  wird  das  Gebiet  yS  für  die  Function  £  er- 
weitert, seine  Begrenzung  besteht  aber  wieder  aus  Kreisen,  mit  denen 
man  ebenso  ■verfahren  kann,  und  diese  Operation  lässt  sich  ins  Unend- 
liche fortsetzen,  wodurch  das  Gebiet  der  Function  £  mehr  und  mehr 
über  die  ganze  ^-Ebene  ausgedehnt  wird. 

Im  Folgenden  bedienen  wir  uns,  um  auszudrücken,  dass  zwei 
Grossen  a,  d  eonjugirt  imaginär  sind,  des  Zeichens; 

die  dadurch  ausgedrückte  Verknüpfung  zweier  Grössen  bleibt  bestehen, 
wenn  beiderseits  conjugirt  imaginäre  Grössen  addirt  werden,  oder  wenn 
mit  solchen  multiplicirt  oder  dividirt  wird-,  auch  kann  beiderseits  die 
Wurzel  gezogen  werden,  wenn  dieselbe  richtig  erklärt  wird. 

Ist  nun  £=4^£'  und  entsprechen  den  Werthen  ^,  ^  die  Werthe 
e,  s',  so  ist,  wenn  r  der  Radius  eines  der  Grenzkreise  von  S  ist,  und 
^  im  Mittelpunkt  desselben  den  Werth  ß  hat; 


woraus  sich  ergiebt: 


wenn  a,  b,  c,  d  Constanten  bedeuten.     Hieraus: 
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mit  kreisförmigem  Querecliiiitt  und  parallelen  Äxeii. 
Setzt  man  also : 


y  dS  V  dt 


und  bezeichnet  die  Werthe,   welche  y,  y^  für  £'  annehmen,  mit  y',  y\, 
so  ergiebt  sich: 


0) 

„   1    «S. +«» 

woraus: 

dV^       Vad-bc 

(2) 

«^E"   ^       Vad  —  bc 

Nun  folgt 

aus 

(3) 

2  —  ^' 

y 

diireh  Differentiation: 

oder 

(4) 

und  ebenso; 

1  j"!,      1  d;. 

(6) 

1  d^y          1  iJ'i/; 

,./  dc  ~ !/;  <ir' ' 

Hierauf 

1  und 

aus 

(1). 

(2)  folgt  weiter: 

(6) 

1  d'y 
•J  dC 

'- 

1  cZ'y,    1     1  d'y 

1  d;\ 

Setzen  wir 

also 

ro 

U-^y- 

SO  ist  s  eine  Function  von  t„  die  für  conjugirt  imaginäre  Werthe  ¥on 
£  selbst  conjugirt  imaginäre  Werthe  erhält,  und  die  sich  also  nicht 
ändert,  wenn  man  in  der  Fläche  T  und  ihrer  symmetrischen  Fortsetzung 
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auf  beliebigem  Weg  zum  Ausgangspunkt  zuriiekkelirt.  Mithiu  ist  s  eine 
wie  T  verzweigte  algebraische  Function  von  £;  y  und  j/,  sind  particuläre 
Lösungen  der  linearen  Differentialgleichung  (7)  und  s  ist  das  Verliältniss 
derselben.  Nimmt  man  umgekehrt  die  algebraische  Function  s  in  2"  be- 
liebig an,  jedoch  so,  dass  sie  in  eonjugirten  Punkten  conjugirt  imagiimre 
Werthe  erhält  und  mithin  für  reelle  Werthe  von  i  reell  wird,  und  nimmt 
irgend  zwei  particuläre  Lösungen  von  (7),  so  liefert  die  Function  b  =  --- 
ein  conformes  Abbild  der  Fläche  T,  welches  durch  Kreise  begrenzt  wird. 
Die  dabei  auftretenden  unbestimmten  Consfcanten  hat  man  dadurch  zu 
bestimmen,  dass  dieses  Abbild  in  seinem  Innern  von  singulären  Punkten 
frei  und  mitbin  in  der  2-Ebene  einfach  ausgebreitet  ist,  und  dass  die 
Grenzkreise  gegebene  Lagen  erhalten. 
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Beispiele  von  Flächen  kleinsten  Inhalts  bei  gegebener 
Begrenzung.*) 

I. 

Es  soll  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  beatimmt  werden,  welche 
begrenzt  ist  von  drei  Geraden,  die  sich  in  zwei  Punkten  achneiden,  so 
dass  die  Fläche  zwei  Ecken  in  ihrer  Begrenzung  und  einen  ins  Un- 
endliche verlaufenden  Sector  besitzt. 

Die  Winkel,  welche  die  drei  geraden  Linien  mit  einander  bilden, 
seien  ax,  ßit,  j'jt.  Auf  der  Kugel  wird  die  gesuchte  Fläche  abgebildet 
durch  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  Winkel  «jt,  ß%,  y%  sind,  so  dass 
«  +  /3  +  r  >  1  ist- 

Es  mögen  mit  a,  i,  c  die  Funkte  bezeichnet  werden,  welche  in 
der  Ebene  der  corapiexen  Variablen  t  den  beiden  Ecken  und  dem  ins 
Unendliche  verlaufenden  Sector  entsprechen.  (Ueber  die  Fläche  vom 
kleinsten  Inhalt,  Art.  13,  S.  314.)     Dann  hat  man: 


»=/,.. 


c)l/(f-a)('-6) 


Nimmt  man,  was  freisteht,  «=0,  &  =  ao,  c=l   an,  so  folgt  hieraus: 
äti  =  const. = :     m  =  eonst.  los = 

*)  Für  dag  eiste  dieser  Beispiele  findet  sich  auf  einem  einzelnen  Blatt  in 
Grieiua,nii'3  Nachlasa  das  Resultat  kurz  aber  lolletöndig  angegeben.  Bezüglich 
des  zweiten  liegt  nur  eine  Bemerljnng  vor,  in  der  nicht  mehr  als  die  Möglichkeit 
der  Lösnng  auageaprochen  ist.  Für  die  Ausführung  ist  daher  der  Herausgeber  ver- 
antwortlich. Einige  besondere  Fälle  des  letzteren  ProbleniB  sind  vonH.  A,  Schwarz 
behandelt.     (Bestimmung  einer  apeciellun  Minimalfläoho.     Berlin  1871.) 
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und  die  letztere  Constante  hat  den  Werth  1/|- ,  wenn  C  den  kürzesten 
Abstand  der  beiden  einander  nicht  schneidenden  Linien  bedeutet. 

Setzt  man  nun  nach  Art  14  der  genannten  Abhandlung  (S.  316) 

so  sind  diese  Piiuctionen  in  allen  Punkten  der  (-Ebene,  ausser  0,  cx>,  1 
endlich  und  einandrig,  und  wenn  man  das  Verhalten  dieser  Functionen 
in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte  naph  der  an  erwähnter  Stelle 
(S.  317}  angegebenen  Methode  untersucht,  so  erkennt  man,  dass  }c^,  h^ 
zwei  Zweige  der  Function 


sind,  und  för  »j  hat  man  den  Quotienten  zweier  Zweige  dieser  Function 
zu  setzen. 

II. 

Die  gesuchte  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  sei  begrenzt  von  zwei 
in  parallelen  Ebenen  gelegenen  geradlinigen  Polygonen  ohne  ein- 
springende Ecken  und  mit  je  einem  Umlauf.  In  diesem  Falle  wird  die 
Fläche  zweifach  zusammenhängend  sein,  und  kann  erst  durch  einen 
Querschnitt  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt  werden. 

Die  Abbildung  der  Minimalfläche  auf  der  Kugel  wird  begrenzt  sein 
durch  zwei  Systeme  von  Bögen  grösster  Kreise,  deren  Ebenen  senk- 
recht stehen  auf  den  Ebenen  der  Grenzpolygone,  und  welche  demnach 
in  zwei  diametral  entgegengesetzten  Punkten  der  Eugelfläche  zu- 
sammenlaufen. Jeder  dieser  beiden  Punkte  entspricht  den  sämmtlichen 
Ecken  der  beiden  Grenz polygone.  An  jeder  Polygonseite  findet  sich 
Ein  Umkehrpunkt  der  Normale,  weicher  dem  Endpunkt  des  betreffenden 
Kreisbogens  entspricht.  Das  Bild  der  Minimalfläche  wird  also  die 
Kugelfläche  vollständig  und  einfach  bedecken, 

Projiciren  wir  die  Kugelfläehe  auf  ihre  Tangentialebene  in  einem 
der  Punkte,  in  welchem  die  Begrenzungsbögen  zusammenlaufen,  so 
erhalten  wir  als  Büd  der  Minimalfläche  ein  Flächenstftck  S,  welches 
die  Ebene  der  eomplexen  Variablen  ij  völlig  ausfüllt,  und  begrenzt  ist 
einerseits  durch  ein  System  geradliniger  Strecken,  welche  sternförmig 
vom  Nullpunkt  auslaufen,  bis  zu  gewissen  Punkten  C^,  C^,  ...,  C«, 
andererseits  von  einem  zweiten  System  geradliniger  Strecken,  die  von 
i  anderen  Punkten  C'i,  C^,  . .,  Gl,,  nach  dem  unendlichen  fernen 
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Punkt  verlaufen,  und  deren  Verlängerungen  daher  im  0-Punkt  zu- 
sammentreffen (wenn  n  und  m  die  Anzahlen  der  Ecken  der  beiden 
gegebenen  Polygone  bedeuten). 

Diese  zweifach  zusammenhängende  Fläche  soll  nun  in  der  Ebene 
einer  complesen  Variablen  t  auf  eine  die  obere  Halbebene  doppelt 
bedeckende  Fläche  T^  abgebildet  werden,  so  daas  den  beiden  Be- 
grenzungen die  reellen  Werthe  von  (  entsprechen.  Diese  Fläche  muas, 
damit  sie  zweifach  zusammenhängend  sei,  zwei  Verzweigungapunkte 
enthalten.  Fügen  wir  zur  Fläche  2'^  ihr  Spiegelbild  in  Bezug  auf  die 
reelle  Äxe  hinzu,  so  erhalten  wir  eine  die  ganze  (-Ebene  doppelt  be- 
deckende Fläche  T,  deren  vier  Verzweigungspunkte  eonjugirt  imaginären 
Werthen  von  t  entsprecken.  Durch  Einführung  einer  neuen  Variablen 
t'  an  Stelle  von  i,  die  mit  (  durch  eine  in  Bezug  auf  beide  Variable 
quadratische  Gleichung  zusammenhängt,  lässt  sich  erreichen,  daas  die 
Verzweigungspunkte  den  Werthen  ^'=  +  *,  it  TT  entsprechen,  worin 
i  reell  und  <  1  ist,  und  dass  ausserdem  einem  beliebigen  reellen  Werth 
von  t  ein  gegebener  reeller  Werth  von  t'  in  einem  der  beiden  Blätter 
entspricht. 

Wir  haben  also  t  als  Function  der  complexen  Variablen  ij  so  zu 
bestimmen,  dasa  sie  in  jedem  Punkt  der  Fläche  H  einen  bestimmten, 
stetig  mit  dem  Ort  veränderlichen,  Werth  hat,  in  den  beiden  Be- 
grenzungen von  H  reell  ist,  und  in  je  einem  Punkt  der  beiden  Be- 
grenzuugslinien  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird.  Setzen  wir 
diese  Function  über  die  Begrenzung  hinaus  dadurch  stetig  fort,  daas 
wir  derselben  an  aymmetrisch  zu  beiden  Seiten  einer  jeden  Begrenzongs- 
strecke  gelegenen  Punkten  eonjugirt  imaginäre  Werthe  ertheilen,  so 
hat,  wie  man  leicht  erkennt,  die  Function  — jf—  für  eonjugirt  imagi- 
näre Werthe  von  t  selbst  eonjugirt  imaginäre  Werthe.  Sie  ist  also 
in  der  ganzen  Fläche  T  einwerthig  und,  einzelne  Punkte  ausgenommen, 
stetig,  muss  mithin  eine  rationale  Function  von  t  und 


Bezeichnen  wir  die  reellen  Werthe  von  /,  welche  den  Punkten 
Ci,  Ca, .. ,,  (7„,  Ol,  Ca, ...,  Cm  entsprechen,  mit  Cj,  c^,  •. ,  c„,  cl,  C2,  ..,  c^, 
die  gleichfalls  reellen  Werthe,  welche  den  mit  dem  Nullpunkte,  bezw. 
unendlich  fernen  Punkte  zusammenfallenden  Ecken  der  Fläche  H  ent- 
sprechen, mit  6[,  63,  ..,  h„,  ti,  ^2,  ..,  h'm,  so  muss  -jj  unendlich 
klein  in  der  ersten  Ordnung  werden  für 
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unendlich  gross  in  der  ersten  Ordnung  für 

t^J>„  \,  ..,  6„,  h[,  h'2,  ..,  h'^ 
und  in  den  Verzweigungs punkten 

t-  +  i,  +j. 

Wir  iiönnen  demnach  setzen: 

^^'  )/(r+(')(l  +  FO' 
worin  (p  eine  rationale  Function  von  t  und  J{t)  bedeutet,  welche  unendlich 
klein  wird  in  den  Punkten  c,  c,  unendlich  gross  in  den  Punkten  h,  l', 
und  welche  dadurch  bia  auf  einen  constanten  reellen  Factor  bestimmt  ist. 
Damit  übrigens  eine  solche  Function  (p  existire,  muss  eine  Bedingungs- 
gleichung zwischen  den  Punkten  c,  c,  i,  V  bestehen,  Termöge  deren 
einer  dieser  Punkte  t^urch  die  übrigen  bestimmt  ist.  {Theorie  der 
AhePschen  Functionen  Art.  8,  S.  114.)  Ueberdies  kann  nach  dem 
oben  Bemerkten  von  den  Punkten  c,  c,  h,  h'  einer  beliebig  angenommen 
werden.  Die  zu  log ))  hinzutretende  additive  Constante  ist  bestimmt, 
wenn  der  zu  einem  der  Punkte  e  gehörige  Werth  von  »j, 
ist,  wonach  sich  ergiebt: 


log  -n  —  log  «n  =    1        ^  •-  '     M.^.- , 


In  diesem  Ausdruck  bleiben,  nachdem  ij^  und  c  festgesetzt  sind, 
noch  2«  +  2m  unbestimmte  Constanten,  nämlich  2n  +  2m  —  2  von 
den  Wertheu  c,  c',  h,  V,  der  Modul  h  und  ein  reeller  constanter 
Factor  in  ip. 

Für  diese  Constanten  ergeben  sich  zunächst  zwei  Bedingungen, 
welche  besagen,  dass  der  reelle  Theil  des  Integrals 

J  y(i  +  toci  +  fe'(') 

über  eine  geschlossene,  beide  Verzweigungspunkte  i,  -v-  einsehliessende 
Linie  verschwinden  soll  und  dass  der  imaginäre  Theil  desselben  Inte- 
grals den  Werth  2zi  haben  soll.  Für  die  2w  +  2m  —  2  übrig  blei- 
benden Constanten  erhält  man  eine  ebenso  grosse  Zahl  von  Bedingungen 
aus  der  Forderung,  dass  den  Punkten  c,  c  die  gegebenen  Punkte 
C,  C  in  der  ij-Ebene  entsprechen  solleu. 

Wir  denken  uns  nun  die  x-Axe  senkrecht  gegen  die  Ebenen  der 
beiden  Greuzpolygone  gelegt,  und  untersuchen  die  Abbildung  der 
Minimalfläche  in  der  Ebene  der  complexen  Variablen  X,  nachdem  die- 
selbe  durch   einen  von   einer  Begrenzung  zur  andern  gelegten  Schnitt 
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in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt  ist.  Der  reelle  Theil 
von  X  ist  dann  in  den  beiden  Begrenzungen  und  in  jedem  zu  den- 
selben parallelen  Schnitt  der  Fläche  coustant.  Der  imaginäre  Theil 
wächst,  während  man  auf  einem  solchen  Schnitt  herumgeht,  beständig, 
und  zwar  im  Ganzen  um  eine  constante  Grösse.  Daraus  folgt,  dass 
das  Bild  unserer  Fläche  in  der  X-Ebene  von  einem  Parallelogramm 
begrenzt  ist,  welches  die  Ebene  einfach  bedeckt,  von  dem  zwei  Seiten, 
welche  der  Begrenzung  der  Fläche  entsprechen,  der  imaginären  Axe 
parallel  sind.  Die  beiden  andern  Seiten,  die  den  Rändern  des  Quer- 
schnitts entsprechen,  können  zwar  krummlinig  sein,  kommen  aber 
durch  eine  Verschiebung  parallel  der  imaginären  Ase  mit  einander  zur 


Dieses  Parallelogramm  muss  sich  auf  die  obere  Hälfte  T^  der 
Fläche  T  so  abbilden  lassen,  dass  die  beiden  der  imaginären  Ase 
parallelen  Seiten  desselben  den  beiden  Rändern  von  T^,  die  beiden 
anderen  Seiten  den  beiden  Ufern  eines  Querschnitts  von  T,  entsprechen. 
Eine  solche  Abbildung  wird  daher  vermittelt  durch  die  Function 


'fm 


\  +  ^'' 


worin  die  Constante  C  reell  ist,  C  beliebig  angenommen  werden  kann, 
wenn  über  die  Lage  des  Anfangspunkts  auf  der  a;-Axe  verfügt  wird. 
Ist  h  der  senkrechte  Abstand  der  beiden  parallelen  Gfrenzebenen,  so 
ergiebt  sich: 

wodurch  die  Constante  G  bestimmt  ist. 

Hiernach   ist   die   Aufgabe,    abgesehen  von  der  Bestimmung  der 
Constanten,  gelöst,  denn  man  hat  nach  den  Formeln  S.  310 


Y--l/dx(,--i) 


wodurch    die    Coordinaten    x,  y,  s    der    Minimalfläche    als   Functionen 
zweier  unabhängiger  Variablen  dargestellt  sind. 

Für  die  in  ij  vorkommenden  Constanten  ergeben  sich  noch  zwei 
Bedingungen,  welche  besagen,  dass  die  reellen  Theile  der  Integrale, 
durch  welche  Y  und  Z  ausgedrückt  sind,  über  eine  den  Nullpunkt 
einschliessende  geschlossene  Curve  in  der  7j-Ebene  erstreckt,  den  Werth 
0  haben  müssen. 
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Nimmt  man  h  und  die  Richtungen  der  begrenzenden  Geraden  a!s 
gegeben  an,  so  hängen  unsere  Ausdrücke,  abgesehen  von  den  additiven 
Constanten  in  X,  Y,  Z,  von  n  -^  m  —  2  unbestimmten  Constanten 
ab,  für  welche  man  die  Entfernungen  der  Punkte  G,  C  vom  Null- 
punkt in  der  »;- Ebene  annehmen  kann,  zwischen  denen  nach  dem  so- 
eben Bemerkten  zwei  Relationen  bestehen  müssen.  Ebenso  gross  ist 
aber  auch  die  Anzahl  der  Constanten,  welche  die  gegenseitige  Lage 
der  Grenzpolygone  bestimmen.  Man  kann  nämlich,  indem  man  zwei 
Polygonseiten  zur  Fixirung  des  Coordinaten- Anfangspunkts  festhält, 
jeder  der  n  -\-  m  —  2  übrigen  noch  eine  Parallel  Verschiebung  in  ihrer 
Ebene  er th eilen. 

Einfachere  Gestalten  nehmen  die  Resultate  an,  wenn  wir  gewisse 
Symmetrieen  in  den  Yerhättnissen  der  begrenzenden  Vielecke  voraus- 
setzen. Es  möge  im  Folgenden  der  Fall  betrachtet  werden,  dass  die 
beiden  Vielecke  regulär  seien  und  die  beiden  Endflächen  einer  gerade 
abgestumpften  geraden  Pyramide  mit  regulär-vie leckiger  Basis  bilden. 

Die  Umkebrpunkte  der  Normalen  liegen  in  diesem  Fall  sämmtlich 
in  den  Mittelpunkten  der  begrenzenden  Geraden,  und  fallen  daher 
paarweise  in  dieselbe  durch  die  Axe  der  Pyramide  gehende  Ebene. 

Legen  wir  die  y-Axe  senkrecht  gegen  eine  der  begrenzenden  Ge- 
raden, so  wird  in  der  ij-Ebene  ein  Punkt  G  und  ein  Punkt  G'  in  der 
reellen  Axe  liegen^  auf  welcher  sie  die  Abstände  tJq,  i^o  vom  Nullpunkt 
haben  mögen.  Die  Punkte  C,  bezw.  C  liegen  auf  zwei  concentrischen 
Kreisen,  auf  welchen  sie  die  Ecken  je  eines  regulären  Polygons  bilden, 
und  zwar  so,  dasa  immer  ein  Punkt  G  und  ein  Punkt  C  auf  demselben 
Radius-Vector  liegt. 

Da  nun  in  der  Begrenzung  der  Fläche  T  ein  Püokt  beliebig  an- 
genommen werden  kann,  so  mag  festgesetzt  sein,  dass  dem  auf  der 
reellen  Axe  gelegenen  Punkt  G  der  Punkt  f  =  0  in  einem  der  beiden 
Blätter  von  T  entspreche.  Es  folgt  dann  aus  der  Symmetrie,  dass  das 
zwischen  (J  und  C  liegende  Stück  der  reellen  Ase  in  der  ij-Ebene  in 
der  Fläche  T  einer  Linie  entspricht,  welche  vom  Punkte  i  =  0  im 
ersten  Blatt  nach  dem  Verzweigungapunkt  t  =  i,  und  von  da  zurück 
zum  Punkte  i  =  0  im  zweiten  Blatt  längs  der  imaginären  Axe  ver- 
läuft. Demnach  hat  die  Function  <p  {t,  J(t))  für  rein  imaginäre  Wertbe 
von  t  selbst  rein  imaginäre  Weithe,  und  dem  Punkte  C  entspricht 
der  Werth  t  =  0  im  zweiten  Blatt. 

Nun  wird  die  Fläche  H  durch  die  Substitution  »jjj'  =  tjoilö  anf  eine 
mit  H  congruente  Fläche  H'  abgebildet  in  der  Weise,  dass  die  Punkte  C  in 
die  Funkte  C"  übergehen  und  umgekehrt  (nur  in  vertauschter  Ordnung). 


y  Google 


bei  gegebener  Begrenzung.  451 

Hieraus  ergiebt  sich,  daas  den  beiden  in  der  Fläche  H  gelegenen  Punkten 
Vj  und  ti  =  -^^  Über  einander  liegende  Punkte  in  beiden  Blättern  der 
Fläche  T  entsprechen.  Und  da  dlog^  + '^äogTj'^  0  ist,  so  muss 
<p{t,  ^{t))  in  übereinander  liegenden  Punkten  beider  Blätter  denselben 
Werth  haben,  ist  also  rationa!  in  (  ausdrückbar  und  hat  zufolge  der 
oben  gemachten  Bemerkung  die  Form  i^(i^),  wenn  ^  eine  rationale 
Function  bedeutet. 

Dies  veranlasst  uns,  die  Fläche  T  auf  eine  Fläche  S  abzubilden 
durch  die  Substitution: 

i  +  kH-'       ^  ' 

wonach  der  oberen  Hälfte  der  Fläche  T  ein  die  s-Ebene  einfach  be- 
deckendes Blatt  entspricht,  welches  längs  der  reellen  Axe  zwischen  den 
Punkten  s  =  1  und  s  =  -r  und  zwischen  den  Punkten  s  ==  —  1 , 
s  =  -~  X  aufgeschlitzt  ist.  Die  Ränder  dieser  beiden  Sehlitze  ent- 
sprechen den  Grenzen  der  Fläche  H.  Für  X  ergiebt  sich  hiernach  der 
Ausdruck 


--AJ 


Vii- 


ist,  während   sich  ij   als  algebraische  Function  TOn  s  darsteUeii  lässt. 
Fßr  eine  Begrenzung  durch  Quadrate  findet  man 


^  "-y  (l+ms)(l  +  m's)' 
den  Ecken  des  Quadrats  in  der  einen  Begrenzung  entsprechen  die 
Punkte  s  =  --,  s  =  --  an  beiden  Rändern  des  Schlitzes,  den  Umkehr- 
punkten der  Normalen  die  Punkte  s  =  1 ,  s  =  -^  und  ein  an  beiden 
Rändern  des  Schlitzes  gelegener  l'unkt  5  =  -,  der  aus  der  Gleichung 
— T-—  =  0  zu  bestimmen  ist,  und  man  hat: 

1  >  »i  >  K  >  m  >h.*) 

*)  Eb  Usst  sich  die  vorstehende  Betrachtung  auf  viele  Fülle  ausdehiiea,  in 
denen  die  beiden  Polygone  nicht  regulär  sind.  So  behält  der  obige  Ausdruck  für 
)j  Beine  Gültigkeit  für  die  Begrenzung  durch  zwei  Reobtecke,  deren  Mittelpunkte 
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Für  die  Begrenzimg  durch  gleiehaeitige  Dreiecke  ergiebt  sich: 

Um  für  diesen  letztereü  Fall  die  Möglichkeit  der  Constanten- 
bestimmung  zu  untersuchen,  setze  man  zunächst  s  =  +  Ij  wodurch 
sich  ergiebt: 

und  für  den  besonderen  Fall,  dass  beide  Dreiecke  congruent  sind, 
Vov'o  =  1 1  c  =  1  - 
Den  Ecken  des  Dreiecks  in  der  einen  Begrenzung  entsprechen  die 
Punkte  s  =  —  an  beiden  Eändern  des  Schlitzes  und  der  Punkt  -r,  so 
dass  it  <  m  <  1  sein  muss.  Der  erste  ümkehrpunkt  der  Normalen 
findet  statt  für  s=l,  die  beiden  andern  entsprechen  einem  Punkte 
s  =  —  an  beiden  Rändern  des  Schlitzes,  so  dass 

/;<)»<  m 
sein  muss.    Für  w  erhUIt  man  zunächst  aus  der  Gleichung  — ^ —  ^  0 

die  Bestimmung: 

„  _  Icmjm  +  2i) 
""  "      2m +  h      ' 
woraus  für  jedes  Wertlisystem  von  Ä,  m,  welches  der  Bedingung 

0<Jc<m<l 
genügt,  ein  Werth  von  n  hervorgeht,  welcher  zwischen  k  und  m  liegt. 
Man  erhält  aber  zwischen  m,  n,  h  noch  eine  zweite  Gleichung, 
welche  ausdrückt,  dass  für  s  =  -  '»l  =  n^i   werden  soll.     Diese  Glei- 
chung ist: 

\1  -f  w)      1  +  ^  ""  U  +  «J     n  +  h ' 
und   wenn  man   aus  diesen  beiden  Gleichungen  «  eÜminirt,   so  erhält 
man  folgende  Relation  zwischen  h  und  m: 

aus  welcher  /c  durch  m  zu  bestimmen  ist. 

in  einer  zu  ihrer  Ebene  senkrechtea  Linie  liegen,  vorausgesetzt,  daes  der  Modul 
von  jjtj'  für  die  ümkehrpankte  der  Normalen  denselben  Werth  hat.  Dies  findet 
z.  B.  statt,  wenn  beide  Rechtecke  congruent  sind. 
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Für  Ä  =  0  ist  die  linke  Seite  dieser  Gleiciiuiig  Null,  die   rechte 
-'- ,    für  h  =  m  ist  der  Unterschied  zwischen  linker  und  rechter  Seite 

m(3  +  m^r 
also  positiv  für  in  <  1.    Es  esiatirt  daher  zu  jedem  Werth  von  m,  der 
kleiner  als  1  ist,  eine  ungerade  Anzahl  von  Werthen  von  li  <  m.    Da 
sich  nun  femer  leicht  ergiebt,  dass  die  Function 

zwischen  h  =  0  und  !{.  =  m  nur  Ein  Maximum  hat,  so  folgt,  dass  für 
jedes  m<l  Ein  und  nur  Ein  unseren  Bedingungen  genügender  Werth 
von  h  gefunden  werden  kann,  und  darnach  ergiebt  sich  auch  nur  Ein 
zugehöriger  Werth  von  n.  Für  die  beiden  Grenzen  m  ^  0  und  m  =  1 
erhält  man  h  -^  n  =^  m. 

Für  die   Functionen  X,    Y,  Z  finden   sich  hiernach,    wenn   man 
über  die  additiven  Constanten  verfügt,  die  Ausdrücke: 


*  V  v'ii  -  ■■)  <i  - 


Die  beiden  noch  übrigen  Constanten  m  und  Y^iJo  bestimmt  man 
aus  den  gegebenen  Längen  der  Dreieckseiten.  Bezeichnen  wir  diese 
mit  a  und  b,  so  ergiebt  sieh; 


{1+-J 


j  ^  ih     F cH       i  —  -\-  —1  - 

In  dem   besonderen  Fall   a^h  ist  ij^tjÄ  =  1    und   es   bleibt   : 
Bestimmung  der  Constanten  m  die  eine  transcendente  Gleichung 

a  _  ^  f __ds  _  /      1   i\ 
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Lässt  man  in  dem  Ausdruck  zur  Rechten  m  von  0  bis  1  gehen,  so 
behält  derselbe  positive  Werthe,  wird  aber  an  beiden  Grenzen  imendlieh 
gross.  Er  muss  also  für  einen  zwischenliegenden  Werth  von  «J  ein 
Minimum  haben.  Daraus  folgt,  dass  es  für  das  Verhältniss  -^  eine 
untere  Grenze  giebt,  jenseits  der  die  Aufgabe  keine  Lösung  mehr  hat, 
während  für  jeden  Werth  von  y>  ^^^  ^^^''^  dieser  Grenze  liegt,  zwei 
Werthe  von  m,  also  zwei  Lösungen  der  Aufgabe  existireu.  Es  ist 
anzunehmen,  dass  nur  der  kleinere  der  beiden  Werthe  von  m  einem 
wirklichen  Minimum  des  Flächeninhalts  entspricht. 
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Fragmente  über  die  G-renzMle  der  elliptischen  Modni- 
functionen. 

I. 

Ädditamentum  ad  §"™  40. 

[Jaoobi,  Fundamenta  uova  thooriae  fuDctiouuin  elliptioanim.] 

Formulae  in  hoc  §"  propositae  iu  eo  casu,   ubi  modulus  ipsius  q 

uuitatem  aequat,    consideratione    satis    dignae  videntur,    quippe   quae 

fuDctiones  uaiua   variabilis   pro   quovis    argumenti  valore   diseontinuas 


Series  quidem  propositae  magna  ex  parte  pro  modulo  ipsius  q 
unitati  aequali  non  convergunt,  sed  integrando  series  convergentes  iiide 
derivari  possunt;  itaque  primo  integralia  fonnularum  1 — 7  proponamus 

(48)     J(logt  -  lo^iVi)'f  -  -  41og(l  +  5)  +  i  log(l  +  ifl 

--*i<>g(i  +  «')  +  r6i»s(i  +  i!')  

(40)    /■-  icgr ''?  _  4  iog"-i? + •  lug'J--«;; + ,',iogii-?;+ . . . 

(51) /"(''f~i)7—'""s(i-j)+J-i»s(i-?')-|i°sO --'/)+■■■ 

_+2.Iogj-_i.|,+  ,,-logj_p|ri  +  Yl»gi  +  ,.,  +  -- 

■      -      J       71      q  ^  1  —  i/g         3       °  1  —  Yl"    '5      "  1  —  ]/g'    ' 

(53)y'('-^-l)^|=~41og(l+ry)  +  ilog(l  +  9')— ')og(l+rj+-. 
II    1       1  — *'    1    2»,       1  — g^i        2(,       1  — o'(    , 

—  2'i"Sri!-,:  +  -5 '"«n;  3i-  ,r'°8ii.-i+- 
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(54)  f{^-  l)f  =  - Jlog(l  +  rf)  +  -^  log(l  +  ./■) 

=  —  --  log,— ,--V  +  -,-  logi— j— ^1- 

ubi  logarithmos  ita  sumeii<ioa  esse  manifestum  est,  ut  evanescant  posito 
9  =  0. 

Fnnctiones  eaedem    ad   dignitates   ipsius  q  evolutae   adhibitis  Cl' 
Jaeobi  denotationibus  hoc  modo  repraesentantur 

(55)  Jdogi  -  l„g4v'9)  "f  -  -  4  2"  'f  («'  - 1 «"  "  Ä  ''■" 

(66,  j--l„gt-^'^82"f »' 

(57)  j'log^^-^ -42"^>-|9'-~l  9"- ^  a-'-,^5»'- -^O 

(58)  l'l^Ji-  l)'''l  „4,  %T'-I»y'""~""" 

(55)  /""=-«  2'-lSS- 

^'^^'  j  l  .  -  V -,  =-'-''  2  -W"- --T)^v 

Äccuratiori  functiooum  propositarum  disquisitioni  tauquam  lemma 
antemittimus  tbeorema  sequens  generale. 
Si  series 

«0  +  öii  +  «2  H 
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eo  quo  scripsimus  ordine  summata  summam  habet  eonvergentem,  functio 
ipsiua  r  hac  serie 

''o  "H  ^'i ^  "H  "s""^  -^  ■■■ 
expressa,   convergente   r  versus  limitem  1,   eonvergit  versus   valorem 
eundem, 

Hinc  facile  dedueitur. 

Si  fuüctio  f(q')  eomplexae  quanbibatis  q  pro  modulis  ipsius  q  uni- 
tate  miuoribus  exhibeatur  per  serieni 

o^o  +  ^iS  +  ^bS^H 

haue  seriem  pro  valore  g^  cujus  modulus  sit  unitas,  si  habeat  sum- 
marOj  exprimere  valorem  eum,  quem  functio  fi^q)  naneiscatur  conver- 
gente  q  versus  g,,  ita,  ut  modulus  tantum  mutetur,  i,  e.  secundum 
notam  repraesentationem  geometricam,  appropinquante  puncto,  per  quod 
quantitas  q  repraesentabur,  in  lioea  ad  limitem  spatii,  pro  quo  funcbio 
est  data,  normali. 

Quamobrem  hos  tantum  valores  functionum  propositarum  hic  re- 
spieimus,  etiamsi  evolutiones  48—54  latius  pateant. 

Sit  brevitatis  gratia  (x)  aut  absolute  minima  quantitatum  a  quaii- 
titate  X  nuraero  integro  distantium,  aub,  si  x  ex  numero  integro  et 
fractione  -^  composita  est,  =  0,  porro  -E(x)  numerus  integer  masimus 
uon    major    quam   x:    obbinemus    e   48,    abtribuendo    ipsi   q    valorem 

(62)  J'(\ogk-\og4VQ)^^ 

^  —  21og4cosy  +  -■log4cos -| ■  ■^log4cos--- 

+  ^-Tl0g4C0S  -;; ■■  ■ 

Pars  imaginaria  hujus  seriei  couvergib,  quicumque  est  valor  ipsius 
X,  pars  reahs,  si  —  est  numerus  surdus,  non  eonvergit,  sin  minus, 
denobando  literis  m,  w  numeros  integres  inter  se  primos,  et  ponendo 
—-  =  -  ita  exhiberi  potest: 
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T*  äi  n  itnpar,  aequalis  fit, 

,.    ■(-»•«••"         ,„.     ,. 

^     N' —        j      lo^4eos —"2  lüg  4, 

2"  ai  n  est  par,  designante  p  numerum  impareiu 


'    n^   •        -^    V       3„  +  'j  "     Z^'     P    ' 

quae  formula   mauifesto   ita   est  intelligeiida,   funetionem  propositam, 
subtraeta  functione 

si  convergat  q  modo  supra  atabilito  versus  limitem  t/,,,  convergere  ver- 
sus limitem  finitum,  ejusque  valorem  assignat. 
Perinde  obtinetur 

(63)     j^_logfc'|=  _-  21ogtg?;  -  -^-tg^  -  i^^gtg?--- 

+^(©-(;:+-^))+- 

((54)     /  log  ^     ^- ==  21ug4coe^   + -g-log4cos-|- +  ■  ■■ 

+MfJ +  i?(ll) +  -!'©  + - 

(65)    f{~~  1)7=-  21og4  sin^J-  +  I  Iog4  sin^'^" 
0 

—  -log4siii-      H 
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+  l)  +  i?(K  +  ^)-- 

-  ilogtg(!^)'  +  ilogtg(Ü-+ ')'  +  •  logtgf-'  t  ")'+  . . . 

+  M(Ä+l)-(Ä+D)+¥((K+l)-(lf  +  ")) 
+v((S+i)-G;+l))  +  - 

t'^)     /  -l,"  ,/--  — ä'"S'S-4  +ä'»8'S "1   —  5logtg-4-+-- 

+  *--((ji)-(Ä+i))--r(©-e+^-))+- 

-  2ilogtg(?4-^)'  +  i!l„gtg(?^t')' 

+yi„gtg(-f^)+... 

+^«((Ä+i)^(-+^))+T({:-+^)-(S+ '))+■■■ 

(67)  /  (  -^-  — lj-^-=--21og4cosy+3log4eos-- 

—  ylog4cüS-J-+..- 

=  -.i„g,gpei:r)-  +  j>ogtg(*^--)" 

-  iiogtgp-+. )■  +  ... 

+¥((K+^)-G-+t))-- 

(68)  l'i^-~—  l)  7"  =  -  l<'t,'4  cos:c^  + 1 log4  cos3«^ 

—  —  log4coa5a:^-| 

-M3+¥e)-¥(^)+- 

-;-logtg(3a;+j)'H-.. 
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-K(-J  +  z)-(f+l))  +  |((¥+T) -(¥  +  !)) 

-m+T)-("+'))+- 

Posito  Ä  =  -  2;t  fit  pars  imaginaria  formulae  65 
i  par 


'2"  si  n  est  numerus  impar 
quam  patet  habere  valorem  fiuitum,  nisi  w  est  ^  0  mod  4. 


Convergen 

f'u  +  «1  +  «a  +  ''s 

postulat,  ut  data  quantitate  quamvis  parva  e  assignari  possit  terminus 
([„,  a  quo  summa  usque  ad  terminum  quemvis  a^  estensa  nanciscatur 
valorem  abaolutum  ipso  e  minorem.     lam  posito  brevitatis  gratia 


functio 

/■(.■) -o.  +  o,r  +  o, .■■  +  ■■■ 
facile  sub  hac  forma  exhibetur 

+  (.,.+=-..+.>■+■  +  •■■ 
-  «.  +  Ol'-  +  <».•■'  +  ■■  +  ».'■■  +  «.+  1  (•■•+■  -  '■■+") 

+  S.+,  (.■■+" -r-+=)  +  ... 

Unde  patet  convergente  r  versus  limitem  1  functionem  f{r)  tandem 
quavis  quantitate  minus  a  valore  seriei 

a„  +  a,  +  a,... 
distare.     Summa  termiuorum  altioris  gradus  quam  M,  quum  aint  Bn+i, 
*™+2)--  ex  hyp,  omnes  omisso  siguo  <*,  differeutiaeque  ?■"+'  —  r"+^ .. 
omnes  positivae,  mauifesbo  evadit  quantitate  absoluta 

^,(r-+'  ~r•+')  +  l^r•+'-r•+')+■■■ 
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summa  autem  terminorum  non  altioris  gradus  quam  n  eist  functio  b.\- 
gebraica  ipeius  r,  quam  constat  appropinquando  r  unitati  summae 

"rt  4-  «1  +  %  H h  «« 

quantumvis  appropinquari  posse;  unde  patet  appropinquaiido  r  unitati 
differentiam  funetiouis  f(r)  a  valore  seriei 

"o  +  «1  H — 
infra  quantitatem  quamvis  datam  deseeodere. 

Ex  hoc  theoremate,  quod  CI"  Abel  tribuendum  esse  Gl'"  Diriehlet 
modo  (1852  Sept.  14)  quum  antecedentia  jam  essent  scripta  monuit, 
faeüe  dedueitur 

II. 

lug/:  =  !og4y5+  VC—  I)"^   -^"     ,    q  =  (^'. 

\]  X  = — n,     n  ungerade. 
Iogt_.ß+2(-I)'|tgsl) 

-i^  +  ä_2'i°s(i-«-+'"")(-i)" 
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2)  X  =  —31,  m,  n  ungerade. 

^/i'r^i'..--4±_J__(-i)--.«'"-("'"--i).-- 

-^+|i  +  2.2«i_2'J(-l)*(-^-  — -E("-')),»'(is;lmoi2«, 


3)  «  ==  2    n:,  m  imgerade, 

-  ^ + ':  i  +  2  /■  -v  f--'4f  "J-";^ ;  (- 1)-         „  _  eS 

U  1,S«  1,8«— 1  0,471  — 1 

(E^2rOT4-4M  mod.  8w 

-  X  +|i  +  2_2'log(l  -  «'"+''")ii- 

■  r»  (**■■  ((-  1)'-' (•■- 1)  -  {-  l)'--)  +  8  » (-  1)'{4,.  -  1)) 

-  /l  + 1  i  +  2  _^  i°g  (1  -  «'"■)  ^„'  (-  !)• 
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(x)  =  absolut  kleinster  Rest  von  x. 


1)  X  ^     -7C,  m  imgerade. 

r--W— Ä|'f«'""-l^;^"■• 
--li((»-2)„-4|'_i=C"i^|,f')) 

2)  a:  =     -,  w  ungerade.  a  =  e'"' 
o                   5  —  9.  4«' ^u               J      ^    l  —  ,1^^"  1  -  B^"" 

1)  *^m(2»-+l)  ,„ 

2)  t^m{2r  +  1)  +  « 
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-  8 2 10K{1  -  .■"■'+"+") i (-^-7— )» 

=^+^«i'ü)( ) 

=  ^  +  4«i  2  (^•)  (f +-"^+-il-")  _  (!li2!)) , 

nifi  ~:£^.  1  mod.  )i 

-  (-  ■>-'  [£i-+-::+'"("^-v-4^E(^' + i))] 

1}  X  =^ — Jt,  n  ungerade. 

„  _  .;"*',  -^—  =  y  (zii)vv:!" 

l  +  ra^'"'     ^^  l  +  r" 

_  log»'  +-» +  2  /■  V  ^''f .  -  i  V  „-'.  y  (- 1). „>.... 

~2_2l>'g{l -«""+•)  (-1)','.» 
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a:  =     3t,  w  ungerade,  m  ungerade,  w  =  e*"  . 

yc  _ ,  + ,.  .-      ,    s.is  +  2  y^     ,'-"!"--- 

°  jr  2  — ff„4H»  *^9„  — 9  ^  ^  4n(  +  Sk«™-_|_i 

1)  f=2i»r  ,  , 

2)i=2»r+2„°""^''" 

+  2_2logCl --■"'+'•)  (-l)'(^) 

=^-2.j^(-i)'({"^")-p)r^) 
=^-^";i(-«'(r~^)-(^))(^)' 

}«^  ^  1  mod.  2« 
_4  +  2.i2'(-l)'('^^) 


3)     3^  =  5— rc,  m  ungerade. 
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Erläuterungen  zu  den  Fragmenten  XXVIII. 
Von  R.  Dedetiöd. 

Die  Entstebungszeit  (September  1852)  des  ersten  der  beiden  Frag- 
mente macht  es  wabracbeinlich,  dass  Eiemann  darauf  ausging,  für 
die  Abhandlung  Über  die  trigonometrischen  Reiben  (XII)  Beispiele  7on 
Functionen  zu  finden,  die  unendlich  oft  in  jedem  Intervall  unstetig 
werden,  und  vielleicht  sollte  die  zweite  Untersuchung,  welche  sich  auf 
einem  kaum  leserlichen  Blatte  findet,  demselben  Zwecke  dienen.  Die 
hier  von  Kiemann  benutzte  Methode  zur  Bestimroung  des  Verhaltens 
der  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  auftretenden  Modui- 
fuuetionen  für  den  Fall,  dass  das  complexe  Periodenverhältniss 

i-n  „_  ■?'»  _  'og_3 

^    '  ^~    K~    ni' 

sich  einem  rationalen  Wertl  n  b  t  tatt  t  aber  zugleich  eine  sehr 
interessante  Anwendung  a  f  d  o  nannt  Theorie  der  unendlich 
vielen  Formen  der  ö'-Funct  n  nmlhafde  Bestimmung  der  bei 
der  Transformation  erster  Od  n  auft  t  nd  n  Constauten,  welche 
bekanntlich  von  JacobiunlH  mt  afd  Gauss 'sehen  Summen, 
also  auf  die  Theorie  der  quadratischen  Keste  zurückgeführt  ist.  Die 
Darstellung  dieses  Zusammenhangs  bildet  den  Gegenstand  der  fol- 
genden Erläuterungen. 

Den  Mittelpunkt  der  Theorie  dieser  Modulfunetiouen,  welche  man 
auch  ganz  unabliängig  von  der  der  elliptischen  Functionen  aufstellen 
kann,  und  welche  seit  dem  Erscheinen  der  ersten  Auflage  von  Kie- 
mann'a  Werken  der  Gegenstand  zahlreicher  Untersuchungen  geworden 
ist,  bildet  in  gewissem  Sinne  die  Function 

(2)  ,(■»)  _  1"J7(1  -  l")  _/'/i(l  -  ,/•), 
WO  zur  Abkürzung 

(3)  gSrais  __  Js^       ^]gQ   ^    __  j^s 

gesetzt  ist,  und  wo  das  Produetzeichen  sich  auf  alle  natürlichen 
Zahlen  v  erstreckt.  Da  diese  Function  der  complexen  Variablen 
a  ^  X  -\-  yiy   deren  Ordinate  y  stets  positiv  ist,  im  Innern  des  hier- 
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durch  begreiizben,  einfach  zusammenhangendeü  Gebietes  nirgends  Nuli 
oder  unendlich  gross  wird,  so  sind  auch  alle  Potenzen  von  7}{co)  mit 
beliebigen  Exponenten,  und  ebenso  !ogij(fi»}  durchaus  einwerthige 
Functionen  von  ra,  sobald  ihr  Werth  an  einer  bestimmten  Stelle  fest- 
gesetzt ist.  Üie  Function  logij(w)  soll  dadurch  definirt  werden,  dass, 
wenn  y  über  alle  Grenzen  wächst,  also  q  versehwindet,  die  Grösse 
(4)  l„g,(,a)_"j|i_o 

wird;  dann  ist  logi3(fi»)  eonjugirt  mit  logJj( —  w'),  wo'öj',  wie  immer 
im  Folgenden,  die  mit  o  conjugirte  Grosse  bedeutet.  Nun  ist  be- 
kanntlich (Pundam.  nova  §.  3fi) 

,(2o),ö,(-'  +  ")-l",(»)", 


V"-'-' 


also  nach  der  obifi 


(f>) 


.og ,,  (2m)  +  log  ^  (I)  +  log  ^('-4^)  =  ^1  +  3  log  ^  C«) 
logi  =  log4  +  7  +  4  log^(2«)  -  4  log7j(--+-) 
og^i^'^-g  +  4  1"g»?(|)  —  41ogi)(^— ) 
og  ^^  =  —  ",'  -j-  4  log  r]  (-—-)  —  2  log  jj  (<o) , 

Logarithmen  linker  Hand   (wie  in  den  Fund,  nova  §,  40)  als 
ihige  Functionen  von  ta  so  definirt  sind,  dass  die  drei  Grössen 

log/i  —  log  4  —  ^—  =  \ogk  —  lo^iYii 

logÄ'  und  log- — 
mit  q  unendlich  klein  werden. 

Aus  diesem  Verhalten  der  Functionen  ergiebt  sich  nun  mit  Hülfe 
der  Transformation  erster  Ordnung  der  ft-Functioaen  das  von  Rie- 
mann  untersuchte  Verhalten  bei  Annäherung  von  w  an  einen  reellen 


wo   die 
ein  wert 
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rationalen  Werth,  wobei  q  sich  zugleich  einer  bestimmten  Binheits- 
wurzel  Qq  nähert.     Setzt  man 


»,(2.«.)-2r 


('  +  ä)'| +  (•  +  «('  -1) 


also 


_  2,  (»)  1"  sin«  ff  (1  -  1-  +  -)  (1  -  1-'-)  , 
WO  die  Summation  auf  alle  ganzen  Zahlen  s  auszudehnen  iat,  so  wird? 
wenn  man   dia  nach  z  genommene  Derivirte   durch   einen  Accent  be- 
zeichne tj 

»1(0,  ■»)- 2.,  («,)', 

Sind  nun  a,  ß,  y,  d  vier  der  Bedingung 
(6)  «ä-(S,=  l 

genügende  ganze  Zahlen,  so  ist  bekanntlich 

*.  (^.  ^)  -  'y^'ß"  f '"+■"" »,  ((. + ß«),,  „), 

wo  c  eine  von  k,  ß,  y,  S  und  der  Wahl  der  Quadratwurzel  abhängige 
achte  E i uh ei ts Wurzel  bedeutet,  deren  Bestimmung  von  Hermite  auf 
die  Gauss'schen  Summen  zurückgeführt  ist  (Liouville's  Journal, 
Serie  II.  T.  III.  1858).     Für  ^  =  0  ergiebt  sich  hieraus 

und  aus  dieser  Transformation  von  ti  (o)  ist  diejenige  von  log  ij  (o) 
abzuleiten. 

Der  Fall  j5  =  0  erledigt  sich  unmittelbar  durch  die  Definitionen 
(2)  und  (4)  von  i)(iw),  log»j(w)  und  giebt 

(8)  log7i(l  +  ß))  =  \og7i(oy)  +  g, 
oder  allgemeiner,  wenn  n  irgend  eine  ganze  Zahl  iat, 

(9)  log,  („  +  „)_  log,  („)  +  t«_'. 

Ist  aber  ß  von  Null  verschieden,  so  wird  die  Grösse  (t  =  —  (k  +  (3 co'f 
nirgends  negativ,  und  man  kann  folgKch  logft  eindeutig  so  definiren, 
dass  der  imaginäre  Bestandtheil  stete  zwischen  +  ^i  bleibt,  und 
folglich  conjugirten  Werthen  von  (i  auch  conjugirte  Werthe  von  logft 
entsprechen;  dann  wird  zufolge  (7) 

(10)  log,(|±-J3-log,(,o)  +  ilog{~(r,  +  /io)-)+(„,fty,ä)^^', 
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WO  (a,  ß,  y,  S)  eine  durch  a,  /3,  y,  Ö  vollständig  bestimmte  ganze 
Zahl  bedeutet,  welche  dieselbe  bleibt,  wenn  diese  vier  Zahlen  mit  (—  1) 
niultiplicirt  werden.  Die  vollständige  Bestimmung  dieser  Zahl  leistet 
offenbar  noch  sehr  viel  mehr,  als  die  der  obigen  Einheitswurzel  c,  und 
bildet  den  eigentlichen  Gegenstand  der  folgenden  Untersuchung. 

Zunächst  lässt  sich  (k,  ß,  y,  S)  auf  eine  nur  von  a,  ß  abhängige 
Zahl  zurückführen.  Genügen  nämlich  die  Zahlen  y,  Ö'  ebenfalls  der 
Bedingung  atf'  —  ßy'^  1,  so  ist  bekanntlich  y'=y-{-  na,  iJ'=  d'~\-nß, 
wo  «  jede  ganze  Zahl  bedeutet;  mithin  wird  nach  (9) 

'»i?''(^")=i°8''(-+Sf:)=>»"C-±|f)+i-% 

und  hieraus  folgt  nach  (10),  dass 

(»,  ft  r',  ä')-y-(«,  ft  r,  ä)-y 
nur  ¥011  den  beiden  Zahlen  a,  ß  abhängt;  man  kann  daher 
(11)  ß(„,  ß,r,ät-«  +  tl  ~2(a,ß), 


(12)     l„g,(|+i;!)=log,(„)  +  i|„gj-(„+,J„)'j  +i+l^^A"-S!ni 

setzen,  wo  2  (et,  ß)  und,  wie  sich  später  ergiebt,  auch  (k,  ß)  selbst 
eine  ganze,  ledigHch  von  den  beiden  relativen  Primzahlen  a,  ß  ab- 
hängende Zahl  bedeutet;  zugleich  ergiebt  sich 

(i:i)  (_  „,  _  (ä)  „  _  („,  ß). 

Ersetzt  man  ferner  alle  Glieder  der  Gleichung  (12)  durch  die  zu- 
gehörigen conjugirten  Grössen,  so  erhält  man  nach  den  obigen  Be- 
merkungen 

und  da  die  linke  Seite  nach  (12)  auch  in  der  Form 

l«g'i(^!^'-^)-l<'(!l(-")+ll»g{-(«+/i")-l+"+L^!;1i^'" 
dargestellt  werden  kann,  so  ergiebt  sich 

(14)  (»,-,!,_(.,« 
und  zufolge  (13)  auch 

(15)  (-»,  |J)  _-(.,«. 
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Soll  ferner  der  Satz  (12)  auch  noch  für  den  Fall  ^  =  0,  a  =  ä  =  ±i 
gelteiij  so  ist  die  Definition  des  Symbols  («,  ß)  durch  die  Festsetzung 

(16)  (+1,  0)  =  +  l 

zu  vervollständigen,  welche  auch  mit  (13),  (14),  (15)  harmonirt. 

Aus  (15)  folgt  (0,  ±1)  =  0;  setzt  man  daher  «  =  0,  ß  =  1, 
y  ==  —  1 ,  d  =  0,  Bo  geht  der  Satz  (12)  über  in  den  speciellen  Fall 
der  coraplementären  Transformation 

(17)  legi  (^')  =  log nW  +  i  log(-  »'). 

Ersetzt  man  nun  in  dem  Satze  (12)  die  Grösse  o  durch  1  -\-  m  und 
durch  —  -  ,  und  drückt  die  Grössen 

wieder  nach  dem  Satze  (12)  durch  logjj(ra)  aus,  so  erhält  man  mit 
Rücksicht  auf  (8)  und  (17)  leicht  die  beiden  folgenden,  für  jedes 
Paar  von  relativen  Primzahlen  a,  ß  geltenden  Sätze 

(18)  («  +  ^,  «  =  («.« 

(15))  2c(«,  ß)  +  2ß(ß,cc)  =  l^a'  +  ji'  -  lU«^), 

wo  (aß)  den  absoluten  Werth  von  aß  bedeutet.  Mit  Zuziehung  des 
letzteren  Satzes,  welcher  in  naher  Beziehung  zu  dem  Reeiprocitäts- 
satze  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  steht,  kann  man  der 
Gleichung  (11)  auch  die  Form 

(20)  («,  ß,  y,  S)  =  2y(«,  ß)  +  2S{ß,  a)  -  (ay  +  ßd)  ±  ?.aä 
geben,  wo   das  Vorzeichen  +   so  zu  wählen  ist,  dass  +  aß  der  ab- 
solute Werth  von  aß  wird;  hierdurch  erscheint  die  zuerst  in  (10)  auf- 
tretende Zahl  (ß,  ß,  y,  d)  wieder  in  Form  einer  ganzen  Zahl. 

Es  leuchtet  nun  ein,  dass  die  beiden  Sätze  (18)  und  (19)  nicht 
nur  die  früheren  Eigenschaften  (13)  bis  (16)  in  sich  schliessen,  son- 
dern auch  ausreichen,  um  in  jedem  Falle  den  Werth  des  Symbols 
(ß,  ß)  durch  eine  Kettenbrueh- Entwicklung  vollständig  und  zwar  als 
ganze  Zahl  zu  bestimmen.     Dies  geht  schon  aus  dem  Satze 

(21)  (a,  a  +  ß)  =  («,  ß)  ~(ß,a)-\-ß-  a,    wenn  aß  >  0, 
hervor,   welcher   leicht   aus   (18)   und   (19)   abgeleitet  wird;    und  um- 
gekehrt leuchtet   ein,  dass   dieser  Satz   (21)   in  Verbindung  mit  (18), 
d.  h,  mit  dem  Satze 

(22)  («■,«-(«,«,  wenn  »-  =  .(m,„l.ß, 

ebenfalls  die  vollständige  Bestimmung  des  Symbols  («,  ß)  enthält  und 
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eine  sehr  bequeme  BereclinuDg  einer  Tabelle  liefert.  Es  ist  eudlieh 
sehr  zweckmässig,  dem  Symbol  (a,  ß)  auch  dann  eine  bestimmte 
Bedeutung  beizulegen,  wenn  die  ganzen  Zablen  a,  ß  nicht  relative 
Primzahlen  sind,  sondern  einen  beliebigen  (positiven)  grossten  gemein- 
samen Theiler  p  haben;  in  diesem  Falle  setzen  wir 

(23)  (»,«-„(j,i), 

weil  dann  offenbar  die  beiden  Sätze  (21),  (22)  ungeändert  bestehen 
bleiben,  während  freilich  das  erste  Glied  1  auf  der  rechten  Seite  des 
Satzes  (19)  durch  ^  zu  ersetzen  ist;  aber  in  den  beiden  Sätzen  (21), 
(22)  ist  jetzt  auch  ohne  Zuziehung  von  (23)  die  vollständige  Be- 
stimmung von  (cc,  ß)  enthalten,  und  sie  gelten  sogar  für  den  Fall 
K  ^  /S  =  0,  wenn 

(24)  (0,  0)  =  0 

gesetzt  wird.  Durch  diese  Erweiterung  des  Symbols  («,  ß)  gelingt 
ea  oft,  solche  Sätze,  die  sonst  in  verschiedene  Fälle  zerfallen  würden, 
in  einem  einzigen  Ausspruch  zu  vereinigen  (vergl.  die  in  (28),  (34) 
enthaltenen  Sätze). 

Obgleich  nun  das  Symbol  (a,  ß)  durch  die  Eigenschaften  (21), 
(22)  für  jedes  Paar  von  ganzen  rationalen  Zahlen  a,  ß  vollständig 
bestimmt  ist,  so  würde  es  doch  schwer  sein,  aus  ihnen  einen  all- 
gemeinen Ausdi-uct  für  dasselbe  abzuleiten.  Mit  Hülfe  der  von  Rie- 
mann  in  dem  zweiten  Fragmente  angewandten  Methode  gelingt  es 
aber,  einen  solchen  Ausdruck  in  Form  einer  endlichen  Summe  aufzu- 
stellen. Diese  Methode  besteht  in  der  Untersuchung  des  Verhaltens 
der  Modulfunctionen,  wenn  <o  =  x  -\-  yi  sich  einem  rationalen,  in  den 
kleinsten  Zablen  ausgedrückten  Bruche  — ,—  annähert.  Geschieht  diese 
Annäherung  in  der  Weise,  dass  a  -\-  ßx  unendlich  klein  von  höherer 
Ordnung  wird  als  yy,  so  wird  die  Ordinate  der  in  dem  Satze  (12) 
auftretenden  Grösse 

_  y  -M^  _  <t  _  t 

'^'       «  +  IJ.0        [;        ß(«  +  p«>) 

positiv  unendlich  gross,  mithin  nach  (4) 

li>g,(»,)-"ff'-0, 
also 

'"g'W  +  si(^l-ij  +  i '»g {- («  + W'l  - ^^^^ifP"; 

ersetzt  man,  um  sich  der  Bezeichnung  von  Itiemann  zu  nähern,  a,  ß 
durch  — m,  n,  so  kann  man  diesen  Satz  so  aussprechen:  nähert  sich 
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die  Variable  (o=a;  +  i/i  dem  irreducibelen  Brache  m  :  n  so  an, 
dass  nx  —  m  von  höherer  Ordnung  unendlich  klein  wird  als  \/y,  so 
wird  zuletzt 

(25)  l„g,(»)  +  ^.^.,_-,£~--^_-  +  il„g|-(,.„-,„)'j-t^"i^«.-. 

Unterwirft  man  aber  die  Annäherung  der  schärferen  Bedingung,  dass 
nx  —  m  von  höherer  Ordnung  unendlich  klein  wird  a!a  y^,  so  ver- 
schwinden gleichzeitig  die  imaginären  Bestandtheile  des  zweiten  und 
dritten  Gliedes  links,  und  folglich  ergiebt  sieb  durch  Subtraetion  der 
conjugirten  Grössen  der  Annäherungssatz 

(26)  log,(m.)-log,(-<.')-'^|i^-", 

welcher  zufolge  der  obigen  Erweiterung  des  Symbols  {m,  n)  auch 
dann  gut,  wenn  die  ganzen  Zahlen  m,  n  irgend  welchen  gemein- 
samen Tbeiler  haben. 

Bevor  wir  denselben  benutzen,  um  unsere  Aufgabe  zu  lösen,  be- 
merken wir  noch  Folgendes.  Sind  ö,  d  positive  ganze  Zahlen  und  c 
eine  beliebige  ganze  Zahl,  und  genügt  die  Annäherimg  von  w  an  ihren 
rationalen  Greuzwerth  der  letzten,  schärferen  Bedingung,  so  gilt  das- 
selbe offenbar  auch  für  die  Annäherung  der  Grösse 

fL+J""   an  den  Werth   ^±_^^ 
und  folglich  wir<i  gleichzeitig  mit  (26)  auch  die  Annäherung 

log,f+'")-Hv(--ii?^)-~  +  °"^|i~  +  "^'^'" 

eintreten.  Nun  besteht,  wenn  j>  eine  Primzahl  ist,  der  aus  der  Trans- 
formation j)ter  Ordnung  oder  aus  (2)  leicht  abzuleitende  Satz 

(27)  log  ,  (y«.)  +  _2  l"g  1  (^')  -  '-^^"'  +  (P  +  1)  log  1  (») , 

wo  s  in  der  Summe  die  p  Zahlen  0,  1,  3  ...  (p  —  1)  zu  durchlaufen 
hat;  zieht  man  hiervon  die  durch  den  üebergang  zu  den  conjugirten 
Grössen  entstehende  Gleichung  ab,  so  ergiebt  sich  durch  die  Grenz- 
annälierung  der  Satz 

(28)  p  (pm,  h)  +  2'  («>  +  ns,  np)  =p(p+  1)  (m,  n) , 

wo  s  ein  beliebiges  vollständiges  Eestsystem  (mod.  2>)  durchlaufen  muss. 
Aus  dem  Satze  (27)  lassen  sich  auf  verschiedene  Weise  allgemeinere 
Sätze  ableiten,  die  für  beliebige  zusammengesetzte  Zahlen  p  gelten, 
und  aus  jedem  dieser  Sätze  entspringt  wieder  ein  ähnlicher  Satz  über 
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das  Symbol  (m,  n);  doch  dürfen  wir  auf  diese,  an  sicli  sehr  interessanten 
Eigenschaften  der  Function  iogij(ra)  nnd  des  Symbols  (m,  n)  hier 
nicht  eingehen. 

Indem  wir  uns  nun  unserer  Aufgabe  zuwenden,  benutzen  wir  die 
aus  (2)  und  (4)  folgende  Darstellung 

(29)  l„g,(„)_!^  +  2l»g(l"-l"'), 

WO  V  alle  natürlichen  Zahlen  durchläuft,  und  die  Logarithmen  rechts 
zugleich  mit  1'"  verschwinden;  es  wird  daher 

wo  auch  ji  alle  natürlichen  Zahlen  durchläuft,  und  wenn  man  die 
Summation  nach  v  ausführt,  so  erhält  man  die  Umformung  von  Jacobi 
(Fund,  nova  §.  39) 

(30)  log^j  H  =  "i^-i  _  2"  ^  jT^  ' 

mithin 


wo  zur  Abkürzung 


logij(o)  -— log  ij  (—«')  =  ■ 


:  ist. 

Jetzt  lassen  wir  die  i)ositive  Ordinate  y  der  Grösfse  w  =  x  -\-  yi 
unendlich  klein  werden,  während  die  Abscisse  x  von  vornherein  den 
constanten  rationalen  Werth  m:n  besitzen  soll,  wodurch  die  obige, 
schärfere  Bedingung  offenbar  erfüllt  ist.  Die  ganzen  Zahlen  m,  n 
dürfen  im  Folgenden  einen  beliebigen  gemeinsamen  Theiler  haben, 
doch  nehmen  wir  den  Nenner  n  als  positiv  an.  Setzen  wir  zur 
Abkürzung 

1'  =  1«-  =  c~^  ^  e ;     W  =  c~^^'J  =  r, 

so  genügt  die  Constante  6  der  Bedingung  9"  =  !,  und  r  bedeutet 
einen  variablen  positiven  echten  Bruch,  der  wachsend  sich  dem 
Werthe  1  annühert;  zugleich  ist 


und  es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  des  Grenzwerthes  von 
log  Jj  (w)  —  tog  71  (-  ro')  =  ^-^  —  2  -^-  ■ 
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Durch  Vereinigung  von  je  zwei  Zählern  (7^,  welche  den  Zahlen 
[i  =  sn  -\-  V  und  fi  =  (s  +  l)n  ^  v  entsprechen,  wo  0  <  r  <  -,  h  , 
ergiebt  sich  nun  leicht,  dass  der  absolute  Betrag  der  Summe 

A/i  ^  a^  -{-  a^  ~\-  ■  ■  ■  -\-  (tf, 
für   alle   Werthe    von    r  einschliesslich   r  '=  1   unterhalb   einer  von  r 
und  II  unabhängigen,  endlichen  Constanten  bleibt,  und  hieraus  folgt 
nach  einem  allgemeinen  Satze*),  dass  die  Reihe 


2'^-2-.('.~^ 


+  1 

wenn  ihre  Glieder  nach  wachsenden  ji  geordnet  werden,  auch 
noch  für  r  =  1  convergirt  und  an  dieser  Stelle  stetig  ist;  mit  Kück- 
sicht  auf  den  Satz  (26)  ergiebt  sich  daher 


b^,  =  li,„  „„  =  0  oder  =  -■  -^, -— ^ 

je    nachdem   6"  =  1    ist    oder   nicht;    durch    Anwendung    der   Trans- 
formation 

1  -  e"  '^  ji-j  ' 

wo   G  die  Werthe    1,  2  ...  (h  —  1)   durchläuft,  erhält  man   aber  die 
für  alle  jt  geltende  Darstellung 


''■-  l^"^"'""^"'"'' 


aus    welcher    sich    die  Summe    unserer  unendlichen  Reihe   auch   ohne 
Benutzung  bestimmter  Integrale  sehr  leicht  ergiebt. 

Ist  0  irgend  ein  reeller  Werth,  so  wollen  wir  den  von  z  um  eine 
ganze  Zahl  abstehenden,  zwischen  +  -^  liegenden  Werth  der  Deutlich- 
keit halber  nicht  mit  (js),  sondern  mit  ((s))  bezeichnen;  für  solche 
Werthe  von  s  aber,  welche  in  der  Mitte  zwischen  zwei  ganzen  Zahlen 
liegen,  soll  nach  Riemann  (S.  242  und  457)  die  hier  unstetige  perio- 
dische Function  (sj)  =  0,  also  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus 
den  beiden  unendlich  nahe  benachbarten  Werthen  C^  +  OJ  ^=  —  -^ 
und    {(^  —  Oj  ^  +  -   gesetzt   werden.     Nach    einem    sehr   bekannten 


*)  Dirichlet,  Vorleaungeu  über  Zahlentheorie,  Aufl.  2.  g.   143. 
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Satze  aus  der  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen,  der  sich  auch 
unmittelbar  aus  der  Logarithmen -Reihe  ergiebt,  gilt  dann  stets  die 
Darstellung 

wo  jt  die  natürlichen  Zahlen  wachsend  durchläuft,  also  auch 

(31)  2.i((.-i))-2'-^-^- 

flierans  folgt 


=  ^-(("- 


6w  ^  nWn  2//' 

da  aber,  wie  sieh  durch  Verwandlung  von  ö  in  n  —  ö  ergiebt, 

l2(("-|))-o 

ist,  so  erhält  man  hieraus  leicht  durch  Subtraction  den  folgenden 
Ausdruck 

(32)  (<•:••)- <^'' 2  {{^-D)  (("-[)). 

WO  «  positiv  angenommen  ist,  und  s  ein  beliebiges  vollständiges  Eest- 
system  (mod.  n)  durchläuft.  Dieser  Ausdruck  für  das  Symbol  (m,  «) 
in  i'orm  einer  endlichen  Summe  gestattet  noch  manche  Umformungen 
und  Yereinfaehungen,  auf  welche  wir  unten  noch  naher  eingehen 
wollen.  DasB  derselbe  auch  dann  gilt,  wenn  die  Zahlen  m,  n  einen 
beliebigen  (positiven)  gemeinschaftlichen  Theiler  p  haben,  lässt  sich 
mit  Rücksicht  auf  (23)  nachträglich  mit  Hülfe  des  auch  sonst  wich- 
tigen Satzes 

(M)        2(e^ -:-))=((-!)) 

leicht  bestätigen,  in  welchem  x  eine  beliebige  reelle  Zahl  bedeutet 
und  p    ein  vollständiges  Eestsystem  (mod.  ^)  durchläuft. 

Machen  wir  jetzt  die  Voraussetzung,  dass  m,  n  relative  Prim- 
zahlen sind,  und  setzen  wir  zur  Abkürzung 

^-arsf-Tg.   c  =  li<.g(-(»»-».)'|, 

SO  ist  (1  —  ii)(}  —  v)  =  0,  J»  13  fi,  n^^.v  (mod.  2),  und  aus  dem 
Anuäherungs-Satze  (25) 

log  ,  (»)  -  "-,-|^'-'  m-2B-C 
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folgt  gleichzeitig 

log, (So)  -  !!^"!L_^.i  _  (4  _  3„)  j;  -  C+  J  Iog2 


^fe) 


-2{»,  2») 


,i_(4_3rtB-C+^log2 


die  hier  auftretenden  Symbole   sind   zufolge   (28)  durch  die  stets  gel- 
tende Relation 

(34)  2  {2m,  n)  +  {m,  2k)  +  (»m  +  h,  2«)  =  6  (m,  n) 

mit  einander  verbunden.   Gleichzeitig  ergeben  sich  hieraus  zufolge  (5) 
die  Annäherungen 

logJt    =  l-+MM:3|'0^23„)^,_^^^_^2^_2^^^2ß-21og2) 

(35)  log/,;'    ^  (>»  +  "■  ^^~  (^.") ^;-  _^  (2ft  +  1-  -  iJ) (121?  -  2  log 2) 
log^=fa''"'^^'^+"'^"^7ri+(l-.»— r)(12i;-21og2)-2C, 

Die  Vergleichung  dieser  Sätze  mit  den  acht  Formeln  des  zweiten 
Fragmentes  ergiebt,  dass  Biemann  auf  die  Bestimmung  der  unendlich 
grossen  reellen  Bestandtheile,  welche  in  den  Gliedern  mit  B,  C  ent- 
halten sind,  weniger  Werth  gelegt  hat;  sie  sind  zum  Theil  ungenau 
dargestellt,  zum  Theil  ganz  weggelassen.  Anch  in  den  imaginären 
Bestandtheilen  fanden  sich  (bei  der  dritten,  vierten  und  fünften  Formel) 
einige  kleine  Versehen,  die  sich  aber  ohne  Zwang  schon  in  der  eraten 
Auflage  berichtigen  Hessen,  während  die  reellen  Theile  auch  jetzt  «n- 
geändert  abgedruckt  werden.  Dass  die  Eiemann'schen  Formeln  in 
den  imaginären  Bestandtheilen  mit  den  vorstehenden  Sätzen  (35)  über- 
einstimmen, ist  nicht  überall  auf  den  ersten  Blick  zu  erkennen,  und 
CS  würde  zu  weit  führen,  diese  Uebereinstimmung  hier  vollständig 
nachzuweisen;  doch  wollen  wir,  weil  der  Gegenstand  wichtig  genug 
ist,  zur  Erleichterung  noch  folgende  Bemerkungen  hinzufügen. 

Unter  dem  Nenner  einer  rationalen  Zahl  x  verstehen  wir  immer 
die  kleinste  positive  ganze  Zahl  n,  für  welche  das  Product  nx  eben- 
falls eine  ganze  Zahl  m  wird,  und  diese  nennen  wir  den  Zähler  von  x. 
Es  giebt  dann  immer  unendlich  viele  Zahlen  x',  welche  denselben 
Nenner  n  haben,  und  deren  Zähler  m  der  Congruenz  mm  ~  1  (mod.  n) 
genügen,  und  jede  solche  Zahl  w'  soll  eiu  Gefährte  (socius)  von  x 
heissen  (vergl.  Art.  77  der  Disqu.  Arithm.),  Nennt  man  zwei  Zahlen 
X,  y  schlechthin  congruent,  wenn  ihre  Differenz  eine  ganze  Zahl  ist. 
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und  bezeichnet  dies  durch  x^y,  so  entspricht  jeder  Classe  von  con- 
gruenten  Zahlen  x  eine  und  nur  eine  Ciasse  von  Zahlen  x,  und  wenn 
P  eine  ganze  Zahl  und  zwar  relative  Primzahl  zu  n  bedeutet,  so  ist 
pißx'y  ^x.     Setaen  wir  nun  zur  Abkürzung 


(36)  D(,;)_1'^_62'((J- 


so  hat  diese  Function,  wie  sich  aus  dem  vorstehenden  Ausdrnclfe,  oder 
auch  aus  (18),  (15),  (12),  (34)  leicht  ergiebt,  die  Eigenschatten 

D{x)  —  I>(x+  1) D{~x)  =  D[x'), 

'^''  Z)(2«)  +  Z)(f)  +  Bp4i)-3D(i'). 

Ersetzt  man  die  in  den  Riemann'sehen  Formeln  bisweilen  be- 
nutzte Function  E(x),  welche  die  grÖsste  in  x  enthaltene  ganze  Zahl 
bedeutet,  durch  den  Ausdruck 

(38)  jr(»)_^^i_  ((,,_!)), 

in  welchem  nur,  wenn  x  selbst  eine  ganze  Zahl  iat,  statt  E  {x)  wieder 
das  arithmetische  Mittel  x  —  -^  aus  E{x-\-G)  und  E(x  —  0)  zu 
nehmen  ist,  so  treten  in  den  meisten  dieser  Formeln  zuletzt  nur  noch 
Functionen  von  der  Form 

(39)  s(«)_2'M),  sw-2'(("-i)) 

auf,    wo    die  Summationen   sieh   auf  alle   diejenigen,   nicht  negativen 
ganzen  Zahlen  v  beziehen,   welche  kleiner  als  der  halbe  Nenner  von 
X  sind;  diese  Functionen  haben  die  Eigenschaften 
E{x)  =  Ii{x  ^  1) Mir-x) 

(40)  S{x)  =  S{x-\-\)  =  -  S(-  x) 
R{x)  -  Six)  =  R(x)  -  S(x')  =  I  Ä, 

wo  h  den  Ueberschuss  der  Anzahl  der  positiven  Glieder  ([vx^  über 
die  der  negativen  bedeutet,  und  stehen  in  folgenden  Beziehungen  zu 
der  Function  D(x).    Allgemein  ist  nach  (36) 

(41)  6 S (x)  =  D {2x)  -  2 D (x) . 
Hat  die  Zahl  x  einen  geraden  Nenner  n,  so  ist 

(42)  JiW--SW-T*-i-D(*)-ii)(2.), 
s(^)  +  e('-1')--2R(x). 
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Hat  aber  die  Zahl  x  einen  ungeraden  Nenner  n,  so  zerfallen 
die  Zahlen  y,  welche  der  Bedingtmg  2if^x  genügen,  also  '^=^-^x 
oder  ^  —  (x-\-  1)  sind,  in  zwei  Classen  toh  Zahlen,  von  denen  die- 
jenigen, welche  denselben  Nenner  n  haben,  mit  iCj,  die  übrigen  mit 
x^  bezeichnet  werden  sollen;  die  letzteren  haben  den  Nenner  2n. 
Dann  ist 

(43)  Ii(z^)  =  Ji(a^)  —  S(x)  =  2B(x)  -  S{2x) 
und 

D(x)  =6Eix^)  —  4:E{x)—4=E(x') 
D(2x)  =  &It(x^)  —  SR(_x)  —  2It{x') 

^**^  DK)  =  GB{x^)  —  2R(x)  -  8B(/) 

D(x^)  =  eit{Xi)  —  2B{x)  —  2B(x'), 

wodurch  wieder  die  obige  Bedingung 

(45)  D{2x)  +  D(.x,)  -\-I)(x^)  ^  ZDix) 

erfüllt  wird.    Die  ü  eher  eins  timmung  der  drei  ersten  Darstellungen  in 

(44)  ergiebt  sich  aus  den  früheren  Eigenschaften  von  R  {x)  mit  Rück- 
sicht auf  die  Beziehungen 

und  umgekehrt  ist 

en(x)  =3I){x)-2D{2x)^I)(x,)    ^    D(x,)—D{2x) 

(46)  üE(/)^5I>{x)-D(2x)    — 21>(«j)=    ß  (x^)  -  D  (x,) 
GR  {x^)  =  52)  (a;)  —  2D  (2a:)  —  2D  (x,)  =  2I>  {x^)  ~I){x). 

Die  HerleituDg  dieser  und  zahlreicher  anderer  Relationen,  welche  alle 
in  naher  Beziehung  zu  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  stehen, 
müssen  wir  uns  aber  für  eine  andere  Gelegenheit  versparen. 
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Fragment  aus  der  Analysis  Situs. 

Zwei  Eiühtreeke  werden  derselben  oder  verschiedenen  üruppen  zu- 
gerechnet, je  nachdem  das  eine  stetig  in  das  andere  übergehen  kann 
oder  nicht. 

Je  zwei  Einstreeke,  welche  durch  dasselbe  Punktepaar  begrenzt 
werden,  bilden  zusammen  ein  zusammeuhUugendes  unbegrenztes  Eiu- 
streck  und  zwar  kann  dies  die  ganze  Begrenzung  eines  Zweistrecks 
bilden  oder  nicht,  je  nachdem  sie  derselben  oder  verschiedenen  (jruppen 
angehören. 

Ein  inneres,  zusammenhängendes,  unbegrenztes  Einstreck  kann, 
einmal  genommen,  entweder  zur  ganzen  Begrenzung  eines  innern  Zwei- 
strecks  ausreichen  oder  nicht. 


Es  seien  «j,  a„,  ..,  o^  m  innere  zusammenhängende  unbegrenzte 
«-Strecke,  welche,  einmal  genommen,  weder  einzeln  noch  in  Ver- 
bindung ein  inneres  (n-\-  Ij-Streck  voUf-tändig  begrenzen  können,  und 
&j,  b^,  . .,  b^  m  ebenso  beschaffene  «-Strecke,  deren  jedes  mit  einem 
oder  einigen  der  a  zusammengenommen  ein  inneres  (w  -f"  1)-Streck  voll- 
ständig begrenzen  kann,  so  kann  jedes  innere  zusammenhängende 
n-  Streck,  welches  mit  den  a  die  ganze  Begrenzung  eines  inneren  (k  +  1)  - 
Strecks  bilden  kann,  dies  auch  mit  den  l  und  umgekehrt. 

Bildet  irgend  ein  unbegrenztes  inneres  «-Streck  mit  den  a  zu- 
sammengenommen die  ganze  Begrenzung  eines  inneren  {«  +  l)-Strecks, 
so  können  in  Folge  der  Voraussetzungen  die  a  nach  und  nach  elimi- 
nirt  und  durch  die  b  ersetzt  werden. 

Ein  Ji-Streck  A  heisst  in  ein  anderes  B  veränderlich,  wenn  durch 
Ä  und  durch  Stücke  von  S  ein  inneres  (k  +  1)-Streck  vollständig  be- 
grenzt werden  kann. 

Wenn  im  Innern  einer  stetig  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  mit 
Hülfe  von  m  festen,  für  sich  nicht  begrenzenden,  w- Strecks  stücken 
jedes  unbegrenzte  «-Streck  begrenzend  ist,  so  hat  diese  Mannigfaltig- 
keit einen  (m  -|-  l)-fachen  Zusammenhang  «ter  Dimension. 
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Eine  atetig  ausgedehnte  zusammenhängende  Mannigfaltigkeit  heisst 
einfach  zusammenhängend,  wenn  der  Zusammenhalt  jeder  Dimension 
einfach  ist. 

Ein  Querschnitt  einer  begrenzten  stetig  ausgedehnten  Mannig- 
A  heisst  jede  im  Innern  derselben  verlaufende  zusammen- 
hängende Mannigfaltigkeit  B  von  weniger  Dimensionen,  deren  Be- 
grenzung ganz  in  die  Begrenzung  von  A  fällt. 

Der  Zusammenhang  eines  M-Strecks  wird  durch  jeden  einfach  zu- 
sammenhängenden (w  —  m)  -  streckigen  Querschnitt  entweder  in  der  »iten 
Dimension  nm  1  erniedrigt  oder  in  der  [m  —  1)  ten  Dimension  um  1 
erhöht. 

Der  Zusammenhang  ft  ter  Dimension  kann  nur  geändert  werden, 
indem  entweder  unbegrenzte  nicht  begrenzende  ft- Strecke  in  begrenzte 
oder  begrenzende  in  nicht  begrenzende  verwandelt  werden,  ersteres  in 
sofern  zur  Begrenzung  eines  ji-Strecks,  letzteres  in  sofern  zur  Be- 
grenzung eines  (ft  +  l)-8treeks  neue  Theile  hinzukommen. 


Abhängigkeit    des  Zusammenhangs    der   Begrenzung   B    einer   stetig 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  A  von  dem  Zusammenhang  derselben. 

Die  unbegrenzten  innerhalb  B  nicht  begrenzenden  Viel  strecke 
zerfallen  in  solche,  welche  innerhalb  A  nicht  begreuzeji,  und  solche, 
welche  innerhalb  A  begrenzen.  Untersuchen  wir  zunächst,  wie  der 
Zusammenhang  von  B  durch  einen  einfach  zusammenhängenden  Quer- 
schnitt von  A  geändert  wird. 

A  sei  von  der  Mten,  der  Querschnitt  g  von  der  mten  Dimension, 
a  eine  Hülle  eines  Punktes  von  q  von  der  (w  —  1  —  m)  ten  Dimension, 
welche  g  nicht  schneidet,  p  die  Begrenzung  von  q. 

Der  Zusammenhang  von  A  wird  in  der  (n  —  1  —  m)  ten  Dimension 
um  1  vermehrt,  wenn  a  innerhalb  Ä  nicht  begrenzt,  in  der  (rt  —  m)  ten 
Dimension  um  1  vermindert,  wenn  a  innerhalb  Ä  begrenzt, 

.4'  —  X  ■=  (  j  wenn  a  innerhalb  A'  nicht  begrenzt  (k) 

=  ( j  j  wenn  a  innerhalb  A!  begrenzt  (/3) 

*) 


*)  Es  finden  sich  im  Manusoript  hier  noch  einige  Zeichen,  deren  Bedentnng 
lud  Zusammenhang  ich  nicht  entziffern  koante. 
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er/)  ('■ 


/  m   \         hl  —  in    m  —  1\ 
\-V        \  —  1         —  W 


I.  a  innerhalb  Ä  nicht  begrenzend 

a  innerhalb  Ji"  nicht  begrenzend     fm  +  V\ 
folglich  p  innerhalb^  begr 
IJ.  a  iünerhalb  Ä  begrenzend 

a  innerhalb  B'  nicht  begrenzend        (  )        I 

folglich  i)  innerhalb  J3  begrenzend. 

III.  a  innerhalb  Ä   begrenzend  /  „[   v         /,; ,jj     ,,, j\ 

a  innerhalb  S  begrenzend 

folglich  p  innerhalb  B  nicht  begrenzend. 

Zwei  Viel strecksth eile  (Raumtheile)  heissen  zusammenhängend  oder 
einem  Stück  gehörig,  wenn  sich  von  einem  inneren  Punkt  des  einen 
durch  das  Innere  des  Vielstrecks  (Raumes)  eine  Linie  nach  einem 
inneren  Punkt  des  andern  ziehen  lässt, 

Lehrsätze  aus  der  Theoiia  Situs. 

(1.)  Ein  Vielstreck  von  weniger  als  n  —  1  Dimensionen  kann  nicht 
Theile  eines  M-Streeks  von  einander  scheiden.  Ein  zusammenhängendes 
«-Streck  hat  entweder  die  Eigenschaft,  durch  jeden  {n  —  l)-streckigen 
Querschnitt  in  Stücke  zu  zerfallen  oder  nicht.  Den  Inbegriff  der 
ersteren  bezeichnen  wir  durch  a. 

Wird  ein  unter  a  gehöriges  w- Streck  durch  einen  («  —  2)  -  streckigen 
Querschnitt  in  ein  anderes  verwandelt,  so  ist  dies  zusammenhängend 
und  gehört  entweder  zu  a  oder  nicht. 

Diejenigen  w-Strecke  a,  welche  durch  jeden  (w  —  2)-8treekigen 
Querschnitt  unter  die  Nicht-tt  versetzt  werden,  bezeichnen  wir  durch  a^. 

(2.)  Wird  ein  Vielstreck  Ä  durch  einen  ^- streckigen  Querschnitt 
in  ein  anderes  Ä  verwandelt,  so  bildet  jeder  Querschnitt  von  mehr 
als  fi  +  1  Dimensionen  von  A  einen  Querschnitt  von  Ä  und  um- 
gekehrt. 

Wird  eins  der  w-Strecke  a^  durch  einen  (w  —  3)  -  streckigen  Quer- 
schnitt in  ein  anderes  verwandelt,  so  gehört  dies  zu  den  «(2),  kann 
aber  entweder  zu  den  Uy  gehören  oder  nicht. 

Diejenigen  unter  den  a,,  welche  durch  jeden  («  —  3)-streckigen 
Querschnitt  unter  die  Nicht- (t^  versetzt  werden,  bezeichnen  wir  durch  a^. 

Fährt  man  auf  diese  Weise  fort,  so  erhält  man  zuletzt  eine  Kate- 
gorie cs„_s  Ton  «-Strecken,  welche  diejenigen  der  ffl„_3  umfasst,  die 
durch  jeden  einstreckigen  (linearen)  Querschnitt  unter  die  Nicht-a„_3 
versetzt  werden.    Diese  «-Strecke  ö„_b  nennen  wir  einfach  i 

Bikh^un's  geaammelle  mstbematiiGho  Werke. 
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hängend.  Die  «-Strecke  a,,  sind  also  einfach  zusammenhängend,  m 
sofern  von  Querschnitten  von  n  —  f(  —  2  oder  weniger  Dimensionen 
abgesehen  wird  und  sollen  bis  zur  {n  —  f^  —  2)  ten  Dimeiision  einfach 
zusammenhängend  genannt  werden*). 

Ein  w-Streeb,  welches  nicht  bis  zur  («  —  ])ten  Dimension  einfach 
zusammenhängend  ist,  kann  durch  einen  («  —  1)  -  streckigen  Querschnitt 
zerlegt  werden,  ohne  in  Stücke  zu  zerfallen.  Das  entstandene  n- 
Streck  kann,  wenn  es  nicht  bis  zur  (n  —  l)ten  Dimension  einfach  zu- 
sammenhängend ist,  durch  einen  ähnliehen  Querschnitt  weiter  zerlegt 
werden,  und  offenbar  lässt  sich  dies  Verfahren  fortsetzen,  so  lange 
man  nicht  zu  einem  bis  zur  (n  —  1)  ten  Dimension  einfach  zusammen- 
hängenden gelangt  ist.  Die  Anzahl  der  Querschnitte,  durch  welche 
eine  solche  Zerlegung  des  M-Strecks  in  ein  bis  zur  ersten  Dimension 
einfach  zusammenhängendes  bewerkstelligt  ivird,  kann  zwar  nach  der 
Wahl  derselben  verschieden  ausfallen,  offenbar  aber  muss  sie  für  eine 
Gattung  von  Zerlegungen  am  kleinsten  werden**). 

*)  In  Uebeieiaetimmnng  mit  dem  Folgenden  eollten  wohl  die  «-Strecke  a 
als  zuBammeiih äugend  bis  zur  (n  —  (i  —  l)ten  Dimension  bezeichnet  sein. 

**)  Zu  erwähnen  ist  zu  diesem  Fragmente  in  Aufsatz  von  Betti  (Sopra  gli  spazi 
di  un  nnmero  qualunque  di  dimensioui,  Annali  di  Matematica  aer.  2,  vol.  IV,  1871) 
der  mir  zur  Zeit  des  Erscheinens  der  ersten  Auflage  von  Riemann's  Werken  noch 
nicht  bekannt  war,  und  der  verwandte  Gedanken  nnd  Ausführungen  enthält. 

W. 
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XXX. 

Convergenz  der  ^-fach  unendlichen  Tlieta-Keihe.*) 

Es  kann  die  Untersucliuug  der  Convergenz  einer  unendliciieu  Reihe 
mit  positiven  Gliedern  immer  reducirt  werden  auf  die  Untersuchung 
eines  bestimmten  Integrals  nach  folgendem  Satz; 

Es  sei 

«1  +  «2  +  "s  +  ■  ■  ■ 
eine  Reihe  mit  positiven  abnehmenden  Gliedern,  ferner  f(x)  eine  mit 
wachsendem  x  abnehmende  Function,  so  ist: 

a-)>J'f(,x)dx>f(«  +  i) 

und  mithin : 

m + /"(i) + ■  ■  ■ + n^)  >J  n^)  ^^  >  m) + m + ■  ■  ■ + ^(" + 1) 

Die  Reihe 

«0)  + /(l)  +  «2)  +  •  ■  • 
conTergirt  und  divergirt  daher  gleichzeitig  mit  dem  Integral 

j'f(T),tx. 

Ist  nun  f(n)  positiv  und  a„<.f{n),  so  wird  die  Reihe: 

«1  +  «s  +  «3  H 

ebenfalls  convergiren,    sobald  jenes  Integral  coiivergirt.     Daraus  folgt 
der  Satz: 

Ist  a„<if{x),  sobald  n^x  ist,  so  convergirt  die  Reihe  2Ja„,  so- 
bald das  Integral  Jf{x)dx  convergirt, 

*)  Diese  und  die  folgende  Abhandlung  sind  einei-  Vorlesung  entnommea, 
welche  Eiemann  in  den  Jahren  1861  und  1862  gehalten  hat.  Der  Bearbeitung 
liegt  ein  von  0.  Roch  geführtes  Hei't  imi  Gruude. 
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Setzt  mau  nun  X '^  ip  (i/),  f{x)  ^  f(ip  («/))  =  F(jf),  so  erhält  man 


j  f{x)d'x=jF{y)>p(^)dy. 


Wenn  mm  die  beiden  Variablen  x,  y  gleichzeitig  ab-  und  zuneh- 
men (und  zwar  bis  unendlich),  so  wird  nach  den  gemachten  Voraus- 
setzungen mit  wachsendem  y  F(y)  abnehmen,  ^{y)  wachsen.  Damach 
gehen  die  oben  gefundenen  Bedingungen  der  Convergenz  in  folgende 
über: 

Die  Reihe  Z7«„  convergirt,  wenn  für  n  ^  q;  (y)  a„  <  F{y),  oder,  was 
dasselbe  ist,  wenn  für  a„  ^  F{y)  h  <  9  (j/)  ist  und  das  Integral 


/ 


F{y)<p'{y)dy 

conTcrgirt. 

Ist  nun  an'>F(i/),  so  sind  es  auch  a,,  «si  -■)  «u-i-  Ist  also 
«n+i<-Ffe)?  so  ist  n  die  Anzahl  der  Eeihenglieder,  welche  grösser 
als  F(y)  sind.     Daher  lässt  sich  der  Satz  auch  so  ausdrücken: 

Sind  F(ii),  <p(y)  zwei  Functionen,  von  denen  die  erste  mit  wach- 
sendem y  abnimmt,  die  zweite  (ins  Unendliche)  zunimmt,  und  ist  die 
Anzahl  der  Glieder  einer  Reihe  mit  positiven  Gliedern,  die  gleich  oder 
grösser  als  F(j/)  sind,  kleiner  als  ip{y),  so  convergirt  die  Reihe,  wenn 

das  Integral  JF(j/)  9'  (y)  äy  convergirt. 

Es  sollen  nun  solche  Functionen  für  die^-fach  unendliche  •9'-Ileihe 


(*)■ 


,-1-2  27.« 


aufgesucht  werden,  in  der  wir,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeintrüch- 
tigen,  zunächst  voraussetzen  können,  die  Grössen  ((,,,■  und  r,  seien  reell. 
Das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe: 

E'  E'  «,  ,,  «1,  m_,  -f  2  2;'  m, », 
e 
ist  grösser  als  e~''',  wenn 

Für  unsern  Zweck  kommt  es  also  darauf  an,  festzustellen,  wie  viele 
Comhinationen  der  ganzen  Zahlen  m^,  m^,  ..,  nip  dieser  Ungleichung 
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Zu   dem  Ende   betraehteii  wir  zunächst  das  mehrfache  bestimmte 
Integral 

A  =  I    (  ■  ■  ■  i  dXi  dx^ . .  äxp, 

dessen  Begrenzung  gegisben  ist  durch  die  Ungleichung 

Das  Integral  wird  immer,  und  nur  dann  einen  endlichen  Werth  haben, 
wenn  die  homogene  Function  zweiten  Grades 


in  eine  Summe  von  p  positiven  Quadraten  zerlegt  werden  kann.  Denn  ist 

- '2,  "2,  "•■'"'  -'?+'«+■■■  +  *;. 

so  iat  die  Begrenzung  des  Integrals  bestimmt  durch  die  Ungleichung 

(i  +  ('  +  ■■■  +  i^  <  1 
und  das  Integral  A  wird: 

-*  -//■  ■■J'i2+"iw,---  w)  <"'  '"'■■■  ■".- 

Die  Functionaldeterminante  ist  eine  endliche  Constante  und  von  den 
Variablen  t  kann  keine  absolut  grösser  als  1  werden. 

Wären  andererseits  die  f'  nicht  alle  positiv,  oder  würden  einige 
in  der  transformirten  Form  fehlen,  so  würden  im  Integral,  A  auch  un- 
endliche Werthe  von  t  vorkommen  und  somit  A  selbst  unendlich  werden. 

Dieses  Ergebniss  wird  in  Nichts  geändert,  wenn  wir  statt  der  oben 
angenommenen  Begrenzung  des  Integrals  A  die  folgende  nehmen: 

wenn  die  «,  beliebige  reelle  Grossen  sind.  Betrachten  wir  nun  die 
Ungleichung 

-2"  2' »■."»■  ""-^2' "•»"<""■ 

oder,  indem  wir    .-  ^  a;,  setzen, 

so  folgt  zunächst,  dass  für  jedes  endliehe  7t  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Combinationen  der  ganzen  Zahlen  m^,  m^, .  .,mp  dieser  Ungleichung 
genügt,  denn  die  Xi  müssen  alle  innerhalb  gewisser  endlicher  Grenzen 
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bleiben,  und  innerhalb  solcher  Grenzen  giebt  ea  nur  eine  endliche  An- 
zahl rationaler  Zahlen  mit  gegebenem  Nenner  Ji, 

Es  sei  also  ^a  die  Anzahl  der  zulässigen  Comhinationen  der 
Zahlen  m. 

Betrachtet  man  mm  die  über  alle  diese  Combinationen  erstreckte 
Summe 


^  /  dxi     I  (/%  - .  -    /  dXj,  • 


so  ist  dieselbe  für  jedes  endliche  h  endlich  und  nähert  sich  mit  im- 
endlich  wachsendem  h  der  Grenze  Ä,  von  der  wir  nachgewiesen  haben, 
dass  sie  gleichfalls  endlich  ist,  falls  die  Function  —  2^i:a,^,-XiX,'  durch 
f  positive  Quadrate  darstellbar  ist  Setzt  man  diese  Summe  daher 
gleich  A-\^h,  so  ist  7e  eine  endliehe  Grösse,  die  mit  unendlich  wachsen- 
dem li  gegen  0  convergirt.     Es  ist  also 

3,  =  (^  +  Ä)Ap, 
und  dies  ist  die  Anzahl  n  der  Glieder  der  Theta-Reihe,  welche  >  ü"^' 
sind.     Es  ist  sonach 

n<{A'{-E)h% 

worin  K  eine  Constante  ist,  der  man,  wenn  man  nur  das  /*,  von  dem 
man  ausgeht,  gross  genug  annimmt,  einen  beliebig  kleinen  Werfet  er- 
theilen  kann.  Die  Functionen  JF(j/),  fiy)  können  also  folgeiidei 
angenommen  werden 

F(,j)  =  c-'\    ,,{,j)-(A  +  K)r 
nnd  da  das  Integral 


i'-- 


.-•1  +  K)pr-'  <iy 


convergirt,  so  gilt  das  gleiche  von  der  ^-Reihe  unter  der  angegebenen 
Voraussetzung.  Hieraus sehli esst  man:  Die p-fach  unendliche  TKeta- 
Reihe  convergirt  für  alle  Werthe  der  Variablen  v,,  v^,  .  .,  v^,, 
falls  der  reelle  Theil  der  quadratischen  Form  im  Exponenten 
wesentlich  negativ  ist. 
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Zur  Theorie  der  Aberschen  Functionen. 

Es  sei  (C[,  %, ...  Cp)  ein  GrÖssensystem,  welches  die  Eigenschaft 
hat,  dass 

ist.  Nach  Art.  23  der  Abhandlung  über  die  Theorie  der  Abel'fichen 
Functionen  (S.  134)  liisst  sich  unter  dieser  Voraussetzung  die  Con- 
grueuz  befriedigen 

fe,  e.....  .,)sä(^'»f',...,|i.iX-"|'>.    ..-"I-V) 

durch  gewisse  Punkte  tji,  yj^,  ,,,  ti^p-i,  welche  durch  eine  Gleichung 
qp  =  0  verknüpft  sind.  Sind  daher  «^  und  u'/,  die  Werthe,  welche  die 
Integrale  erster  Gattung  h,i  für  zwei  unbestimmte  Werthsysteme  s,  s 
und  s, ,  £[  annehmen,  so  verschwindet  die  Function 

#(mi  ~  u'i  —  <?!, . .  . ,  ^lp  —  v^  —  Cp) 
als  Function  von  s,  s  betrachtet  für  (s,  is)  =  (si,  ?,)  und  in  den  p  —  1 
Punkten  jji ,  tj  ,  ,%-!,  als  Function  von  s^jS^  betrachtet  für  (3^,0,)  =  (s,^) 
und  m  den  Punkten  i]p  ,Vip-'  I^*  ^'^o  {fi,f^,--,f^  ein  GrÖssen- 
system von  denselben  Eigenschaften  wie  (e,,  e^,..,  Cp),  so  wird  die 
Function 

^'  *(«!  -«, -/j,    }  &(«^_m;-i-/j,..)' 

die  sowohl  m  Bezug  aut  s,  ^  als  m  Bezug  auf  Sy,  Z^  rational  ist,  in  je 
einem  durch  eine  Gleichung  g;  ^  0  verknüpften  Punktsystem  unendlich 
gross  und  unendlich  klein  von  dei  ersten  Ordnung  werden,  und  wird 
daher  darstellbar  sem  in  der  Form 

\  /  p  p  1 

worin  die  Coefficienten  b,  c  von  s,  s  und  Sj,  z^  uuabhängig  sind. 
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Wenn  nun   die  Grössen  Systeme  e,  f  die  Eigenschaft   haben,   dass 
(.3,  (ei,%,  ■.,ep)  =  (-e„  —  e^, ..,  —  e^) 

{h,h.--,fp)  =  {-n,-h,--,-fp) 
ist,  so  fallen  die  Punkte,  in  denen  die  Function  (1)  oder  (2)  Null  resp. 
unendlich  wird,  paarweise  zusammen  und  wir  erhalten  eine  Function, 
welche   nur  in  jj  — ^  1  Punkt««    unendlich   gross  und   unendlich   klein 
von  der  zweiten  Ordnung  wird.     Hiemach  ist  die  Function 


V 


wie  die  Fläche  I"  verzweigt  und  nimmt  beim  Ueberschreiten  der  Qu( 
schnitte  Faetoren  an,  welche  =  +  1  sind.  Die  auf  diese  Weise  l 
stimmten  Functionen 


1/| 


y„(s,  s), 


welche  in  p  —  1  Punkten  unendlich  klein  in  der  ersten  Ordnung  wer- 
den, heissen  Abel'sehe  Functionen.  Sie  entstehen  aus  den  Functionen 
g)  durch  paarweises  Zusammenfallen  der  0-Punkte  und  Wurzelziehen. 
Die  Anzahl  dieser  Functionen  ist  im  Allgemeinen  eine  endliche. 

Es  verlangt  nämlich  die  Congruenz  (3),  dass  die  Grössensysteme 
c,  f  von  der  Form  seien 

(«;",'  +  i  »,«.„  +  ■+ i ',«,. , «;  2-  +  i »,»,.,  +  ■■  +  i  «,«„,), 

worin  die  f,  e  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  auf  ihre  kleinsten  Reste 
(moduio  2)  reducirt  werden  können.  Die  Bedingung  '9-(ci,  e^,..,e^  =  0 
wird  durch  ein  solches  Grösseosystem  im  Allgemeinen  nur  erfüllt,  wenn 
(4)  £1  s\  ~\-  S2  £2  -i-  ■  ■  -\-  Sp  s'p  ^  1    (mod.  2) 

ist.  Solcher  Zahlensysteme  s,  s'  existiren  aber  2p~^(2''  —  1),  und  so 
gross  ist  daher  auch  im  Allgemeinen  die  Zahl  der  A  bersehen  Functionen. 
Der  Zahlen complex 

\£l,  £2,-  .,   V 

heisst  die  Charakteristik  der  Function 
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bezeichnet.  Man  nennt  die  Charakteristik  ussgerade,  wenn  die  Con- 
gruenz  (4)  erfüllt  ist,  sonst  gerade.  Die  Anzahl  der  geraden  Charak- 
teristiken beträgt  2!'-^(2p+  1)  uud  diesen  entsprechen  im  Allgemeinen 
keine  Abel'schen  Functionen. 

Unter  der  Summe  zweier  Charakteristiken  versteht  man  die  Cha- 
rakteristik, welche  durch  Addition  entsprechender  Elemente  entsteht, 
wonach  die  Elemente  immer  auf  0  oder  1  reducirt  werden  können. 
Summe  und  Differenz  zweier  Charakteristiken  sind  daher  identisch. 


Es  soll  nun  zunächst  die  Gleichung  F(s,  s)  ^  0  durch  Einführung 
neuer  Variablen  in  eine  symmetrische  Form  gebracht  werden.  Ist 
^>3,  so  existiren  mindestens  drei  von  einander  linear  unabhängige 
Functionen  ip,  und  man  kann  daher  die  Gleichung  F{s,  s)  =  0  um- 
formen durch  Einführung  der  Variablen 

{falls  zwischen  diesen  keine  identische  Gleichung  besteht,  was  im  All- 
gemeinen nicht  der  Fall  ist). 

Genügen  die  Functionen  (p^,  <p^,  (p^  nicht  besonderen  BedingangeHj 
so  gehören  zu  jedem  Werth  von  ^  2p  —  2  Werthe  von  ij  und  um- 
gekehrt; da  jede  der  beiden  Functionen 

9=1  —  193,  Vs  —  V9i 
für  ein  constantes  |,  resp.  tj  in  2p  ~  2  Punkten  versehwindet.  Die 
resultirende  Gleichung  ^(g,  i;)  =  0  ist  also  in  Bezug  auf  jede  der 
Variableu  vom  Grade  2p  —  2.  Da  ausserdem  dieser  Grad  erhalten 
bleiben  muss ,  wenn  für  |,  rj  irgend  eine  lineare  Substitution  gemacht 
wird,  so  kann  in  dieser  Gleichung  kein  Glied  in  Bezug  auf  |,  jj  zu- 
sammengenommen die  (ßp  —  2)te  Dimension  übersteigen.  Die  übrigen 
Functionen  y  werden,  durch  |,  tj  ausgedrückt,  in  Functionen  über- 
gehen, in  denen  kein  Glied  die  (2j!  —  5)te  Dimension  überschreiten 
kann,   wie  man  daraus  erkennt,  dass     /  ^drj  endlich   bleiben  muss 


J  'n 


für  unendliche  Werthe  von  i  und  tj. 

Die  Anzahl  der  Constanten,  die  in  einer  solchen  Function  (2j)  —  5)ten 
Grades  vorkommen,  ist  =  { j)  ^  2)  (2p  —  3).  Bestimmt  man  r  von 
ihnen  so,  dass  die  Functionen  (p  für  die  r  Werthepaare  (y,  S),  wo 
~ST '  cm  ^^o'ßi'^^  verschwinden,  ebenfalls  0  werden,  so  müssen  p  Con- 
stanten übrig  bleiben,  da  es  p  linear  unabhängige  Integrale  erster 
Gattung  giebt.     Es  ist  demnach 
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(j>-2)(2p-3)=i>  +  r 
und  folglich: 

.•_2(y-l)(ii-3). 
Zu  demselben  Ergebuisa  gelangt  man  auf  folgendem  Wege:  Die 
Fuacfcioü  ,-|-  wird  iü  (2p  —  2)  (2p  —  3}  Punkten  unendlich  klein  von 
der  ersten  Ordnung,  und  diese  Zahl  ist  =i  w  +  2r,  wenn  w  die  An- 
zahl der  einfachen  Verzweigungspankte  ist.  Andereraeits  ist  (Theorie 
der  Abel'schen  Functionen  Art,  7,  S,  113) 

w  =  2(n+p—l),    n  =  2p  —  2, 
w=2(3j)-3), 
mitliin: 

r  -  0,  -  1)  (2j,  -  3)  -  1  „  -  2(j,  -  1)  (,,   -  3), 
Werden  nun  sämmtliche  Functionen  tf  durch  %,  ij  ausgedrürkt,  so 
müssen  die  beiden  Gleichungen: 

identisch  werden,  also: 

Es  muss  mithin  eine  Function  tf^  geben,  die  in  Bezug  auf  |,  ij  nur 
von  der  (2p  —  6)ten  Dimension  ist.  Diese  Function  (p  wird  also  für 
(2p  — 2)  (2p  — 6)  =  2r  der  Gleichung  i^  =  0  genügende  Wertlie- 
paare  von  |,  ij  verschwinden  und  wird  demnach  mir  in  den  r  I'unkt- 
paaren  (y,  S)  gleich  Null  werden  können. 

Endlich  geht  durch  Einführung  der  neuen  Variablen  \  =  , 
1)=—  und  Multip lication  mit  s^^—'^  die  Gleichung  F=0  in  eine 
liomogene  Gleichung  vom  Grade  2p  —  2  für  die  drei  Veränderlichen 
X,  y,  s  über: 

F(x,  y,  s)  =  0. 


ine  von 
diese 

,  die 


Wie  wir  gesehen   haben,    ist  unter  den  Functionen  <f>   ei 
der   (2p  —  6)ten   Ordmmg   in  Bezug    auf  |,  ij;   bezeichnen   wi 

mit  1^,  so  ist  —  eine  für  endliche  ^,  ij  immer  endliche  Functi 
für  unendliche  |  und  jj  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird.  Um- 
gekehrt kann  jede  Function,  die  diese  Eigenschaften  hat,  in  der  Form 
"    dargestellt  werden.     (Theorie  der  Abel'schen   Functionen   Art.  10, 

S.  118.) 

Functiuneii,  die  für  endliche  Werthe  von  |,  »j  endhch  bleiben  und 


y  Google 


XXXI.    Zur  Theorie  äev  Abel'schen  Fanctionen.  491 

für  unendliche  |,  tj  unendlich  in  der  zweiten  Ordnung  werden,  sind  in 
der  Form  darstellbar 

1/,"    ' 
wo  /~(§,  ij)   eine   ganze  Function   von  der   (2p  -—  4)  ten   Dimension   in 
I,  i;  ist,   die   für  die   r   Werthepaare   y,  S   verschwinden    miiss.      Die 
Function  f{^,  ij)  enthält 

(j)  —  1)  (2i)  —  3)  —  r  =  3j)  -  3 
Oonstanteu  und   kann   daher    (Äbel'sche   Functionen   Art.    5,   S,  107) 
jede    Function    von    diesen    Eigenschaften   darstellen.      \)i<i   Function 
/~(|,  jj)  wird,  ausser  in  den  r  Werthepaaren  y,  ä,  in  4p  ~  i  Punkten 
unendlich  klein  in  der  ersten  Ordnung. 

Zu  diesen  Functionen  gehört  jede  Function  zweiten  Grades  von 
den  ^—1  Variablen  -^ ;  eine  solche  enthält  ^^i--  Constanten. 
Da  aber  die  allgemeine  Function  ~  nur  Sp  —  3  Constanten  enthält, 
so  müssen  zwischen  den   p  —  1  Variablen  ^ 

Gleichungen  zweiten  Grades  bestehen,  oder,  was  dasselbe  ist,  zwischen 
den  p  Functionen  tp  müssen  —  -■■„  — —  homogene  Gleichungen 
zweiten  Grades  bestehen.*) 


Für  den  Fall  p  =  3  ist  die  Gleichung  i^(§,i?)  =  0  oder  F{x,y,s)  =  0 
vom  vierten  Grad ;  es  ist  >•  =  0  und  die  Function  f  reducirt  sieh  auf 
eine  Constante.  Keine  der  Functionen  fp  kann  den  ersten  Grad  über- 
steigen und  der  allgemeine  Ausdruck  dieser  Functionen  ist 

9)  =c|  +  c'ij  +  c", 
oder,  wo  es  nur  auf  die  Verhältnisse  solcher  Functionen  ankommt, 

tp  'r=cx  -^  cy  -\-  c"s, 
worin  c,  c,  o"  Constanten  sind.  Jede  Function  <p  wird  in  vier  Punkten 
unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  und  es  giebt  28  solcher 
Functionen,  deren  Nullpunkte  paarweise  zusammenfallen.  Die  Quadrat- 
wurzeln aus  diesen  sind  die  Abel'schen  Functionen  und  wir  haben  ku 
untersuchen,  wie  sich  die  Charakteristiken  diesen  28  Functionen  zu- 
ordnen. 


*)  Dieser  Abschnitt  ist  erst  in  der  neuen  Auflage  hinzugekoi 
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Führen  wir  als  Variable  x,  y,  s  drei  solche  Functionen  <f  ein, 
welche  zweimal  unendlich  klein  in  der  zweiten  Ordnung  werden,  so 
daas  yx,  yy,  "[/s  Abel'sche  Functionen  sind,  so  hat  die  daraus  hervor- 
gehende Gleichung  F{x,y,s)  ^0  die  Eigenschaft,  in  ein  vollständiges 
Quadrat  überzugehen,  wenn  x  oder  y  oder  s  ^  0  gesetzt  werden.  Es 
sei  daher 


für  X- 

-0 

-F  — 

(!/- 

-  asj  (y  - 

-  «if 

für  «/  = 

-0 

_F  — 

(2- 

-ßxfi!- 

-M 

tllr  s  = 

.0 

F=. 

{X- 

-nfix- 

-  «)" 

Sind  nun  «,  i,  c  die  Coefficienten  von  a:*,  ?/*,  s*  in  Fix,  y,  z),   so  ist: 

"■-±)/|,    CC-iVI,    rr-il/l 

und  folglieh: 

(5)  ■.»■(!/!>/ =  +  1. 

Kennt  man  daher  die  Grössen  a,  a,  ß,  ß',  y,  y ,  so  kann  man  alle 
Glieder  der  Function  F{x,%i]  bilden,  welche  nicht  das  Product  xys 
enthalten,  und  J' enthält  ausserdem  nur  noch  ein  Glied  xyst,  worin  t 
eine  lineare  homogene  Function  von  x,%s  ist. 

Wenn  nun  in  der  Gleichung  (5)  das  obere  Zeichen  gilt,  so  kann 
man  den  ersteren  Theü  von  F  immer  darstellen  als  das  Quadrat  einer 
homogenen  Function  zweiten  Grades  f  von  x,  y,  s.     Denn  setzen  wir 

/'=«i,i*^  +  ^t.tf  +  «3.s«^  +  2%3;/2  +  2as,iZx-{-2a^,^xy, 
so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  a,-,t  die  Gleichungen: 

ß  +  «'=  —  2^^ 

ßß'="^,       ß-\'ß-  =  -2^--\ 
".1,3  "a.a 

yy  =  -^,     y-\-y'  =  —  2^, 

welche  immer  befriedigt  werden  können,  wenn  aaßß'yy'=\.  ist. 
Unter  dieser  Voraussetzung  geht  also  F  ^  0  über  in 

(6)  f  —  xyst  =  0. 

Setzt  man  t^O,  so  erhält  man  aus  f^  =  0  wieder  zwei  i'aare  einander 
gleicher  Wurzeln  und  demnach  ist  auch  yt  eine  Abel'sche  Function 
und  zwar  eine  solche,  dass  yxyst  eine  rationale  Function  von  x,y,!l  ist. 
Sind  daher  («)  (b)  (c)  (d)   die   Charakteristiken  von   Yx,  Yy,  Yz,  Yt, 


(»  +  ,  +  .  +  .).(»»») 
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oder 

(d)-(a  +  b  +  e) 
sein.   Es  muas  also  die  Summe  der  Charakteristiten  der  drei  Functioneii 
Yx,  Yy,  Ys  eine  ungerade  Charakteristik  sein. 

Ist  umgekehrt  diese  Voraussetzung  erfüllt,  und  ist  "[/T  diejenige 
Abel'sehe  Functioa,  die  zu  der  Charakteristik  (a-\-'b-\-c)  gehört,  so  ist 
Yxysi  eine  Function,  die  beim  üeberschreiten  der  Querschnitte  sich 
stetig  ändert  und  mithin  rational  durch  x,  y,  s  darstellbar  ist,  diese 
Function  kaun  aber  den  zweiten  Grad  nicht  übersteigen,  und  daher 
ergiebt  sieh  auch  immer  unter  dieser  Voraussetzung  eine  Gleichung 
Ton  der  Form  (6),  Diese  Gleichung  kann  nicht  identisch  sein,  wenn 
V^i  YVf  Y ^!  V^  verschiedene  Abel'sehe  Functionen  sind. 

Da  es  28  Abel'sehe  Functionen  giebt,  so  kann  die  Gleichung 
F  =  0  auf  mehrere  Arten  in  die  Form  (6)  gebracht  werden.  Wir 
wollen  zunächst  untersuchen,  ob  das  Paar  Abel'scher  Functionen 
Y^,  vT  durch  ein  anderes  Paar  ]/j),  Y 1  ersetzt  werden  kann. 

Es  möge  also  F^O  durch  Einführung  von  x,  y,  p,  2  in  die 
Form  gebracht  werden: 

■^'^  —  xypq  ^  0; 
dann  muss,  wenn   ein  constanter  Factor  passend  bestimmt  wird,   die 
identische  Gleichung  bestehen: 

p  —  xy0i  =  1^^  —  xypq 
oder: 

{f~4'){f+'l')-^y{^i-pq). 

Es  muss  demnach  f  —  ^  oder  f -j-  t  durch  xy  theilbar  sein  und 
kann  sich,  da  beide  vom  zweiten  Grade  sind,  nur  um  einen  constanfcen 
Factor  davon  unterscheiden.     Sei  demnach 

i>  —  /■=  «*;/, 

«('/'  +/1 st+pq, 


(7) 


(8) 


ip^axy-^-  f, 
2af+a'xy  +  st='pq. 
Die  linke  Seite  dieser  letzteren  Gleichung  muss  also  in  zwei  lineare 
Factoren  zerfallen;   denken  wir  uns   diese  Function  entwickelt   in  der 
Form 

Oi,!«^  -|~  a^^ty^  -f  «3,33^  4-  2ai,3y3  -f  2as,iisx  +  2at^2xy, 
so  sind  die  Coefficienten  «,-,i  Functionen  zweiten  Grades  von  «;  da  aber 
die  Determinante 
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verschwinden  muss,  so  erhält  man  eine  Gleichung  Gten  Grades  für  a, 
von  der  leicht  einzusehen  ist,  dass  sie  die  Wurzeln  a  =  0  und  a  ^  oa 
hat,  entsprechend  den  beiden  Zerlegungen  0  t  und  xy. 

Es  bleibt  also  eine  Gleichung  vierten  Grades  übrig,  deren  Wurzeln 
vier  Functionen  paare  p,  g  liefern,  welche  die  verlangte  Eigenschaft 
haben. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  (8)  folgt  noch  mit  Hülfe  von  (6) 
pqzt  =  sH^  +  2afzt  +  «Y^  ^  (zt  +  äff, 
so  dass  man  die  gewünschte  Form   der  Gleichung  J^  ^  0  auch   durch 
die   Functionen  p,  q,  z,  t  herstellen  kann.     Gehen  wir  demnach   von 
zwei  beliebigen  Abel'schen  Functionen  ^x,  Yv   ^'^^i   ^^  erhalten  wir 
G  Paare  solcher  Functionen: 

V^>  y^i,  Vlhli,  V&a,  l/ps9a'  Vm>< 
welche  die  Eigenschaft  haben,   dass  durch  je  zwei  derselben  die  Glei- 
chung F--^0  auf  die  Form  gebracht  wird: 
f  —  xy£t  =  0. 
Diese  6  Functionen  müssen  beim  ü  eher  schreiten  der  Querschnitte  die- 
selben  Factoren   annehmen,   da   sonst   nicht   das  Product  von   zweien 
derselben  rational  sein  könnte.    Solche  6  Producte    von  je  zwei  Abel- 
schen   Functionen  nennen  wir  zu   einer  Gruppe  gehörig.     Da  die 
Factoren  Systeme   an   den  Querschnitten  für  Producte  von  Abel'schen 
Functionen  durch  die  Summen  der  Charakteristiken  bestimmt  sind,  so 
folgt,    dass    die    Charakteristiken   aller    Paare    einer   Gruppe    dieselbe 
Summe  ergeben  müssen,  welche  die  Gruppencharakteriatik  heisst. 

Aus  den  Gleichungen  (8)  und  (6)  ergiebt  sich  noch 

woraus  ; 

pq  =  a^xy  -\-  2ayxyy^i  -\-  ei 
oder: 

(9)  yM  =  y~it  +  ay^,, 

woraus  man  den  Schluss  zieht,  dass  jedes  Product  einer  Gruppe  linear 
durch  zwei  Producte  derselben  Gruppe  ausgedrückt  werden  kann. 

Ordnet  man  sämmtliehe  28  Abel'sche  Functionen  zu  Paaren,  so 
erhält  man      -'-    =  6.63  Paare,  welche  zu   6   und   6  in  63  Gruppen 

zerfallen.  Jede  der  von  (qoo)  ^^''^^hiedenen  63  Charakteristiken  kann 
Gruppencharakteristik  sein. 

Um  die  Charakteristiken  der  6  Paare  einer  Gruppe  zu  erbalten, 
hat  mau  daher   die   betreffende  Gruppencharakteristik   auf  6  Arten  in 
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zwei  ungerade  Charakteristiken  zu  zerlegen.    Als  Beispiel  hierfür  diene 
die  Gruppe  mit  der  Gruppen  Charakteristik  (nnn)' 

/ooi\  _  noi\  ,  Aoox      /oii\  ,  /oio\  _/iiA  ,  /iio\ 
V'ooj      \iooy  "T"  Vioo;      \,o i o7  "^  l^o i o7  ~  uooj  "^  ViooJ 

_  /l  1  1\         A  1  0\        /O  1  n    ,    /O  1  0\        /l  0  I\        /l  00\ 

Vo  1 0^  ^  Vo  1 0/      Vn  0/      \i  1  oy      Vi  1  0/  ^  U  1  0/  ■ 

Wenn  drei  Paare  Abel'scher  Functionen  bekannt  sind,  so  erhält 
man  die  übrigen  Paare  derselben  Gruppe  durch  Auflösung  einer  cubi- 
sehen  Gieiehung,  und  man  kann  mit  ihrer  Hülfe  sämmtliche  übrigen 
Abel'schen  Functionen  mit  ihren  Charakteristiken  bestimmen. 

Um  dies  durchzuführen,  nehmen  wir  an,  es  seien  Yx^,yift],Y^ 
drei  Paare  einer  Gruppe,  so  dass  |,  i),  ?  als  lineare  homogene  Functionen 
von  X,  y,  s  gegeben  sind. 

Durch  passende  Bestimmung  constanter  Faetoren  kann  die  Glei- 
chung (9)  in  der  Form  angenommen  werden: 

(10)  y^%  + 1^,  +  1/^-0, 

woraus  sich  orgiebt:  ___ 

zl  =  xl^yn^2yx%yn 
oder 

(11)  ^x%\j'ii  =  i^t--  a-l  —  ynf, 

so  daaa 

(12)  f~.li^xi-„ 
wird. 

Um  alle  in  die  Gruppe  Yx^ ,  Yy  ij  gehörigen  Paare  zu  finden,  hat 
man  nach  dem  Obigen  eine  biquadratisehe  Gleichung  zu  lösen,  von 
der  aber  eine  Wurzel,  dem  Paare  Y^t  entsprechend,  bereits  bekannt  ist. 
Die  Rechnung  wird  daher  symmetrischer,  wenn  man  zunächst  die  Paare 
der  Gruppe  Y^V  >  ^'^  welche  auch  das  Paar  Yv^  gehört,  aufsucht. 

Ist  Ypq  ein  weiteres  unbekanntes  Paar  dieser  Gruppe,  so  hat  man 
neben  der  Gleichung  (11)  eine  mit  ihr  identische: 

(13)  iyipg  =  q5^ 

wenn  (nach  8) 

V-f+2>.ill, 
worin  k  eine  noch  unbekannte  Constante  bedeutet.    Hieraus  erhält  man 
mittelst  (11)  und  (12) 

,p^  =  4:ly%[xl  +   yn~z%  +  ''-^  +  kyi), 
und  demnach  ist  (von  dem  Factor  Z  abgesehen) 

=  («  +  -l)(T  +  »9)~-^5; 
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fär  a;  +  Aj/'=0  und  s^O  muas  eine  der  beiden  Functionen  p,  q, 
etwa  p  verschwinden,  woraus,  wenn  ft  einen  weiteren  unbekannten 
Coefficienten  bedeutet,  folgt: 

(14)  p  =  x-\-  ly  -{-  iiz, 

und  hieraus  weiter,  da  p  und  s  nicht  identisch  sind, 

(15)  i  +  j  +  -^~-<i'p, 

also  mit  Hülfe  von  (13): 

ax  -f  a;i»,  -f-  ajt?  +  i  -j-  ^  +  i-  =  0, 
oder  indem  man  Xa,  jta  durch  6,  c  ersetzt: 
(IC)  «it  +  Sj  +  «  + 1  +  I  + 1  -  0, 

wonach  man,  da  es  auf  einen  constanteu  Factor  bei  p  und  q  nicht 
ankommt,  erhält: 

p  -  Ol  +  Sj,  +  es  _  ~  (i  +  '-  +  i) , 


+  ]  +  <:s_-(ai  +  6t/+  ; 


Da  es  vier  Paare  p,  q  giebt,  so  müssen  sich  vier  Systeme  a,  h,  c  be- 
stimmen lassen. 

Um  hierzu  zu  gelangen  berücksichtige  man,  dass  zwischen  den 
6  Functionen  x,  y,  s,  |,  ij,  t,  drei  homogene  lineare  Gleichungen  be- 
stehen, die  wir  durch  %  =  0,  «^  ^0,  Wg  =^  0  bezeichnen.  Wir  leiten 
hieraus  mit  den  unbestimmten  Coefficienten  l^,  l^,  l^  eine  lineare  Com- 
bination  her: 

ku,  +  ku,  +  ^3«^  =  „a;  +  ^j,  +  j,^  +  (,'1  +  ^'^  +  /£  =  0, 
worin  ff,  ß,  y,  «',  ^,  y   lineare  homogene  Ausdrücke  in  l^,  l^,  l>,  sind. 
Diese  Relation  wird  die  Form  (16)  haben,  wenn   die  Bedingungen  er- 
füllt sind: 

woraus  man  vier  Werthsysteme  für  die  Verbältnisse  liil^ils  erhält. 

Man  gelangt  am  elegantesten  zum  Ziel,  wenn  man  sich  die  Func- 
tionen ^,  ij,  §  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form  gegeben  denkt; 

'!+    S+    «  +  l  +5  +  5-0, 
(17)  „  +  (is  +  ,2  +  i  +  l  +  i=0, 

«'«+/i'</+J''s+^.  +  i.+7-0. 
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Dass  die  Coefficienteii  in  den  ersten  dieser  Gieicliuiigeii  die  Wertlio  1 
haben,  kann  man  durch  Hinzufügang  constiiuter  Factoren  zu  x,  y,  s, 
^,  7;,  g  bewirken,  wobei  zugleich  die  Gleichung  (10)  ihre  Form  nicht 
ändert. 

Aus  den  Gleichungen  (17)  uiuss   als   identische  Folge   eine  vierte 
von  der  gleichen  Form  sich  ergeben: 

(IS)  «".T  +  ir,j  +  /■«  +  1  +  p*!,  +  i  -  0. 

Um  also  «",  ß",  y'  zu  erlialteii,  liat  man  dio  Coefficiimten  jl,  A',  A" 
ans  folgenden  Gleichungen  /u  bestimmen: 


r«"=i'(<'  +  lc(+  1,      -,— 


+  i  +  i 


(19)  rr-J'fJ'+i/i+l,     |.^-J.+y  +  l, 
r,"_iy  +  /r+i,    f-f  +  y  +  i. 

Durch   Multiplication    zweier    entsprechender   von   dieseu   Gleichungen 
ergiebt  sich 

r'  =  !■'  +  «■  + 1 1  (°,  +  3  +  i  (« +  -i)  +  i'  («'  +  j)  +  1 , 

(20)  r'  =  r'  +  l'  +  lJ-(|  +  P  +  A((J  +  l)+ J-((J-  +  i)+  1, 

'"'  -*■■  +  !•  +  "-(;■,  +  '^)  +  i  (y  +  i)  +  i-  (/  +  >)+  I  . 

Eliminirt  man  aus  je  zweien  derselben  i",   so  ergeben  sieh  für  y,     , 
die  folgenden  beiden  linearen  Gleichungen: 

+  (^  +  _«  _!!■_  f) 


)  A,  Z'  eindeutig  berechnet  werden  können. 

Aus  einer  der  Gleichungen  (20)  erhält  man  X'  1 
Vorzeichen  und  aus  (19)  endlich  «",  (3",  /'  ebenfalls  bis  auf  das  allen 
gemeinschaftliehe  Vorzeichen,  welches  der  Natur  der  Sache  nach  un- 
bestimmt bleibt*). 

*)  Setzt  man  »ur  Abkürzung; 

1,  1, 1 

-!  p!  j  l-(«,  P,  r),        w'^'''    -(-'-,  |!,  ,■)  Ott., 
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Hat  mau  auf  diese  Weise  a,  ß",  y",  so  erhalt  man  in  der  Gruppe 
]/a-»),  Yyl  die  folgendei:  vier  Paare  Abel'Bcher  Fuuctioiien: 


V^^  +  ßy  ^yz,      ]/|  +  I 


+  J-S 


V'^'x'Vfy^^ j,'V,    ]/J  +  |.  +  /'^. 

Auf   <lie    gleiche    Weise    ergeben    sieh    itj    der    Grujjpo    y^xX,  Y^^  die 

l'niire; 

Vi:  +  iJ  +  ^,  Vl  +  tl  +  t 


unj  in  der  Gruppe  Yyt,  Ysi]  die  Paare; 

Vx  +  y  +  e,  Vx+J+J_ 

y«'iTR +ri,   ]/«'«  +  ^  +  7 
y^-'x^Ti+V',  Y^'.  +  f  +  i , 

so  dass  ausser  den  gegebenen  6  Abel'schen  Functionen  16  weitere 
bestimmt  sind.  Um  die  Charakteristiken  derselben  zu  erhalten,  hat 
man  nur  zu  beachten,  dass  die  drei  hier  betrachteten  Gruppen  vier 
Abel'sche  Functionen  gemeinschaftlich  enthalten.  Bildet  man  also 
die  entsprechenden  Gruppen  der  Charakteristiken,  so  müssen  diese  vier 
Charakteristiken  gemeinschaftlich  haben  und  diese  hat  man  den 
Functionen 


so  kann  man  «",  p" ,  y"  aus  den  Gleichnnyen 

..■.•■.iir(i-=(.,ii,v)(.,(i,i)^(i,  },.)(!,  i.  i) 
""■•"'"■*■■-("•?■ ')  (•■  r  v) '  (!■  f' ')  t'  '•  7) 

und  den  analogen  Gleicliungen  bestimmen. 
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in  einer  beliebigen  Weise  zuzuordnen.  Die  Charakteristiken  der  übrigen 
Abel'scheu  Functionen  sind  dadurch  vollständig  bestimmt,  weil  sie 
mit  diesen  in  den  drei  Gruppen  in  derselben  Weise  gepaart  auftreten 
müssen,  wie  die  entsprechenden  Äbel'schen  Functionen.  Diese  Cha- 
rakteristiken lassen  sich  in  folgender  Weise  symmetrisch  darstellen. 

Es  seien  die  Charakteristiken  der  Gruppen  Yy^,  Y^i,  Y^V  resp. 
mit  (p),  (ff);  W  bezeichnet,  ferner  mit  (ä),  (e),  (f),  ((/)  die  Charakte- 
ristiken der  vier  Functionen 

Y^~+V~+  2.  Y«x  +  ßV^'yi,  "|/a  .r  +>■?/ +"j'X  Y'^'^  +  ß^'y  -Vfs 
und  mit  («  +  p)  die  von  Yx-  Hiernach  erhält  man  folgende  Aus- 
drücke für  die  Charakteristiken: 

()/S)  =  (»  +  rt,       Wy)-  («  +  s),        (y «)  -  (»  +  .■) 

(VI)  -  {«  +  5  +  .•),  ()/,)  _  (>.  +  r+r),  (VI)  =  (»  +  p  +  ,) 

(y/üx  +  ai+v^)     -W,        (]/»+ 'j  +-^^)   -(,.  +  ») 

(l/»-I  +  f,J  "+  /s)  _  (f),  (]/«■»■  +  ^  +  .^f  )   _  (p  +  /), 

(V«"«  +  f,j  +  r".»)  _  (,y),        (■)/."»  +  '  +  -^!,)  _  (p  + .,), 

(äi) 

Wl  +  ^Pr  Ö         -  (5  +  .0,  (Vr+Y+  ^)  -  (•■  +  ä\ 

(j/v  +  Cs  +  y)  -(«  +  «).  (VI  +  I  +  >'"^)  -  (■■  +  * 

(VI +/!■-/  +  ))  -  (ä+rt,  ()/-i  +  f +  >''^)  -  (-■  +  /■). 

(l/JTTvf  A) - (i+ül  (l/l- +  F+'^") - ('  +  "'■ 

Nehmen  wir  beispielsweise  an: 

(/.)=(-j).    (v,)=(;j;),   (v.-)=G%), 

(i/ö=(;ss).  (''.)=(;;2).  (►'ö^gjs). 

was   statthaft   ist,   weil   liieniaeli   V'x\,  V]l\  Y^t  in   dieselbe  (jrLpjie 
W  =  ("?|).      (4)-(2lÖ)'     «-(SJJ),     («)-(uo) 


y  Google 


500  SXXI,    2ur  Tlieorie  der  Abei'schen  Functionen. 

Die  vollständigen  Gruppen  (p),  (§)  sind 

/0  1I\  /10n\  /111\_ /lOA  ,  /110\_ /0  10\  ,  /OOIN 
VO  lOj        ll  1  O;  "•"  U  0  O;  ~  U  1  OJ  "T  U  UüJ  -  Vo  1  1  j  "''  1,00  ij 

=a:9+G2;)=(i;;)+(;s;)-(?nvG;;;). 

/oo  n  _  /i  0 o\  ,  /i  0  A  „  /i  0 1\  ,  /i  oo\  /o  1  o\  ,  /o  1 1\ 
Voio;      Viio/      \i(i(i/      liioj '''I^100^~l,01l/  +  (,00lj 

~  Vo  1 1  j  +  Vo  0 1  j  ~  (i  n j  +  (i  0 1  j  "  (,1 1 1)  +  (i  0 1 ), 

woraus  man  erhält: 

»=(:;;;).  w-Gro-  (^'-(iio-  «-(?:?)> 

und  die  Charakteristiken   der  in  (21)   zusammengestellten  Functionen 
sind,  in  der  gleichen  Reihenfolge  gesehrieben: 
/lOA     /111\     /101\ 

\iooJ'  U')o^'  Viio^' 
/ioo\    nio\    /lOON 

VlOOJ'    VlOO^'    1,110/' 

/oio\     /■ooi\  /011\     /'0  01\ 

1,01V'  1,001/'  Vooi^'  Von/' 

/iio\    /ioi\  zun    /lOA 

Voii^'  \ooiJ'  1^0  01^'  Von/' 

/111\    /ioo\  ßio\    /ioo\ 

1,111/'   Vioi/'  \10lJ'   \lllj' 

/010\      /001\  /011\      /'001\ 

Vi  11/'  VioiJ'  \ioij'  Viiij" 

Es  gilt  nun  von  drei  Aherselien  Functionen  einer  Gruppe,  von 
denen  keine  zwei  einem  Paare  angehören,  der  Satz,  daas  die  Summe 
ihrer  Charakteristiken  immer  eine  gerade  Charakteristik  ist;  denn  be- 
trachten wir  z.  B.  die  drei  Functionen  Yx,  Yy,  "j/7  und  drücken  |,  j;,  g 
linear  durch  x,  y,  z  aus,  ao  kann  die  Gleichung  (10)  in  der  F^rm  an- 
genommen werden: 

Yxiax  +  &!/  +  CS)  +  yy{dx  +  h'y  +  c  £)  -(-  "(/s(«"a:  +  V'y  +  c"s)  =  0. 
Setzen  wir  hierin  der  Keihe  nach  a:  =  0,  »/  ^  0,  2  =  0,  so  erhalten  wir 
für  die  Produete  der  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichungen,  die  sich 
für  das  Verhältniss  der  beiden  andern  Variablen  ergeben,  die  Werthe: 


deren  Product  =  —  1  ist.  Dies  aber  ist  nach  S.  492,  493  das  Kriterium 
dafür,  dass  die  Summe  der  Charakteristiken  der  Functionen  ]/a;,  [/?/,  Y^ 
eine  gerade  Charakteristik  sei. 
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Gestützt  auf  diesen  Satz  kann  man  beweisen,  dass  die  16  Abel- 
sclien  Functionen,  die  wir  oben  bestimmt  haben,  verschieden  sind  von 
den  12  in  der  Gruppe  Yx^  vorkommenden  Functionen,  Denn  ist  Ypq 
ein  in  die  Gruppe  Yx^  gehöriges  Paar,   so    sind  die  Charakteristiken 

iyi)+(vr)+(vi),  (Vi)+(yn)+{yr).  (y^)+(vj)+(vF) 

ungerade  und  es  kann  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satae  Yp  ii^  keiner 
der  drei  Gruppen 

(VId  -  (Viii) ,     (V"  i)  -  (VH) ,     (V'j  i)  -  (Vi^) 

vorkommen. 

Die  16  oben  bestimmten  Functionen  liefern  daher  aUe  Äbersehuii 
Functionen,  die  nicht  in  der  Gruppe  Y"^^  enthalten  sind,  und  wenn 
wir  die  noch  fehlenden  6  Functionen  dieser  Gruppe- anfauchen,  so  sind 
damit  sämmtliche  28  Abel'sche  Functionen  bestimmt. 

Um  diese  zu  erhalten  setzen  wir 

und  gehen  aus  von  der  Gleichung: 

(22)  Yi^i-Y^^n+Yvl^ 

welche  sich  leicht  aus  (10)  und  (17)  ergiebt.   Wir  setzen  die  Functionen 

t,  X,  y,  u,  71,  I 
an  Stelle  von 

X,  p,  ^,  I,  jj,  i 
in   der  vorigen  Betrachtung,    und   erhalten   zunächst  zwischen   diesen 
Variablen  die  Gleichung: 

(23)  i  -  a;  ^  i,  -  »  +  ,  +  I  =  0, 

neben  welcher  noch  drei  andere  bestehen  müssen  von  der  Form 

(24)  at  +  bx  +  cy  +  a'u  +  Vij  +  c'|  =  0 
mit  der  Bedingung 

ad  =  hh'  =  cc. 
An  Stelle  der  Gruppen  (i)  +  (^  +  r),  (jp),  (g),  (r)  treten  jetzt  die  fol- 
genden; 

(j/te)  =  (i/;^)  -  w<A)  -  (.■), 

()/S)  -  Wyn)  ~W^i)-(j>  +  <i  + '), 

^     '  (Vii)-W^)  -(n+i  +  i  +  r), 

{Vh)  —  W«")  —  («  +  (i  +  y  +  >-). 

In  der  ersten  dieser  Gruppen,  in  (f),  kommen  folgende  Paare  von 
Cliarakteristiken  vor: 

(.■)  -  (..  +  j>)  +  („  +  ,•  +  j,)  _(„  +  s)  +  («  +  r  +  ä) 

_  (,i)  +  (r  +  i)-(c)  +  (r  +  .)-(/■)  +(r  +  /')  =  (i,)  +  (r  +  s), 
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und  aus  der  Gleichung  (23)  erhalten  wir  folgende  Abel'sche  Euuetioiioti : 

Vt-x-y  =  y7,  yi+v+l  =  i-~%,       

Jereu  Charakteristiken  sind: 

(«  +  .•),    {»+j)  +  s),    («  +  <!),    (j)  +  ii), 

lue  sich  in  folgender  Weise  in  die  drei  letzten  Gruppen  (25)  vertlieileri: 

(p  +  S  +  r)  —  (»  +  >•)  +  (»+  j)  +  a) , 

(.1  +  Ä  +  S  +  •■)  -  («  +  ')  +  (ä  +  <*). 

(«  +  ■*  +!>  +  •■)  =  C«  +  •■)+  (l>  +  <!)■ 
Die  Charakteristiken  der  noch  nicht  bestimmten  Abel'acheii  Functionen 
müssen  nun,  wie  oben  bewiesen,  in  der  Gruppe  (p  +  3  +  »")  enthalten 
seiu.     Bezeichnen  wir  daher  diese  Charakteristiken  mit  (ii),  (/iil),  (fci), 
(A's),  (/ca),  (^i),  so  muss  sich  ergeben: 

(?  +  «  +  >•)-  ft  +  '■■>)  =  (i;  +  ft)  -  (ff  +  *;■) 

und  diese  Charakteristiken  kommen  nicht  in  der  Gruppe  (r)  vor. 

Die  Vergleichung  der  Gruppen  (25)  mit  den  Gruppen  (p  +  2  +  Oi 
(p),  (§),  (>■)  lehrt  nun  aber,  dass  in  denselben  sämmtliche  ungerade 
Charakteristiken  überhaupt  Torkommen  müssen,  und  femer,  dass  die 
drei  noch  übrigen  Paare  der  Gruppen  (i»  +  ä  +  »"),(«  +  (^  +  (^  +  '), 
{»  +  rf  +  p  +  )■)  je  eine  Charakteristik  gemein  haben  müssen. 

Nun  kommt  die  Charakteristik  (^  +  ß)  weder  in  der  Grappe  (*■) 
noch  in  (p  +  3  + '')  ">r,  und  daraus  folgt,  dass  man  (/ü,)  so  aus- 
wählen kann,  dass  entweder 

(*,  +  «  +  «)-(»  +  <!  +  <(  +  >■) 
°"  (i,  +s  +  e)_  (»  +  ,(+,!  + r). 

Aus  ersterer  Annahme  würde  folgen: 

(4,)  -  (»  +  r  +  ,(  +  e). 

Dies  aber  ist  nicht  möglieh,  denn  wir  haben  in  der  Gruppe  (^») 
die  Paare: 

(ii  +  r),  (»  +  .-+J,) 

(i\  (i  +  r) 
W,  (« +1') 

und  daher  ist  nach  dem  oben  (S.  500)  bewiesenen  Satz 

(>.  +  r  +  (i  +  e) 
gerade.     Demnach  ergiebt  sich 

(i,)- (»  +  ''  +  » +?  +  «  +  >■)■ 

und  hieraus: 

t,  -  (;.  +  ,i  +  ,.'), 
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Ebenso  schliesst  man: 

(/.■;)  -{n  +  ä  +  f  +  f  +  q  +  r),    (K)  =  (,.  +  <i  +  f), 
{k-;)-(n  +  ä  +  <j  +  p  +  q  +  <-),     {K)-{n  +  d  +  ,j), 

und  es  enthält  die  Gruppe  {n  -\-  d  -\-  p  -{-  r)  die  Paare: 

(*,),(«  +  «);    (*;),(« +  0;    («■),(« +  9), 

woraus  für  die  Gruppe  {n  -\-  d  -\-  q -^  r)  die  Paare  folgen: 
(*i),  {*  +  «);    (*;),(!>  +  /);    («■),(?+!/)■ 
Nach  den  Resultaten  der  früheren  Betrachtung  ergeben  sich  aus 
einer  Gleichung  von   der  Form  (24)  die  vier   Abel'acben  Functionen: 
yai'-fhx  +  cy  =  "(/—  («'«^ +~J''^-fT|)^ 

deren  Charakteristiken  resp.  sind: 

{K)Ah)At +  '),('!  +  <:), 

iiiui  unsere  Aufgabe  ist  daher  gelöst,  wenn  es  gelungen  ist,  die  Coef- 
tieieuteu  «,  &,  c,  d,  V,  c'  zu  bestimmen. 

Nun  ist  aber  die  Function,  deren  Charakteristik  {p  -j-  e)  ist,  oben 
bereits  bestimmt:  sie  ist: 


>/. 


und  wenn  wii 

0  -  ««  +  f  +  7  -  -  (I  +  to  +  r^) 

setzen,  so   können   wir  die  Coefiicienten   a,  b,  c,  d,  h',  c    dadurch  be- 
stimmen, dass  wir  v  in  folgender  zweifachen  Form  darstellen: 

ji  ^  ß(  4-  ?)'j)  +  c)/  =  —  dit  —  hx  —  c'i- 
Dies  erreichen  wir  auf  folgende  Weise:  mittelst 

eliminiren  wir  aus  den  beiden  Ausdrücken  von  v  die  Variableu  3  und 
l,  wodurch  sich  ergiebt: 

Indem  man  hieraus  ^  und  y  eliminirt,  folgt: 

„  _  „  f  -  !■   4.  ,, ""  ^-"-?1  _  i  1  -_T 
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und  auf  die 

gloieho  Weiaer 

^-^"^^i^-y"^ 

woraus  sieli 

ui'gtebt: 

l-«y                                          ß~y 

i      «'-;-".  V      y-T. 

Hieruiicb  lassDn  sieb  die  beiden  Äbel'selieü  Functionen 


Yat  -^-bx  -f  cy,      ydu  -j-  hx  -\-  cy 
bilden.     Ersetzt  man  darin  t  und  u  durch   ihre  Ausdrücke  in  x,  y,  2, 
I,  r\,  t„  so  ergeben  sieh  nach  Unterdrückung  constanter  Factoren   für 
die  Function,  die  zur  Charakteristik  (7cj)  gehört,  die  beiden  Ausdrücke: 


K   1-^y  ^l-y«^l-«p'  K  a(y-^)T^^(y-«)^l^ 

und  fflr  die  zur  Charakteristik  (Ä;^)  gehörige  Function : 


i/__.i i_    '"  y       4-"""     ^  ■!/_£_  +  _1_"4.       S       . 

Die  zu  den  Cbarabteristiken  (AI),  (Ää);  (^i);  (^a)  gehörigen  Functionen 
ergeben  sieb  hieraus  sofort  dadurch,  dass  man  a,  ß,  y  durch  «',  ß',  y 
resp.  «",  ^",  y"  ersetzt,  womit  aämmtliche  AbeTscbe  Functionen  nebst 
ihren  Charakteristiken  bestimmt  sind.  Die  Charakteristiken  (k^),  Qc^), 
{h'i),  (Ä^),  Q^'i),  Qc'i)  würden  sieh  bei  dem  oben  gewählten  Beispiel 
folgende rmaassen  gestalten: 

«=(?;;).  («)=(;;;2),  («)=(;;;). 
(".)-(?io).  («=(o"J).  («)=g:s)' 

Da  nun,  wie  oben  gezeigt,  a",  /3",  /'  durch  a,  ß,  y,  a,  ß^,  y  aus- 
gedrückt werden  können,  so  sind  hiernach  aämmtliche  AbeTsebe 
Functionen  mit  allen  ihren  algebraischen  Beziehungen  ausgedrückt 
durch  3i>  ■ — 3  =  6  Constanten,  welche  man  als  die  Moduln  der 
Classe  für  den  Fall  j)  =  3  ansehen  kann. 
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Die  philosophischen  Speculationen,  deren  Ergehnisae,  so  weit  sie 
sieh  aus  dem  Nachlass  zuaammeii stellen  lassen,  hier  mitgetheilt  sind, 
haben  Riemann  einen  grossen  Theil  seines  Lebens  hindurch  begleitet. 
TJeber  die  Zeit  der  Entstehung  der  einzelnen  Bruchstücke  lässt  sich 
schwer  etwas  Sicheres  feststellen.  Die  vorhandenen  Entwürfe  sind 
weit  entfernt  von  einer  zusammenhängenden,  zur  Publieation  bereiten 
Ausarbeitung,  wenn  auch  mauche  Stellen  darauf  deuten,  dass  Riemann 
zu  gewissen  Zeiten  eine  solche  beabsichtigt  hat;  sie  genügen  allenfalls, 
um  den  Standpunkt  Eieuiann's  zu  den  psychologischen  und  natur- 
philosophischen Fragen  im  Allgemeinen  zu  charakterisireu,  und  den 
Gang  anzudeuten,  den  seine  Untersuchungen  genommen  haben,  leider 
aber  fehlt  fast  jede  Ausführung  ins  Einzelne.  Welchen  Werth  Rie- 
mann selbst  diesen  Arbeiten  beigelegt  hat,  ergiebt  sich  aus  folgender 
Notiz: 

„Die  Arbeiten,  welche  mich  jetzt  vorzüglich  beschäftigen,  sind 

1.  In  ähnlicher  Weise  wie  dies  bereits  bei  den  algebraischen 
Functionen,  den  Exponential-  oder  Kreis  Function  en,  den  elliptischen 
und  Abel'schen  Functionen  mit  so  grossem  Erfolge  geschehen  ist,  das 
Tmagioäre  in  die  Theorie  anderer  transcend enter  Functionen  einzuführen; 
ich  habe  dazu  in  meiner  Inauguraldissertation  die  noth wendigsten  all- 
gemeinen Vorarbeiten  geliefert,     (Vgl.  diese  Dissertation  Art.  20.) 

2.  In  Verbindung  damit  stehen  neue  Methoden  zur  Integration 
partieller  Differentialgleichungen,  welche  ich  bereits  auf  mehrere  phy- 
sikalische Gegenstände  mit  Erfolg  angewandt  habe. 

3.  Meine  Hauptarbeit  betrifft  eine  neue  Auffassung  der  bekannten 
Naturgesetze  —  Ausdruck  derselben  mittelst  anderer  Grundbegriffe  — 
wodurch  die  Benutzung  der  experimentellen  Data  über  die  Wechsel- 
wirkung zwischen  Wärme,  Licht,  Magnetismus  und  Electricität  zur 
Erforschung  ihres  Zusammenhangs  möglich  wurde.  Ich  wurde  dazu 
hauptsächlich  durch  das  Studium  der  Werke  Newton's,  Euler's 
imd  —  andererseits  —  Herbart's  geführt.  Was  letzteren  betrifft,  so 
konnte  ich  mich  den  frühesten  Untersuchungen  Herbart's,  deren  Re- 
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snltate  in  seinen  Promotions-  und  Habilitationsthesen  (vom  22.  u.  23. 
Oetober  1802)  ausgesprochen  sind,  fast  völlig  anschliessen,  musste  aber 
von  dem  späteren  Gange  seiner  Speculation  in  einem  wesentlichen 
Punkte  abweichen,  wodurch  eine  Verschiedenheit  in  Bezug  auf  seine 
Naturphilosophie  und  diejenigen  Sätae  der  Psychologie,  welche  deren 
Verbindung  mit  der  Naturphilosophie  betreffen,  bedingt  ist." 

Ferner  an  einer  andern  Stelle  zu  genauerer  Bezeichnung  des  Stand- 


„Der  Verfasser  ist  Herbartiauer  in  Psychologie  und  Erkenntniss- 
theorie (Methodologie  und  Eidolologie),  Herbart's  Naturphilosophie 
und  den  darauf  bezüglichen  metaphysischen  Disciplinen  (Ontologie  und 
Synechologie)  kann  er  meistens  nicht  sich  anschliessen." 

Die  drei  unter  dem  gemeinsamen  Titel  „III.  Naturphilosophie" 
vereinigten  Fragmente  haben  in  dieser  zweiten  Auflage  eine  Umstellung 
erfahren.  Die  Nummer  2  der  ersten  Auflage  ist  mit  Nr.  3  vertauscht 
worden.  Nach  einer  durch  inuere  Gründe  gut  unterstützten  Vermuthuug 
des  Herrn  Dr.  Isenkrahein  Bonn  ist  es  nämlich  der  mit  der  Ueber- 
schrift  „Gravitation  und  Licht"  bezeichnete  Aufsatz,  auf  den  sich  die 
im  Lebenslauf  mitgetheilte  Stelle  eines  Briefes  von  Riemann  vom 
28.  Dec.  1853  bezieht,  wonach  Kiemann  eine  Veroffentlicliung  dieser 
Untersuchungen  im  Auge  hat.  Der  in  ganz  anderen  Gedankenkreisen 
sich  bewegende  Aufsatz  „Neue  mathematische  Prineipien  der  Natur- 
philosophie" mit  der  Bemerkung  „gefunden  am  1,  März  1853"  ist 
demnach  früheren  Ursprungs,  und  die  darin  ausgesprochene  kühne 
Hypothe  des  Versehwindens  der  Materie  später  von  Eiemann  nicht 
weiter  verfolgt  worden. 
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I.    Zur  Psychologie  und  Metaphysik. 

Mit  jedem  einfachen  Denkaet  tritt  etwas  Bleibendes,  Substantielles 
in  unsere  Seele  ein.  Dieses  Substantielle  erscheint  uns  zwar  als  eine 
Einheit,  seheint  aber  (in  sofern  es  der  Ausdruck  eines  räumlich  und 
zeitlich  ausgedehnten  ist)  eine  innere  Mannigfaltigkeit  zu  enthalten;  ich 
nenne  es  daher  „Geistesmasse".  —  Alles  Denken  ist  hiernach  Bil- 
dung neuer  Geistesmassen, 

Die  in  die  Seele  eintretenden  Geistesmassen  erscheinen  uns  als 
Vorstellungen;  ihr  verschiedener  innerer  Zustand  bedingt  die  verschie- 
dene Qualität  derselben. 

Die  sich  bildenden  Geistesmasaen.  verschmelzen,  verbinden  oder 
compliciren  sieh  in  bestimmtem  Grade,  theiis  unter  einander,  theils 
mit  älteren  Geisfcesmassen.  Die  Art  und  Stärke  dieser  Verbindungen 
hängt  von  Bedingungen  ab,  die  von  Her  hart  nur  zum  Theil  erkannt 
sind  und  die  ich  in  der  Folge  ergänzen  vrerde.  Sie  beruht  haupt- 
sächlich auf  der  inneren  Verwandtschaft  der  Geistesmassen. 

Die  Seele  ist  eine  compacte,  aufs  Engste  und  auf  die  mannig- 
faltigste Weise  in  sich  verbundene  Geisfcesmasse.  Sie  wächst  beständig 
durch  eintretende  Geistesmassen,  und  hierauf  beruht  ihre  Fortbildung. 

Die  einmal  gebildeten  Geistesmassen  sind  unvergänglich,  ihre  Ver- 
bindungen unauflöslich;  nur  die  relative  Stärke  dieser  Verbindungen 
ändert  sieh  durch  das  Hinzukommen  neuer  Geist esmassen. 

Die  Geistesmasseo  bedürfen  zum  Fortbestehen  keines  materiellen 
Trägers  und  üben  auf  die  Erschein ungs weit  keine  dauernde  Wirkung 
aus.  Sie  stehen  daher  in  keiner  Beziehung  zu  irgend  einem  Theile 
der  Materie  und  haben  daher  keinen  Sitz  im  Räume, 

Dagegen  bedarf  alles  Eintreten,  Entstehen,  alle  Bildung  neuer 
Geistesmassen  und  alle  Vereinigung  derselben  eines  materiellen  Trägers. 
Alles  Denken  geschieht  daher  an  einem  bestimmten  Ort 

(Nicht  das  Behalten  unserer  Erfahrung,  nur  das  Denken  strengt 
an,  und  der  Kraftaufwand  ist,  soweit  wir  dies  schätzen  können,  der 
geistigen  Thätigkoit  proportional.) 
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Jede  eintretende  Geistesmasse  regt  alie  mit  ihr  Terwaadten  Geistes- 
masaen  an  und  zwar  desto  stärker,  je  geringer  die  Vers ehiedeu hei t 
ihres  inneren  Zu  Standes  (Qualität)  ist. 

Diese  Anregung  beschränkt  sieh  aber  nicht  blos  auf  die  ver- 
wandten Geistesmassen,  sondern  erstreckt  sich  mittelbar  auch  auf  die 
mit  ihnen  zusammenhängenden  (d.  h.  in  fritheren  Denkprocessen  mit 
ihnen  verbundenen).  Wenn  also  unter  den  verwandten  Geistes masseu 
ein  Thei!  unter  sieh  zusammenhängt,  so  werden  diese  nicht  hios  ui\- 
mittelbar,  sondern  auch  mittelbar  angeregt  und  daher  verhältnissmässig 
stärker  als  die  öbrigen. 

Die  Wechselwirkung  zweier  gleichzeitig  sich  bildenden  Geistes- 
massen wird  bedingt  durch  einen  materiellen  Vorgang  zwischen  den 
Orten,  wo  beide  gebildet  werden.  Ebenso  treten  aus  materiellen  Ur- 
sachen alle  sich  bildenden  Geistesmassen  mit  unmittelbar  vorher  ge- 
bildeten in  unmittelbare  Wechselwirkung;  mittelbar  aber  werden  alle 
mit  diesen  zusammenhängenden  älteren  Geistesmassen  zur  Wirksam- 
keit angeregt,  und  zwar  desto  schwächer,  je  entfernter  sie  mit  ihnen 
und  je  weniger  sie  unter  sich  zusammenhängen. 

Die  allgemeinste  und  einfachste  Aeusserung  der  Wirksamkeit 
älterer  Geistesmassen  ist  die  Eeproduction,  welche  darin  besteht,  dass 
die  wirkende  Geistesmasse  eine  ihr  ähnliche  zu  erzeugen  strebt. 

Die  Bildung  neuer  Geistesmassen  beruht  auf  der  gemeinschaftlichen 
Wirkung  theils  älterer  Geistesmassen,  theils  materieller  Ursachen,  und 
zwar  hemmt  oder  begünstigt  sich  alles  gemeinschaftlich  Wirkende  nach 
der  inneren  Ungleichartigkeit  oder  Gleichartigkeit  der  G eiste smassen, 
welche  es  zu  erzeugen  strebt. 


Die  Form  der  sich  bildenden  Geistesmasse  (oder  die  Qualität  der 
ihre  Bildung  begleitenden  Vorstellung)  hängt  ah  von  der  relativen  Be- 
sform  der  Materie,  in  welcher  sie  gebildet  wird,  so  dass  gleiche 
der  Materie  eine  gleiche  Form  der  in  ihr  gebildeten 
Geistesmasse  bedingt,  und  umgekehrt  gleiche  Form  der  Geistesmasse 
eine  gleiche  Bewegungsform  der  Materie,  in  welcher  sie  gebildet  ist, 
voraussetzt. 

Sämmtliche  gleichzeitig  (in  unserem  Oerebrospinalsystem)  sieh 
bildenden  Geistesmaasen  verbinden  sich  in  Folge  eines  physischen 
(chemisch-electrischen)  Proces^es  zwischen  den  Orten,  wo  sie  sieh  bilden. 

Jede  Geistesmasse  strebt  eine  gleichgeformte  Geistesmasse  zu  er- 
zeugen, Sie  strebt  also  diejenige  Bewegungsform  der  Materie  herzu- 
stellen, bei  welcher  sie  gebildet  ist. 
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Die  Äunalime  einer  Seele  als  eines  einheitlichen  Trägers  des  Blei- 
benden, welches  in  den  einzelnen  Acten  des  Seelenlebens  erzeugt  wird 
(der  Vorstellungen),  stützt  sich 

1.  auf  den  engen  Zusammenhang  und  die  gegenseitige  Durch- 
dringung aller  Vorstellungen.  Um  aber  die  Verbindung  einer  bestimmten 
neuen  Vorstellung  mit  anderen  zu  erklären,  ist  die  Annahme  eines 
einheitlichen  Trägers  allein  nicht  ausreichend;  vielmehr  muss  die 
Ursache,  weshalb  sie  gerade  diese  bestimmten  Verbindungen  in  dieser 
bestimmten  Stärke  eingeht,  in  den  Vorstellungen,  mit  welchen  sie  sich 
verbindet,  gesucht  werden.  Neben  diesen  Ursachen  aber  ist  die  An- 
nahme eines  einheitlichen  Trägers  aller  Vorstellungen  überflüssig .... 

Wenden  wir  nun  diese  Gesetze  geistiger  Vorgänge,  auf  welche  die 
Erklärung  unserer  eigenen  inneren  Wahrnehmung  führt,  zur  Erklärung 
der  auf  der  Erde  wahrgenommenen  Zweckmässigkeit,  d.  h.  zur  Er- 
klärung des  Daseins  und  der  geschichthchen  Entwicklung  an. 

Zur  Erklärung  unseres  Seelenlebens  mussten  wir  annehmen,  dass 
die  in  unseren  Nervenprocessen  erzeugten  Geistesmassen  als  Theile 
unserer  Seele  fortdauern,  dass  ihr  innerer  Zusammenhang  ungeändert 
fortbesteht,  und  sie  nur  in  sofern  einer  Veränderung  unterworfen  sind, 
als  sie  mit  anderen  Geistesmassen  in  Verbindung  treten. 

Eine  unmittelbare  Consequenz  dieser  Erklär ungsprincipien  ist  es 
dass  die  Seelen  der  organischen  Wesen,  d.  h.  die  während  ihres  Lebens 
entstandenen  compacten  Geistesmassen,  auch  nach  dem  Tode  fortbestehen. 
(Ihr  isoiirtes  Fortbeatehen  genügt  nicht.)  Um  aber  die  planmässige 
Entwicklung  der  organischen  Natur,  bei  welcher  offenbar  die  früher 
gesammelten  Erfahrungen  den  späteren  Schöpfungen  zur  Grundlage 
dienten,  zu  erklären,  müssen  wir  annehmen,  dass  diese  Geistesmassen 
in  eine  grössere  compacte  Geistesmasse,  die  Brdseele,  eintreten  und 
dort  nach  denselben  Gesetzen  einem  höheren  Seelenleben  dienen,  wie 
die  in  unseren  Nerf  enprocessen  erzeugten  Geistesmassen  unserem  eigenen 
Seelenleben- 

Wie  also  z.  B.  bei  dem  Sehen  einer  rothen  Fläche  die  in  einer 
Menge  einzelner  Primitivfasem  erzeugten  Geistesmassen  zu  einer  ein- 
zigen compacten  Geistesmasse  sich  verbinden,  weiche  gleichzeitig  in 
unserem  Denken  auftritt,  so  werden  auch  die  in  den  verschiedenen 
Individuen  eines  Pflanz  enge  seh  leehts  erzeugten  Geistesmassen,  welche 
aus  einer  klimatisch  wenig  verschiedenen  Gegend  der  Erdoberfläche  in 
die  Erdseele  eintreten,  zu  einem  Gesammteindruck  sich  verbinden. 
Wie  die  verschiedenen  Sinneswahrnehmungen  von  demselben  Gegen- 
stande  sich   in  unserer  Seele  zu  einem  Bilde  desselben  vereinigen,  so 
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werden  fdmmtliclie  Pflanzen  emes  Theils  dei  Erdoberfläche  der  Erd- 
seele em  bis  in'?  Fernste  luss^eaibeitetes  Biid  von  dem  klimatischen 
und  chemischea  Zustande  desselben  geben  Auf  diese  Weise  erHürt 
siLh,  wie  IIS  dem  fiuheien  Leben  du  Erde  ith  der  fUii  zu  späteren 
&choj  fungen  entwickelt 

Aber  nach  unseien  Erklirungsjnncipien  bedarf  zwar  das  Fort- 
bestehen vorhaudener  (jeistesmassen  keines  materiellen  Trägers,  aber 
^^e  Verbindung  derselben  wenigstens  alle  \  erbindung  verschieden- 
artiger Geistesmassen  kann  nur  mittelst  neuer  in  einem  gemeinschaft- 
lichen Nervenpiocesse  eizeu^tei   Geistesmasfen  geschehen. 

Aus  Gründen,  die  spatei  entwickelt  werden  sollen,  können  wir 
das  Substrat  einer  geistigen  Thätigkeit  nur  in  der  ponderablen  Materie 
suchen. 

Nun  ist  es  eine  Thatsache,  dasa  die  starre  Erdrinde  und  alles 
Ponderable  über  ihr  nicht  einem  gemeinschaftliehen  geistigen  Processe 
dient,  sondern  die  Bewegungen  dieser  ponderablen  Massen  aus  andern 
Ursachen  erklärt  werden  müssen. 

Hiernach  bleibt  nur  die  Annahme  übrig,  dass  die  ponderablen 
Massen  innerhalb  der  erstarrten  Erdrinde  Träger  des  Seelenlebens  der 
Erde  sind. 

Sind  diese  dazu  geeignet?  Welches  sind  die  äusseren  Bedingungen 
für  die  Möglichkeit  des  Lebenaproeesses?  Die  aligemeinen  Erfahrungen 
über  die  unserer  Beobachtung  zugänglichen  Lebensprocesse  müssen 
dabei  die  Grundlage  bilden;  aber  nur  in  soweit  es  uns  gelingt,  sie  zu 
erklären,  können  wir  daraus  Schlüsse  ziehen,  welche  auch  auf  andere 
Erscheinungskreise  anwendbar  sind. 

Die  allgemeinen  Erfahrungen  über  die  äusseren  Bedingungen  des 
Lebensprocesses  in  dem  uns  zugänglichen  Erscheinungskreise  sind: 

1.  Je  höher  und  vollständiger  entwickelt  der  Lebensprocess,  desto 
mehr  bedürfen  die  Träger  desselben  des  Schutzes  gegen  äussere  Be- 
wegunga Ursachen,  welche  die  relative  Lage  der  Theile  zu  verändern 
streben. 

2.  Die  uns  bekannten  physikalischen  Processe  (Stoifwechsel),  welche 
dem  Denkprocesse  als  Mittel  dienen; 

a)  Absorption  von  elastischen  durch  liquide  Flüssigkeiten. 
h)  Endosmose. 

c)  Bildung  und  Zersetzung  von  chemischen  Verbindungen. 

d)  galvanische  Ströme. 

3.  Die  Stoffe  in  den  Organismen  haben  keiae  erkennbare  kry- 
stallinisehe  Structur,  sie   sind   theils  fest   (sehr   wenig  spröde),  theila 
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i,  theils  liquide  oder  elastische  Flüssigkeiten,  immer  aber  porös, 
d.  li.  von  elastischen  Flüssigkeiten  merklich  durchdrjngbar. 

4.  Unter  allen  chemischen  Elementen  sind  nur  die  vier  sogenannten 
organischen  allgemeine  Träger  des  Lebensproeesses,  und  von  diesen 
sind  wieder  ganz  bestimmte  Verbindungen,  die  sogenannten  organi- 
sirenden,  Bestandtheile  der  organischen  Körper  (Protei nstoffe,  Ceilu- 
lose  etc.). 

5.  Die  organischen  Verbindungen  bestehen  nur  bis  zu  einer  be- 
stimmten oberen  Temperatur  grenze,  und  nur  bis  zu  einer  bestimmten 
unteren  können  sie  Träger  des  Lebensproeesses  sein. 

ad.  1.  Veränderungen  in  der  relativen  Lage  der  Theile  werden 
in  stufenweise  geringerem  Grade  bewirkt  durch  mechanische  Kräfte, 
durch  Temperaturänderungen,  durch  Lichtstrahlen;  hiemach  können 
wir  die  Thatsachen,  deren  allgemeiner  Ausdruck  unser  Satz  ist,  fol- 
geudermassen  ordnen: 

1.  Die  Fortpflanz  barkeit  der  niederen  Organismen  durch  Theilmig. 
Die  bei  den  höheren  T  hier  Organismen  allmählich  abnehmende  Re- 
produetionsfähigkeit. 

2.  Die  Theile  der  Pflanze  sind  gegen  Temperatur  ander  ungen  desto 
empfindlicher,  je  intensiver  und  je  höher  entwickelt  der  Lebensprocess 
in  ihnen  ist.  In  den  höheren  T  hier  Organismen  herrscht,  nnd  zwar  in 
den  wichtigsten  Theüen  am  vollkommensten,  eine  fast  constante  Wärme. 

3.  Die  Theile  des  Nervensystems,  welche  selbständiger  Denk- 
tliätigkeit  dienen,  sind  gegen  alle  diese  Einflüsse  möglichst  gesehütKt. 

Die  zuerst  aufgeführte  Thatsache  hat  ihren  Grund  offenbar  darin, 
dass  die  relative  Lage  der  Theile  desto  eher  von  Vorgängen  im  Innern 
der  Materie  bestimmt  werden  kann,  je  weniger  sie  von  äusseren  Be- 
wegungsursachen bestimmt  wird.  Diese  Unabhängigkeit  von  äusseren 
Bewegungsuraaehen  findet  aber  innerhalb  der  Erdrinde  in  einem  weit 
höheren  Grade  statt,  als  es  sich  durch  organische  Einrichtungen  ausser- 
halb der  Erdrinde  irgend  erreichen  liess. 

Unter  den  folgenden  Thatsachen,  welche  wir  im  Zusammenhang 

betrachten,   sind   die   unter  4.  und  ö.  zusammengestellten  anscheinend 

unserer   Annahme  entgegen;    in   der  That  würden   sie  es   sein,    wenn 

von   uns    wahrgenommenen   Bedingungen   für   die  Möglichkeit 

jebensproeesses    eine    absolute   Gültigkeit  beizulegen  wäre  und 

[cht   bloss   eine  relative  für  unsern  Erfahrimgskreis.     Gegen  ersteres 

aber  sprechen  folgende  Gründe: 

1.  Man  müsste  alsdann  die  ganze  Natur,  mit  Ausnahme  der  Erd- 
oberfläche  für   todt   halten,   denn   auf  allen   andern  Himmelskörpern 
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herrselien  "Wanne-  und  Druckverhältnisse,  unter  welchen  die  organischen 
Verbindungen  nicht  bestehen  können. 

2.  Es  ist  ungereimt,  anzunehmen,  dass  auf  der  erstarrten  Erdrinde 
Organisches  aus  Unorganischem  entstanden  sei,  Um  das  Entstehen  der 
niedersten  Organismen  auf  der  Erdrinde  zu  erklären,  muss  mau  schon 
ein  organisirendes  Princip,  also  einen  Denkprocess  unter  Bedingungen 
annehmen,  unter  welchen  die  organischeu  Verbindungen  nicht  be- 
stehen konnten. 

Wir  müssen  daher  annehmen,  dass  diese  Bedingungen  nur  für  den 
Lebensproeess  unter  den  jetzigen  Verhältnissen  auf  der  Oberfläche  der 
Erde  gültig  sind,  und  nur  in  soweit  es  uns  gelingt,  sie  zu  erklären, 
können  wir  daraus  die  Möglichkeit  des  Lebensprocesses  unter  anderen 
Verhältnissen  beurtheilen. 

Weshalb  also  sind  nur  die  vier  organischen  Elemente  allgemeine 
Träger  des  Lebensprocesses?  Der  Grund  kann  nur  in  Eigenschaften 
gesucht  werden,  durch  welche  sich  diese  vier  Elemente  von  allen 
übrigen  unterscheiden. 

1,  Eine  solche  allgemeine  Eigenschaft  dieser  vier  Elemente  findet 
sich  nun  darin,  dass  sie  und  ihre  Verbindungen  von  allen  Stoffen  am 
schwersten  und  zum  Theil  bis  jetzt  gar  nicht  condensirt  werden  können. 

2.  Eine  andere  gemeinsame  Eigenschaft  derselben  ist  die  grosse 
Mannigfaltigkeit  ihrer  Verbindungen  und  deren  leichte  Zersetzbarkeit. 
Diese  Eigenschaft  könnte  aber  ebenso  wohl  Folge,  als  Grund  ihrer 
Verwendung  zu  Lebensprocessen  sein. 

Dass  aber  die  erstere  Eigensehalt,  schwer  condensirt  werden  zu 
können,  diese  vier  Elemente  vorzugsweise  geeignet  macht,  Lebens- 
processen zu  dienen,  wird  einigermassen  schon  unmittelbar  aus  den 
unter  2.  und  3.  zusammengestellten  that sächlichen  Bedingungen  des 
Lebensprocesses  erklärlich,  noch  mehr  aber  wenn  mau  die  Erschei- 
nungen bei  der  Coudeusatiou  der  Gase  zu  liquiden  Flüssigkeiten  und 
festen  Körpern  auf  Ursachen  zurück  zu  führen  sucht. .  . . 

Zend-Avesta  in  der  That  ein  lebendig  machendes  Wort*),  neues 
Leben  schaffend  unserem  Geiste  im  Wissen  wie  im  Glauben;  denn  wie 
mancher  Gedanke,  welcher,  einst  zwar  im  Entwicklungsgang  der  Mensch- 
heit mächtig  wirkend,  nur  durch  Ue herliefe rung  in  uns  fortdauerte, 
ersteht  jetzt  auf  einmal  aus  seinem  Scheintode  in  reinerer  Form  zu 
neuem  Leben,  neues  Leben  enthüllend  in  der  Natur.  Denn  wie  un- 
er messlich    erweitert    sich   vor    unserm    Blick    das    Leben    der   Natur, 

*)  Vgl.  fecbuer,  ZRjid-Avesta,  1,   Vomnle  S.   V. 
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welches  bisher  nur  auf  der  Oberfläche  der  Erde  sich  ihm  kund  that, 
wie  unaussprechlich  erhabener  erscheint  es  als  bisher.  Was  wir  als 
den  Sitz  sinn-  und  bewusstlos  wirkender  Kräfte  betrachteten,  das  er- 
scheint jetzt  als  die  Werkstatt  der  höchsten  geistigen  Thäfcigkeit,  In 
wunderbarer  Weise  erfüllt  sich,  was  unser  grosser  Dichter  als  das 
Ziel,  welches  dem  Geist  des  Forschers  vorschwebte,  in  vorschauender 
Begeisterung  geschildert  hat. 

Wie  Pechner  in  seiner  Nanna  die  Beseeltheit  der  Pflanzen  dar- 
zuthun  sucht,  so  ist  der  Ausgangspunkt  seiner  Betrachtungen  im  Zend- 
Ävesta  die  Lehre  von  der  Beseeltheit  der  Gestirne.  Die  Methode, 
deren  er  sich  bedient,  ist  nicht  die  Äbstraction  allgemeiner  Gesetze 
durch  die  Induction  und  die  Anwendung  und  Prüfung  derselben  in  der 
Naturerklärung,  sondern  die  Analogie,  Er  vergleicht  die  Erde  mit 
unserem  eigenen  Organismus,  von  welchem  wir  wissen,  dass  er  be- 
seelt ist.  Er  sucht  dabei  nicht  blos  einseitig  die  Aehnlichkeiten  auf, 
sondern  lässt  auch  ebenso  sehr  den  Unähnlichkeiten  ihr  Recht  an- 
gedeihen,  und  kommt  so  zu  dem  Resultat,  dass  alle  Aehnlichkeiten 
darauf  hinweisen,  dass  die  Erde  ein  beseeltem  W  eseu,  alle  Unähnlich- 
keiten  aber  darauf,  dass  sie  ein  weit  huher  stehendes  beseeltes  Wesen, 
als  wir,  sei.  Die  überzeugende  Kraft'  dieser  Darstellung  hegt  in  ihrer 
allseitigen  Durchführung  im  Einzelnen,  Dei  Gesammtemdruck  des  vor 
uns  aufgerollten  Bildes  von  dem  Leben  der  Eide  muss  der  Ansicht 
Evidenz  geben  und  ersetzen,  was  den  einzelnen  Schlüssen  an  Strenge 
fehlt.  Diese  Evidenz  beruht  wesentlich  aut  dei  Anschaulichkeit  des 
Bildes,  auf  seiner  grosstmö glichen  Ausführung  ins  Einzelne.  Ich 
würde  daher  der  Fechner'schen  Ansicht  zu  schaden  glauben,  wenn 
ich  hier  den  Gang,  welchen  er  in  seinem  Werke  nimmt,  im  Auszug 
darzulegen  versuchte.  Bei  der  folgenden  Besprechung  der  I  echner- 
schen  Ansichten  werde  ich  also  von  dei  Form,  m  welcher  sie  vor- 
getragen sind,  absehen  und  nur  das  Substantielle  derselben  ins  Auge 
fassen,  und  mich  dabei  auf  die  erstere  Methode,  die  Äbstraction  ali- 
gemeiner Gesetze  durch  Induction  und  ihre  Bewährung  in  der  Natur- 
erklärung  stützen. 

Fragen  wir  zunächst:  woraus  schliessen  wir  die  Beseeltheit  eines 
Dinges  (das  Stattflnden  eines  fortdauernden  einheitlichen  Denkprocesses 
in  ihm)?  Unserer  eigenen  Beseeltheit  sind  wir  unmittelbar  gewiss,  bei 
Anderen  (Menschen  und  Thieren)  schliessen  wir  sie  aus  individuellen 
zweckmässigen  Bewegungen. 

Ueberall,  wo  wir  wohlgeordnete  Zweckmässigkeit  auf  eine  Ursache 
zuröckf'ühren,  suchen  wir  diese  Ursache  in  einem  Denkprocesse;  eine 
andere  Erklärung  haben  wir  nicht.    Das  Denken  selbst  aber  kann  ich 
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wenigstens  nur  für  einen  Vorgang  im  Innern  der  ponderablen  Materie 
halten.  Die  Unmöglichkeit,  das  Denken  aus  räumliehen  Bewegungen 
der  Materie  zu  erklären,  wird  hei  einer  unhefangenen  Zergliedemnif 
der  inneren  Wahrnehmung  wohl  Jedermann  einleuchten;  doch  mag 
die  ahstracte  Möglichkeit  einer  aolchen  Erklärung  hier  zugegeben 
werden. 

Daes  auf  der  Erde  Zweckmässigkeit  wahrgenommen  werde,  wird 
Niemaud  läugnen.  Es  fragt  sich  also:  wohin  haben  wir  den  Denk- 
process,  welcher  die  Ursache  dieser  Zweckmässigkeit  ist,  zu  verlegen? 

Es  ist  hier  nur  von  bedingten  (in  begrenzten  Zeiten  und  Räumen 
stattfindenden)  Zwecken  die  Rede;  unbedingte  Zwecke  finden  ihre  Er- 
klärung in  einem  ewigen  (nicht  in  einem  Denkprocess  erzeugten)  Wollen. 
Die  einzige  Zweckmässigkeit,  deren  Ursache  wir  wahrnehmen,  ist  die 
Zweckmässigkeit  unserer  eigenen  Handlungen.  Sie  entspringt  ans  dem 
Wollen  der  Zwecke  und  dem  Nachdenken  über  die  Mittel. 

Finden  wir  nun  einen  aus  ponderabler  Materie  bestehenden  Kör- 
per, in  weichem  ein  System  von  fortlaufenden  Zweck-  und  Wirkungs- 
bezügen vollkommen  zum  Abschluss  kommt,  so  können  wir  zur  Er- 
klärung dieser  Zweckmässigkeit  einen  fortwährenden  einheitlichen  Denk- 
process in  demselben  annehmen;  und  diese  Hypothese  wird  die  wahr- 
scheinlichste sein,  wenn  1)  die  Zweckmässigkeiten  nicht  schon  in 
Theilen  des  Körpers  zum  Abschluss  kommen,  und  2)  kein  Grund  vor- 
handen ist,  die  Ursache  derselben  in  einem  grösseren  Ganzen,  welchem 
der  Körper  angehört,  zu  suchen. 

Wenden  wir  dies  auf  die  in  Menschen,  Thieren  und  Pflanzen  wahr- 
genommene Zweckmässigkeit  an,  so  ergiebt  sich,  dass  ein  Theil  dieser 
Zweckmässigkeiten  aus  einem  Denkprocess  im  Innern  dieser  Körper  zu 
erMären  ist,  ein  anderer  Theil,  die  Zweckmässigkeit  des  Organismus, 
aber  aus  einem  Denkprocess  in  einem  grösseren  Ganzen. 

Die  Gründe  hierfür  sind: 

1.  Die  Zweckmässigkeit  der  organischen  Einrichtungen  findet 
nicht  in  den  einzelnen  Organismen  ihren  Abschluss.  Die  Gründe  für 
die  Einrichtung  des  menschlichen  Organismus  sind  oöenbar  in  der  Be- 
schaffenheit der  ganzen  Erdoberfläche,  die  organische  Natur  mit  ein- 
gerechnet, zu  suchen. 

2.  Die  organischen  Bewegungen  wiederholen  sich  unzählbar,  theils 
in  verschiedenen  Individuen  neben  einander,  tbeila  in  dem  Leben  eines 
Individuums  oder  eines  Geschlechts  nach  einander.  Für  die  Zweck- 
mässigkeit, welche  in  ihnen  für  sich  schon  liegt,  ist  also  nicht  in  jedem 
Pail   eine   besondere,   sondern  eine   gemeinsame  Ursache   anzunehmen. 
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3.  Die  orgauiaehen  Eiurichtungea  erhalten  theils  (bei  Meuscheu 
uud  Thieren)  im  Leben  der  einzelnen  Individaen,  theils  (bei  Pflanzen 
und  Embryonen)  im  Leben  der  einzelnen  Geschlechter  keine  Furtbildung. 
Die  Ursache  ihrer  Zweckmässigkeit  ist  also  nicht  in  einem  gleich- 
zeitig fortlaufenden  Denkprocess  zu  suchen. 

Nach  Abzug  dieser  (organischen)  Zweckmässigkeiten  bleibt  nun 
bei  Menschen  und  Thieren  anerkannter  Maassen,  bei  Pflanzen  nach 
Fechner's  Ansicht,  noch  ein  abgeschlossenes  System  in  einander 
greifender  veränderlicher  Zweck-  und  Wirkungsbezfige  übrig,-  und  diese 
Zweckmässigkeit  ist  aus  einem  einheitlichen  Denkproeesse  in  ihnen 
zu  erklären. 

Diese  Folgerungen  aus  unseren  Principien  werden  durch  unsere 
innere  Wahrnehmung  bestätigt. 

Nach   denselben  Priacipien   aber   müssen  wir   die  Ursache   der  in 
den  Organismen   wahrgenommenen  Zweckmässigkeiten  in   einem   ein- 
Iieitlichen  Denkproeesse  in  der  Erde  suchen  aus  folgenden  Gründen: 
«)  Die   Zweck-   und   Wirkungsbezüge    in   dem   organischen  Leben 
auf  der  Erde  nei-fallen  nicht  in   einzelne  Systeme,  sondern   es 
greift  Alles   in    einander.     Sie    können   daher  nicht  aas   meh- 
reren  besonderen  Denkprocessen   in  Theilen   der  Erde   erklärt 
werden. 

b)  Es  ist,  so  weit  unsere  Erfahrung  reicht,  kein  Grund  vorhanden, 
die  Ursachen  dieser  Zweckmässigkeiten  in  einem  grösseren 
Ganzen  zu  suchen.  Alle  Organismen  sind  nur  zum  Lehen  auf 
der  Erde  bestimmt.  Der  Zustand  der  Erdrinde  enthält  daher 
sämmtliche  (äussere)  Gründe  ihrer  Einrichtung. 

c)  Sie  sind  individuell  Nach  Allem,  was  die  Erfahrung  darüber 
lehrt,  müssen  wir  annehmen,  dass  sie  sich  auf  andern  Himmels- 
körpern nicht  wiederholen. 

d)  Sie  bleiben  nicht  während  des  Lehens  der  Erde.  Es  treten 
vielmehr  im  Lauf  desselben  immer  neue,  vollkommenere  Or- 
ganismen auf.  Wir  müssen  also  die  Ursache  in  einem  gleich- 
zeitig zu  höheren  Stufen  fortschreitenden  Denkprocesse  suchen. 

Vom  Standpunkt  der  exacten  Naturwissenschaft,  der  Natur- 
Erklärung  aus  Ursachen  ist  also  die  Annahme  einer  Erdseele  eine 
Hypothese  zur  Erklärung  des  Daseins  und  der  geschichtlichen  Ent- 
wicklung der  organischen  Welt, 

„Wenn  der  Leib  der  niederen  Seele  stirbt",  sagt  Pech  ner,  „nimmt 
die  obere  Seele  sie  aus  ihrem  An schauuugs leben  in  ihr  Erinnerungsleben 
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auf."    Die  Seelen  der  geatorbenen  Geschöpfe  sollen  also  die  Elemente 
bilden  für  das  Seelenleben  der  Erde. 


Die  versL-hie denen  Denkjirocesse  scheinen  sieh  hauptsächlich  zu 
unterscheiden  durch  ihren  zeitlichen  Rhythmus.  Wenn  die  Pflanzen 
beseelt  sind,  so  müssen  Stunden  und  Tage  für  sie  sein,  was  für  uns 
Secunden  sind;  der  entsprechende  Zeitraum  für  die  Erdseele,  wenigstens 
für  ihre  Thätigkeit  nach  aussen,  umfasst  vielleicht  viele  Jahrtausende. 
Soweit  die  geschichtliche  Eriimeriing  der  Menschheit  reicht,  sind  alle 
Bewegungen  der  unorganischen  Erdrinde  wohl  noch  aus  mechaniaulien 
Gesetzen  zu  erklären. 


Endliches,  Vorstellbares 


Antitliiisis, 
Uucndücbes ,     Begriffssysteme, 
die    an   der  Grenze    des   Verstell- 
baren liegen. 


Endliche 
demente. 


Zeit-     und     Raum- 


Stetiges 


Freiheit,  d.  h.  nicht  das  Ver- 
mögen, absolut  auznfangeji,  son- 
dern zwischen  zwei  oder  mehreren 
gegebenen  MöglicKkeiten  zu  ent- 
scheiden. 

Damit  trotz  völlig  bestimmter 
Gesetze  des  Wirlsens  der  Vorstel- 
lungen Entscheidung  durch  Will- 
kür möglieh  sei,  muss  man  an- 
nehmen, dass  der  psychische  Mecha- 
nismus selbst  dieEigenthümlichkeit 
hat  oder  wenigstens  in  seiner  Ent- 
wicklung annimmtj  die  Nothwen- 
digkeit  derselben  herbeizuführen. 


irannismus. 


Niemand  kann  beim  Handeln 
die  Ueberzeugung  aufgeben,  dass 
die  Zukunft  durch  sein  Handeln 
mitbestimmt  wird. 


Ein    zeitlich     wirkender    Gott 
(VVeltregierung). 


Ein  zeitloser,  persönlicher,  all- 
wissender, allmächtiger,  allgütiger 
Gott  (Vorsehung). 
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Uiiaterbliuhkeit, 


Freiheit  ist  selir  wohl  verein- 
bar mit  strenger  öoaetzmässigkeit 
des  Naturlaufs.  Aber  der  Begi-iff 
eines  aeitlosen  Gottes  ist  daneben 
niclit  haltbar.  Es  muss  vielmehr 
die  Beschränkung,  welche  Allmacht 
und  Allwissenheit  durch  die  Frei- 
heit der  Geschöpfe  in  der  oben 
festgestellten  Bedeutung  erleiden, 
aufgehoben  werden  durch  die  An- 
nahme eines  zeithch  wirkenden 
Gottes,  eines  Lenkers  der  Herzen 
und  Geschicke  der  Menschen,  der 
Begriff  der  Vorsehung  muss  er- 
gänzt und  zum  Theil  ersetzt 
werden  durch  den  Begriff  der 
Weltregieruug. 


Antithesis. 
Ein  unserer  zeitlichen  Erschei- 
nung zu  Grunde  liegendes  Ding  an 
sich  mit  trauscendentaler  Freiheit, 
radicalem  Bissen,  intelligiblem  Cha- 
rakter ausgestattet. 


Allgemeines  Verhältniss  der  BogrifFssystenio  der  Thesia  und 
Antithesis. 

Die  Methode,  welche  Newton  zur  Begründung  der  Intiuitesimal- 
rechnung  anwandte,  und  welche  seit  Anfang  dieses  Jahrhunderts  von 
den  besten  Mathematikern  als  die  einzige  anerkannt  worden  ist,  welche 
sichere  Resultate  liefert,  ist  die  Grenzmethode.  Die  Methode  besteht 
darin,  dass  man  statt  eines  stetigen  Uebergangs  von  einem  VVerth 
einer  Grösse  zu  einem  andern,  von  einem  Orte  zu  einem  andern,  oder 
überhaupt  von  einer  Bestimmungsweise  eines  Begriffs  zu  einer  andern 
zunächst  einen  Üebergang  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Zwischen- 
stufen bettachtet  und  dann  die  Anzahl  dieser  Zwischenstufen  so  wachsen 
läset,  dass  die  Abstände  zweier  aufeinanderfolgender  Zwischenstufen 
sämmtlich  ins  Unendliche  abnehmen. 

Die  Begriffssysteme  der  Antithesis  sind  zwar  durch  negative  PrÜ- 
dicate  fest  bestimmte  Begriffe,  aber  nicht  positiv  vorstellbar. 
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Eben  deshalb,  weil  eia  genaues  und  vollständiges  Vorstellen  dieser 
Begriffssysteme  unmöglich  ist,  sind  sie  der  directen  Untersuchung  und 
Bearbeitung  durch  unser  Nachdenken  unzugänglich.  Sie  können  aber 
als  an  der  Grenze  des  Vorstellbaren  liegend  betrachtet  werden,  d.  h. 
man  kann  ein  innerhalb  des  Vorstellbaren  liegendes  Begriffssystem 
bilden,  welches  durch  blosse  Aenderung  der  Grössenverhältnisse  in  das 
gegebene  Begriffssystem  übergeht.  Von  den  Grössen  Verhältnissen  ab- 
gesehen, bleibt  das  Begriö'ssystem  bei  dem  üebergang  zur  Grenze  un- 
geändert  In  dem  Grenzfall  selbst  aber  verlieren  einige  von  den  Cor- 
relativbegriffen  des  Systems  ihre  Vorstellbarkeit,  und  zwar  solche, 
welche  die  Beziehung  zwischen  andoru  Begriffen  vermitteln. 
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Versuch  einer  Lehre  von  den  Grundbegriffen  der  Mathematik  and 
Physik  als  Grundlage  für  die  Naturerklärang. 

Naturwissenschaft  ist  der  Versuch,  die  Natur  durch  genaue 
Begriffe  aufzufassen. 

Nach  den  Begriffen,  durch  welche  wir  die  Natur  auffassen,  werden 
nicht  bloss  in  jedem  Äugenblick  die  Wahrnehmungen  ergänzt,  sondern 
auch  künftige  Wahrnehmungen  als  nothWendig,  oder^  insofern  das 
Begriffssystem  dazu  nicht  vollständig  genug  ist,  als  wahrscheinlich 
vorher  bestimmt;  es  bestimmt  sich  nach  ihnen,  was  „möglich"  ist  (also 
auch  was  „nothwendig"  oder  wessen  Gegentheil  unmöglich  ist)  und  es 
kann  der  Grad  der  Möglichkeit  (der  „Wahrscheinlichkeit")  jedes  ein- 
zelnen nach  ihnen  möglichen  Ereignisses,  wenn  sie  genau  genug  sind, 
mathematisch  bestimmt  werdeu. 

Tritt  dasjenige  ein,  was  nach  diesen  Begriffen  nothwendig  oder 
wahrscheinlich  ist,  so  werden  sie  dadurch  bestätigt,  und  auf  dieser 
Bestätigung  durch  die  Erfahrung  beruht  das  Zutrauen,  welches  wir 
ihnen  schenken.  Geschieht  aber  Etwas,  was  nach  ihnen  nicht  erwartet 
wird,  also  nach  ihnen  unmöglich  oder  unwahrscheinlich  ist,  so  ent- 
steht die  Aufgabe,  sie  so  zu  ergänzen  oder,  wenn  nöthig,  umzuarbeiten, 
dass  nach  dem  vervollständigten  oder  verbesserten  Begriffssystem  das 
Wahrgenommene  aufliort,  unmöglich  oder  unwahrscheinlich  zu  sein. 
Die  Ergänzung  oder  Verbesserung  des  Begriffssystems  bildet  die  „Er- 
klärung" der  unerwarteten  Wahrnehmung.  Durch  diesen  Process  wird 
unsere  Auffassung  der  Natur  allmählich  immer  vollständiger  und 
richtiger,  geht  aber  zugleich  immer  mehr  hinter  die  Oberfläche  der 
Erscheinungen  zurück. 

Die  Geschichte  der  erklärenden  Naturwissenschaften,  soweit  wir 
sie  rückwärts  verfolgen  können,  zeigt,  dass  dieses  in  der  'fhat  der 
Weg  ist,  auf  welchem  unsere  Naturerkenntniss  fortschreitet.  Die  Be- 
griffssysteme, welche  ihnen  jetzt  zu  Grunde  liegen,  sind  durch  all- 
mähliche Umwandlung  älterer  Begriffssysteme  entstanden,  und  die 
Gründe,  welche  zu  neuen  ErklUrungs weisen  trieben,  lassen  sich  stets 
auf  Widersprüche  oder  Unwahrscheinlichkeiten,  die  sich  in  den  älteren 
Erklärunga weisen  herausstellten,  zurückführen. 
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Die  Bildung  neuer  Begriffe^  soweit  sie  der  Beobaclitimg  ziigäuglich 
ist,  geschieht  also  durch  jenen  Process. 

Es  ist  nun  von  Herbart  der  Nachweis  geliefert  worden,  dass 
auch  die  zur  Weltauffasaung  dienenden  Begriffe,  deren  Entstehung  wir 
weder  in  der  Geschichte,  noch  in  unserer  eigenen  Entwicklung  ver- 
folgen können,  weil  sie  uns  unvermerkt  mit  der  Sprache  überliefert 
werden,  sämmtlich,  in  soweit  sie  mehr  sind  als  blosse  Formen  der 
Verbindung  der  einfachen  sinnlichen  Vorstellungen,  aus  dieser  Quelle 
abgeleitet  werden  können  und  daher  nicht  (wie  nach  Kant  die  Kate- 
gorien) aus  einer  besonderen  aller  Erfahrung  vor  auf  geh  enden  Be- 
schaffenheit der  menschlichen  Seele  hergeleitet  zu  werden  brauchen. 

Dieser  Nachweis  ihres  Ursprungs  in  der  Auffassung  des  durch  die 
sinnliche  Wahrnehmung  Gegebenen  ist  für  uns  deshalb  wichtig,  weil 
nur  dadurch  ihre  Bedeutung  in  einer  für  die  Naturwissen- 
schaft genügenden  Weise  festgestellt  werden  kann.... 


Nachdem  der  Begriff  für  sieh  bestehender  Dinge  gebildet  worden 
ist,  entsteht  nun  beim  Nachdenken  über  die  Veränderung,  welche  dem 
Begriffe  des  für  sich  Bestehens  widerspricht,  die  Aufgabe,  diesen  schon 
bewährten  Begriff  so  weit  als  möglieh  aufrecht  zu  erhalten.  Hieraus 
entspringen  gleichzeitig  der  Begriff'  der  stetigen  Veränderung,  und  der 
Begriff  der  Causalität. 

Beobachtet  wird  nur  ein  Uebergang  eines  Dinges  aus  einem  Zu- 
stand in  einen  anderen,  oder,  allgemeiner  zu  reden,  aus  einer  Be- 
stjmmungsweise  in  eine  andere,  ohne  dass  dabei  ein  Sprung  wahr- 
genommen wird.  Bei  der  Ergänzung  der  Wahrnehmungen  kann  man 
nun  entweder  annehmen,  dass  der  Uebergang  durch  eine  sehr  grosse 
aher  endliche  Anzahl  für  unsere  Sinne  unmerklicher  Sprünge  geschieht, 
oder  dass  das  Ding  durch  alle  Zwischenstufen  aus  dem  einen  Zustand 
in  den  andern  übergeht.  Der  stärkste  Grund  für  die  letztere  Auf- 
fassung liegt  in  der  Forderung,  den  schon  bewährten  Begriff  dos  für 
sieh  Bestehens  der  Dinge  soweit  als  möglich  aufrecht  zu  erhalten. 
Freilich  ist  es  nicht  möglich,  sich  einen  Uebergang  durch  alle  Zwischen- 
stufen wirklieh  vorzustellen,  was  aber,  wie  bemerkt,  genau  genommen 
von  allen  Begriffen  gilt. 

Zugleich  aber  wird  nach  dem  früher  gebildeten  und  in  der  Er- 
fahrung bewährten  Begriffe  des  für  sich  Bestehens  der  Dinge  geschlossen, 
das  Ding  würde  bleiben,  was  ea  ist,  wenn  nichts  Anderes  hinzukäme. 
Hierin  liegt  der  Antrieb,  zu  jeder  Veränderung  eine  Ursache  zu  suchen. 
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I.  Wann  ist  unsere  Auffassung  der  Welt  wahr? 

„Wenn  der  Zusammenhang  unserer  Vorstellungen  dem  Zusammen- 
hange der  Dinge  entspricht." 

Die  Elemente  unseres  Bildes  von  der  Welt  sind  von  den  ent- 
sprechenden Elementen  des  abgebildeten  Realen  gänzlich  verschieden. 
Sie  sind  etwas  in  uns;  die  Elemente  des  Eealen  etwas  ausser  uns. 
Aber  die  Verbindungen  zwischen  den  Elementen  im  Bilde  und  im  Ab- 
gebildeten müssen  übereinstimmen,  wenn  das  Bild  wahr  sein  soll.  Die 
Wahrheit  des  Bildes  ist  unabhängig  von  dem  Grade  der  Feinheit  des 
Bildes  sie  hingt  nicht  davon  ab  ob  die  Elemente  des  Bildes  grössere 
odei  kleinere  Mengen  des  Realen  reprasentiien.  Aber  die  Verbindungen 
müssen  einander  entsprechen,  es  darf  nicht  im  Bilde  eine  unmittelbare 
Wukung  zweiei  Ekmente  auf  einander  angenommen  werden,  wo  in 
der  WirtiichLeit  nui  euie  mittelbiie  stattfindet.  In  diesem  Falle  würde 
das  Bild  falsch  sein  und  der  Berichtigung  bedürfen;  wird  dagegen  ein 
Element  des  Bildes  durch  eine  Gruppe  von  feineren  Elementen  ersetz.t, 
so  dass  seine  Eigenschaften  theils  aus  einfacheren  Eigenschaften  der 
feineren  Elemente,  theils  aber  aus  ihrer  Verbindung  sich  ergeben  und 
also  zum  Theil  begreiflich  werden,  ao  wächst  dadurch  zwar  unsere 
Einsicht  in  den  Zusammenbang  der  Dinge,  aber  ohne  dass  die  frühere 
Auffassung  für  falsch  erklärt  werden  mässte. 

II.  Woraus  soll  der  Zusammenhang  der  Dinge  gefunden  werden? 
„Aus  dem  Zusammenhange  der  Erscheinungen." 

Die  Vorstellung  von  Sinnendingen  in  bestimmten  räumlichen  und 
aeitlichen  Verhältnissen  ist  dasjenige,  was  beim  absichtlichen  Nach- 
denken über  die  Natur  vorgefunden  wird  oder  für  dasselbe  gegeben 
ist.  Es  ist  jedoch  bekanntlich  die  Qualität  der  Merkmale  der  Sinnen- 
dinge,  Farbe,  Klang,  Ton,  Geruch,  Geschmack,  Wärme  oder  Kälte, 
etwas  lediglich  unserer  Empfindung  Entnommenes,  ausser  uns  nicht 
EsJstirendes, 

Dasjenige,  woraus  der  Zusammenbang  der  Dinge  erkannt  worden 
miiss,  sind  also  quantitative  Verhältnisse,  die  räumlichen  und  zeit- 
lichen Verhältnisse  der  Sinnendinge  und  die  Intensitäts Verhältnisse  der 
Merkmaie  und  ihrer  Qualitätsunterschiede. 

Aus  dem  Nachdenken  über  den  beobachteten  Zusammenhang  dieser 
Grössen  Verhältnisse  muss  sich  die  Erkenntniss  des  Zusammenhangs  der 
Dinge  ergeben. 


y  Google 


524  Fragmente  philosophischen  Inhalts, 

Cansalität. 

I.  Was  ein  Agens  zu  bewirken  strebt,  muss  diircli  den  Begriff 
lies  Agens  bestimmt  sein;  seine  Action  kann  von  uiclits  Anderem  als 
von  seinem  eigene»  Wesen  abliängen. 

IL  Dieser  Forderung  wird  genügt,  wenn  das  Agens  sieh  selbst 
zu  erhalten  oder  herzustellen  strebt. 

III.  Eine  solche  Action  ist  aber  nicht  denkbar,  wenn  das  Agens 
ein  Ding,  ein  Seiendes  ist,  sondern  nur,  wenn  es  ein  Zustand  oder  ein 
Verhältniss  ist  Findet  ein  Streben,  etwas  zu  erhalten  oder  her- 
zustellen Statt,  80  mflssen  auch  Abweichungen,  und  zwar  in  verschie- 
denen Graden,  von  diesem  Etwas  möglich  sein;  und  es  wird  in  der 
That,  in  sofern  dieser  Bestrebung  andere  Betrebungen  widerstreiten, 
nur  mögliehst  nahe  erhalten  oder  hergestellt  werden.  Es  giebt  aber 
keine  Grade  des  Seins,  eine  gradweise  Verschiedenheit  ist  nur  von  Zu- 
ständen oder  Verhältnissen  denkbar.  Wenn  also  ein  Agens  sich 
selbst  zu  erhalten  oder  herzustellen  strebt,  so  muss  es  ein  Zustand 
oder  ein  Verhältniss  sein. 

IV.  Eine  soiche  Action  eines  Zustandes  kann  selbstredend  nur 
auf  solche  Dinge  stattfinden,  die  eines  gleichen  Zustandes  fiihig  sind. 
Auf  welche  von  diesen  Dingen  sie  aber  stattfindet  und  ob  sie  über- 
haupt stattfindet,  kann  aus  dem  Begriff  des  Agens  nicht  geschlossen 
werden.*) 

*)  Diese  Satze  gelten  nur,  ^^e□rl  iiuem  einfachen  Realgrund  das  Wirken  zu- 
^eechiieljen  weiden  soll 

Wenn  zwei  Dinge  a  und  b  durch  «men  lusaeren  Ginnd  in  Verbindung  treten, 
ao  kann  entweder  an  die  Verbindung',  das  \erbandeii8ein,  selbst,  oder  auch  an 
die  Verändeiung  ihres  Grades,  eine  FolRe  c  geknüpft  sem  Die  einfachste  An 
nähme  ist,  daas  die  Folge  t  an  dag   Verhundensein  geknüpft  ist 

Es  lat  unnutbig,  diese  Betiachtungen  weiter  foitzufuhren  Ihr  Piincip  besteht 
darin,  dasa  man  den  hatz  festhalt  „Was  em  Agens  zu  bewirken  strebt,  muss 
durch  den  Begnff  des  Agens  bestimmt  sem",  diesen  Satz  abei  nicht,  wie  Leibniti 
odei  Spinoza  auf  Wesen  mit  einer  Mannigfaltigkeit  von  Bestimmnngen,  sondern 
tiif  RLalgrunde  (On  möglichst  grösster  Emfachbeit  anwendet 

Man  pflpgt  im  Deutsthen  towobl  actio  als  effectus  durch  Wirkung  zu  ubeisetzeu 
Da  das  Wort  in  der  letzteren  Bedentnng  viel  b&uflger  vorkommt,  so  entsteht 
leicht  eine  Dndeutlichkeit,  wenn  man  es  tur  actio  braucht,  wie  7  B  bei  der  ge- 
bräuchlichen Uebersetznng  von  „actio  aequabs  est  reactioai"  „piincipiura  autionis 
mmimae"  Kant  sucht  sioh  dadurch  zu  helfen,  dass  ei  neben  Wirkung,  Wechsel 
Wirkung,  den  lateinischen  Ausdruck  actio,  actio  mutua  in  Klammern  hinzufugt 
Man  konnte  vielleicht  sagen  „die  Kraft  ist  gleich  dei  Gegenkiaft ',  „Satz  vom 
kleinsten  Kl^f^ aufwandt"  Da  abti  in  der  Ihat  uii'  ein  einfacher  Auadiuck  fui 
igHie,  em  auf  etwas  AnJeie-i  gi'iiohtetea  Streben,  fehlt,  so  muge  mir  der  Ge 
brauch  des  Fiemdworts  gestattet  sein 
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Sehr  richtig  bemerkt  Kant,  dass  durch  die  Zergliedening  des  Be- 
griffs von  einem  Dinge  weder  gefunden  werden  könne,  dass  es  sei, 
noch  dass  es  die  Ursache  von  etwas  Anderem  sei,  dass  also  die  Be- 
griffe des  Seins  und  der  Causalität  nicht  analytisch  seien  und  nur  aus 
der  Erfahrung  entnommen  werden  können.  Wenn  er  aber  später 
sich  zu  der  Annahme  genöthigt  glaubt,  dass  der  Causalbegriff  aus 
einer  aller  Erfahrung  vorausgehenden  Beschaffenheit  des  erkennenden 
Subjects  stamme,  und  ihn  deshalb  zu  einer  blossen  Regel  der  Zeit- 
folge stempelt,  durch  welche  in  der  Erfahrung  mit  jeder  Wahrnehmung 
als  Ursache  jede  beliebige  andere  als  Wirkung  verknüpft  werden 
könnte,  so  heisst  dies  das  Kind  mit  dem  Bade  auaschötten.  (Freilich 
müssen  wir  die  Causalitätsverhältniase  aus  der  Erfahrung  entnehmen; 
aber  wir  düi'fen  nicht  darauf  verzichten,  unsere  Auffassung  dieser  Er- 
fahr ungsthats  ach  en  durch  Nachdenken  zu  berichtigen  und  zu  ergänzen.) 

Das  Wort  Hypothese  hat  jetzt  eine  etwas  andere  Bedeutung  als 
bei  Newton.  Man  pflegt  jetzt  unter  Hypothese  Alles  zu  den  Erschei- 
nungen Hinzugedachte  zu  verstehen. 

Newton  war  weit  entfernt  von  dem  ungereimten  Gedanken,  als 
könne  die  Erklärung  der  Erscheinungen  durch  Abstraction  gewonnen 
werden. 

Newton:  Et  haee  de  deo;  de  quo  utique  ex  phaenomenis  disserere 
ad  philosophiam  experimentalem  pertinet.  Rationem  vcro  havum  Gra- 
vitatis  proprietatum  ex  phaenomenis  nonduni  potui  deducere,  et  Hypo- 
theses  non  fingo.  Quicquid  enim  ex  Phaenomenis  non  deducitur, 
Hypothesis  vocanda  est. 

Arago,  Oeuvres  completes  T.  3.  505: 

Une  fois,  une  seule  fois  Laplace  s'elan^a  dans  la  region  des  con- 
la  conception  ne  fut  alors  rien  moins  qu'une  cosmogonie. 

Laplace  auf  Napoleon's  Frage,  weshalb  in  seiner  Mec.  cel.  der 
Name  Gottes  nicht  vorkomme;  Sire,  je  n'avais  pas  besoin  de  cctte 
hjpothese. 


Die  Unterscheidung,  welche  Newton  zwischen  Bewegungsges 
oder  Axiomen  und  Hypothesen  macht,  acheint  mir  nicht  haltbar.  Das 
Trägheitsgesetz  ist  die  Hypothese:  Wenn  ein  materieller  Punkt  allein 
in  der  Welt  vorhanden  wäre  und  sieh  im  Raum  mit  einer  bestimmten 
Geschwindigkeit  bewegte,  so  würde  er  diese  Geschwindigkeit  beständig 
behalten. 
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I.     Molecalarmechanik. 
Die  freie  Bewegung  eiues  Systems  materieller  l'uuUtc  nl^,  m.^ . .  . 
mit  den  rechtwinkligen  Ooordinaten  x^^,  y^,  ^i;  x^,  j/^,  ^ai  ■  -  -i  ^^'^  weicht' 
piirallel  den  drei  Axen  die  Kräfte  Xj,  Y^,  Z^\  X^,  Y^,  Z^;  .  . .  wirken, 
geschieht  den  Gleichungen  gemäss: 

d^x,  ä^y,  ä^'^, 

'•  -'  '■dt-  'J         '  tli-  '  dv 

Dies  Gesetz  kann  auch  so  ausgesprochen  werden:  die  Beschleunigungen 
bestimmen  sich  so,  dass 


2' 


//dV        X\s       /d'«        r,\2       /d's        -i^AA 

'{(*^---:)+U''-^)+(...'-s;)j 


ein  Minimum  wird;  denn  diese  Function  der  Beschleunigungen  nimmt 
ihren  kleinsten  Werth  0  an,  wenn  die  Beschleunigungen  sämmtlich 
den    Gleichungen    (1)    gemäss    bestimmt   werden,    d.   h,   die    Grössen 

-^  _ '■-...  sämmtlich  =  0  sind,  und  sie  nimmt  auch  nur  dann  einen 

d'33,  X, 

Minimumwerth   au;    denn  wäre  eine   dieser   Grössen,   z,  B.  -j-  -  — 

nicht  gleich  Null,  so  könnte  man  -^J  immer  stetig  so  ändern,  dass 
der  absolute  Werth  dieser  Grösse  und  folglich  ihr  Quadrat  abnähme. 
Die  Function  würde  also  dann  kleiner  werden,  wenn  man  zugleich 
alle  übrigen  Beschleunigungen  ungeändert  Hesse. 

Diese  Function  der  Beschleunigungen  unterscheidet  sieh  von 


2 


.».(©)•  +  ©)"  +  ©)) 


nur  um  eine  Constante,   d.  h.  eine   von  den  Beschleunigungen  unab- 
hängige Grösse. 


y  Google 


in.    Naturpliiloeophie.  527 

Wenn  die  Kräfta  nur  von  Anziehungen  und  Abstossungen  zwischen 
den  Punkten  herrühren,  welche  Functionen  der  Entfernung  sind,  und 
der  (te  Punkt  und  der  t'te  Punkt  sich  in  der  Entfernung  r  mit  der 
Kraft  f,,,'(r)  ahstossen  oder  mit  der  Kraft  —  f,,,-{r')  anziehen,  lassen 
sich  bekanntlich  die  Componenten  der  Kräfte  ausdrücken  durch  die  par- 
tiellen Derivirten  einer  Function  von  den  Coordinaten  sämmtlicher  Punkte 

worin  F,^,-{r)  eine  Function  bedeutet,  deren  Derivirte  /),,'('')?  ""d  für 
(.  und  ('  je  zwei  verschiedene  Indices  zu  setzen  sind. 
Substituirfc  man  diese  Werthe  der  Componenten 

in  obiger  Function  der  Beschleunigungen  und  multiplicirt  dieselbe  mit 
^  ,  wodurch  die  Lage  ihrer  Maxima  und  Minima  nicht  geändert  wird, 
so  erhält  man  einen  Ausdruck,  der  sich  von 


i2:({^::)"+(^::y+(4) 


^  (i+'.U) 


nur  um  eine  von  den  Beschleunigungen  unabhängige  Grosse  unter- 
scheidet. Wenn  die  Lage  und  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  zur 
Zeit  t  gegeben  sind,  so  bestimmt  sieh  diese  Lage  zur  Zeit  t  -\-  dt  so, 
dass  diese  Grösse  mögliehst  klein  wird.  Es  findet  demnach  ein  Streben 
statty  diese  Grösse  möglichst  klein  zu  machen. 

Dieses  Gesetz  kann  man  nun  aus  Actionen  erklären,  welche  die 
einzelnen  Glieder  dieses  Ausdrucks  möglichst  klein  zu  machen  streben, 
wenn  man  annimmt,  dass  einander  widerstreitende  Bestrebungen 
sich  so  ausgleichen,  dass  die  Summe  der  Grössen,  welche  die 
einzelnen  Actionen  möglichst  klein  zu  erhalten  streben,  ein 
Minimum  wird. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Massen  der  Punkte  j»i,  m^,  , . .,  m„  sieh 
verhalten  wie  die  ganzen  Zahlen  /cj,  ft^i  -  ■  -i  ^m  so  dass  »Ji  i=Ä,(*,  so 
besteht  der  Ausdruck,  welcher  möglichst  klein  wird,  aus  der  Summe 
der  (irössen 


f((«':')"+(^©"+(^sy) 

sentheilchen  (t  und  der  Grösse  — P(. 
e  Grösse 


für  aämmtliche  Mas  sentheilchen  (t  und  der  Grösse 
also  mit  Ciauss  die  Grösse 
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als  Maass  der  Äbwüicbuug  des  Bewegungszustaudes  der  Masse  (i  zur 
Zeit  (  +  dt  von  ilirem  Beweguiigszustand  zur  Zeit  t  betrachtet,  so  er- 
giebt  die  Zerlegung  der  Gesammtactioa  in  Bezug  auf  jede  Masse  eine 
Action,  welche  die  Abweichung  ihres  Bewegungszustandes  zur  Zeit 
i  -{-  dt  von  ihrem  Bewegungszu  stände  zur  Zeit  t  möglichst  klein  za 
machen  strebt,  oder  eia  Streben  ihres  Bewegungszustaudes,  sieh  zu 
erhalten,  und  ausserdem  eine  Action,  welche  die  Grösse  — P  möglichst 
klein  zu  erhalten  strebt. 

Diese  letztere  Action  lässt  sich  zerlegen  in  Bestrebungen,  die  ein- 
zelnen GUeder  der  Summe  S_Ft,,'(r,^,')  möglichst  klein  zu  erhalten, 
d.  h.  in  Anziehungen  und  Abstossungen  zwischen  je  zwei  Punkten, 
und  dies  würde  zu  der  gewöhnlichen  Erklärung  der  Bewegungsgeaetzc 
aus  dem  Gesetz  der  Trägheit  und  Anziehungen  und  Abstossungen 
zurückfuhren;  sie  lässt  sieh  aber  bei  allen  uns  bekannten  Naturkräften 
auch  auf  Kräfte,  welche  zwischen  benachbarten  Raumelementen  thätig 
sind,  z;irückführen,  wie  im  folgenden  Artikel  an  der  Gravitation  er- 
läutert werden  soll. 

2.  Keue  roathematische  Principien  der  Naturphilosophie.*) 
Obgleich  öie  Ueberschrift  dieses  Aufsatzes  bei  den  meisten  Lesern 
schwerlich  ein  günstiges  Vorurtheil  erwecken  wird,  so  schien  sie  mir 
doch  die  Tendenz  desselben  am  besten  auszudrücken.  Sein  Zweck  ist, 
jenseits  der  von  Galiläi  und  Newton  gelegten  Grundlagen  der  Astro- 
nomie und  Physik  ins  Innere  der  Natur  zu  dringen.  Für  die  Astronomie 
kann  diese  Speeulation  freilieb  unmittelbar  keinen  praktischen  Nutzen 
haben,   aber  ich  hoffe,   dass   dieser  Umstand   auch  in  den  Augen  der 

Leser  dieses  Blattes  dem  Interesse  keinen  Eintrag  thun  wird 

Der  Grund  der  allgemeinen  Ben  egungsgesetze  für  Ponderabilien, 
welche  sich  im  Emgange  ;u  Newton'»  Principien  zusammengestellt 
huden,  liegt  in  dem  mneien  Zustande  derselben.  Versuchen  wir  aus 
unserei  eigenen  mneien  Wahrnehmung  nach  der  Analogie  auf  den- 
selben zu  sebliessen  Es  treten  m  uns  fortwährend  neue  Vorstellungs- 
massen  auf,  welche  sehr  lasch  aus  unserm  Bewusstsein  wieder  ver- 
echwmden  Wn  beobachten  eme  stetige  TbÜtigkeit  unserer  Seele. 
Jedem  Act  derselben  liegt  etwas  Bleibendes  zu  Grunde,  welches  sieh 
bei  besonderen  Anlässen  (durch  die  Erinnerung)  als  solches  kundgiebt, 
ohne  einen  dauernden  Einfluss  auf  die  Erscheinungen  auszuüben.  Es 
tritt  also  fortwährend  (mit  jedem  Denkact)  etwas  Bleibendes  in  unsere 
Seele    ein,   welches    aber   auf   die  Erscheinungswelt  keinen  dauernden 

*}  (jetiinden  am   1.  Mär»  1853. 
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Einüuss  ausübt.  Jedem  Act  unserer  Seele  liegt  also  etwas  Bleibendes 
zu  Grunde,  welches  mit  diesem  Act  in  unsere  Seele  eintritt,  aber  in 
demselben  Augenblick   aus   der  Erscheinungawelt  völlig   verschwindet. 

Von  dieser  Thatsaebe  geleitet,  mache  ich  die  Hypothese,  dass 
der  Weltraum  mit  einem  Stoff  erfüllt  ist,  welcher  fortwährend  in  die 
ponderablen  Atome  strömt  und  dort  aus  der  Erscheinungswelt  (Körper- 
welt) verschwindet. 

Beide  Hypotbesen  lassen  sieh  durch  die  Eine  ersetzen,  dass  in  allen 
ponderablen  Atomen  beständig  Stoff  aus  der  Körperwelt  in  die  Geistes- 
welt eintritt.  Die  Ursache,  weshalb  der  Stoff  dort  verschwindet,  ist 
zu  suchen  in  der  unmittelbar  vorher  dort  gebildeten  G  eiste  ss  üb  stanz, 
und  die  ponderablen  Körper  sind  hiernach  der  Ort,  wo  die  Geisteswelfc 
in  die  Körperwelt  eingreift*). 

Die  Wirkung  der  allgemeinen  Gravitation,  welche  nun  zunächst 
aus  dieser  Hypothese  erklärt  werden  soll,  ist  bekanntlich  in  jedem 
Theil  des  Raumes  völlig  bestimmt,  wenn  die  Potentialfunction  P 
sämmtlicher  ponderablen  Massen  für  diesen  Theil  des  Raumes  gegeben 
ist,  oder  was  dasselbe  ist,  eine  solche  Function  P  des  Ortes,  dass  die 
1  Innern  einer  geschlossenen  Fläche  S  enthaltenen  ponderablen  Massen 
-dS  sind. 


I    re. 


Nimmt  man  nun  au,  dass  der  raumerfüllende  Stoff  eine  incom- 
pressible  homogene  Flüssigkeit  ohne  Trägheit  sei,  und  dass  in  jedes 
ponderable  Atom  in  gleichen  Zeiten  stets  gleiche,  seiner  Masse  pro- 
portionale Mengen  einströmen,  so  wird  offenbar  der  Druck,  den  das 
ponderable  Atom  erfährt,  (der  Geschwindigkeit  der  Sfcoffbewegung  an 
dem  Orte  des  Atoms  proportional  sein(?)) 

Es  kann  also  die  Wirkung  der  allgemeinen  Gravitation  auf  ein 
ponderables  Atom  durch  den  Druck  des  raumerfüllenden  Stoffes  in  der 
unmittelbaren  Umgebung  desselben  ausgedrückt  und  von  demselben 
abhängig  gedacht  werden. 

Ans  unserer  Hypothese  folgt  nothwendig,  dass  der  raumerfullende 
Stoff  die  bchwmgmgen  turtpflanzen  muss,  welche  wir  üs  Licht  und 
Wirme  wahrnehmen 

Betrachten  wir  einen  einfach  polarisirten  Strahl,  bezeichnen  duich 
X  die  Entfernung   eines  unbestimmten   Punktes   desselben    von   einem 

*)  In  jedes  ponderable  Atom  tutt  m  je  lern  Au^tiibhck  eine  bcstimnite  dei 
Gravitationskraft  proportionale  Stoffmenge  ein  md  versehw  ndet  doit 

Es  ist  die  Conbequenz  der  auf  Hprbdrt  achem  Boden  stehenden  Psjehol0p,ie 
dass  nicht  der  Seele  hondern  jedei  e  n?elnen  in  u  gehil  leten  ^  istellung  S  b 
stantiulitat  j^ukomme 
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festen  Anfangspunkte,  durch  y  dessen  Elongatjon  zur  Zeit  t,  30  muss, 
weil  die  Fortpfianzungsgescli windigkeit  der  Sehwingiingea  im  von 
Ponderabiiien  freien  Raum  unter  allen  Umständen  sehr  nahe  conatant 
(gleicli  a)  ist,  die  Gleichung; 

y  =  f(x -\^  at)  +  ^(x  -  at) 
wenigstens  sehr  nahe  erfüllt  werden. 
Wäre  sie  streng  erfüllt,  so  müsste 


«/S 


;  offenbar  kann  aber  unserer  Erfahrung  auch  durch  die  Gleichung: 


|^  =  ««J  jjq5(;-t)rfr 


genügt  werden,  wenn  auch  ^(t  —  r)  nicht  für  alle  positiven  Werthe 
von  t —  r  gleich  1  ist  (mit  wachsendem  i  —  t  ins  Unendliche  abnimmt), 
wofern  es  nur  für  einen  hinreichend  grossen  Zeitraum  sehr  wenig  von 

1  verschieden  bleibt 

Man  drücke  die  Lage  der  Stoä'punkte  zu  einer  bestimmten  Zeit  t 
durch  ein  rechtwinkliges  Co  ordinalen  System  aus,  und  es  seien  die  Co- 
ordinaten  eines   unbestimmten  Punktes    0  x,  y,  z.     Aehnlieher   Weise 
seien,  ebenfalls  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  die 
Coordinaten  des  Punktes  0'  x,  y,  s .    Es  sind  dann  iE ,  y,  s  Functionen 
von  x,y,z  und  ds"^  ^^=dx"^  -\-  dy'^  -\-  ds'^  wird  gleich  einem  homogenen 
Ausdruck    zweiten    Grades    von   dx,    dy,   ds.    Nach    einem   bekannten 
Theorem  lassen  sich  nun  die  linearen  Ausdrücke  von  dx,  dy,  de 
«^  dx  -\-  ßjdy  +  y,  äz  =  ds^ 
«2  dx  +  ^a  (^^  +  ^a  ds  =  ds^ 
«3  dx  -i-  ß^dy  -\-  y^  du  =  ds^ 
stets  und  nur  auf  Eine  Weise  so  bestimmen,  dass 

dx'-'  +  rf/^  +  ds"'  =  G\  ds{  +  G\  dsl  +  Gl  ds| 
wird,  während 

ds^  =  dx^  +  ^y'^  +  '^^^  =  <is\  +  <^^l  +  c'^  ■ 
Die  Grössen  G^  • —  1,  G^  —  1>  '^3  —  1   heissen  dann  die  Hauptdilata- 
tionen  des  Stofftheilchena  in  0  beim  üebergange  von  der  ersteren  Form 
zur  letzteren;  ich  bezeichne  sie  durch  A,,  k^,  A3, 

Ich  nehme  nun  an,  dass  aus  der  Verschiedenheit  der  früheren 
Formen  des  Stofftheilchens  von  seiner  Form  zur  Zeit  t  eine  Kraft  resnl- 
tirt,  welche  diese  zu  verändern  strebt,  dass  der  Einfluss  einer  früheren 
Form  (caeteris  paribus)  desto  geringer  wird,  je  liinger  vor  t  sie  statt- 
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fand,  und  zwar  so,  dasa  von  einer  gewissen  Grenze  an  alle  früheren 
vernaehläsaigt  werden  köunen.  Ich  nehme  ferner  an,  dass  diejenigen 
Zustände,  welche  noch  einen  merklichen  Eiufluss  äussern,  so  wenig 
von  demjenigen  zur  Zeit  t  verschieden  sind,  dass  die  Dilatationen  als 
unendlich  klein  betrachtet  werden  können.  Uie  Kräfte,  welche  X,,  A^,  Aj 
zu  verkleinern  strehen,  können  dann  als  lineare  Functionen  von  >,,,  A^,  X^ 
angesehen  werden;  und  zwar  erhält  man  wegen  der  Homogeneität  des 
Äethers  für  das  Gesammtmoment  dieser  Kräfte  (die  Kraft,  welche  X, 
zu  verkleinern  strebt,  muss  eine  Function  von  Jl,,  l^,  X^  sein,  welche 
unverändert  bleibt,  wenn  mau  A^  mit  l^  vertauscht,  und  die  übrigen 
Kräfte  müssen  aus  ihr  hervorgehen,  wenn  A^  mit  Aj,  Aj  mit  A,  ver- 
tauscht wird)  folgenden  Ausdruck; 

^A,  (tüAi  +  iAa  +  &A3)  -f  dX^  (hX,  +  aX^  +  hX^  +  ÖA3  {bX,  +  ÖA,  +  aX<,) 
oder  mit  etwas  veränderter  Bedeutung  der  Constanten 

«JA,  {«(A,  +  ^  +  A3)  +  ftA,)  +  dX^  ((t(Ai  +  A^  +  A3)  +  hX^ 
+  tf  A3  (a(A,  +  As  +  A3)  +  6As) 
•=  ^  d  (a(A,  +  A,  +  As)'  +  h{x\  +  A^  +  A3)). 
Man  kann  nun  das  Kraftmoment,  welches  die  Form  des  unendlich 
kleinen  Stoff theilchens  in  0  zu   verändern  strebt,   als  resultirend   be- 
trachten aus   Kräften,   welche   die   Länge  der  in   0  endenden  Linien- 
elemeute    zu    verändern    streben.     Man    gelangt   dann    zu    folgendem 
Wirkungsgesetz:    Bezeichnet  dV  das  Volumen  eines  unendlich  kleinen 
Stofftheilchens  in  0  zur  Zeit  t,  dV  das  Volumen  desselben  Stofftheil- 
chens   zur  Zeit  t',   so   wird    die  aus   der  Verschiedenheit  beider  Stoff- 
zustände  herrührende  Kraft,  welche  ds  zu  verlängern  strebt,  durch 
dV  —  dV     ,    -.ds  —  ds^ 
,.,-,.  ^        dV         "•"  ^ "      rfs 

ausgedrückt. 

Der  erste  Theii  dieses  Ausdrucks  rührt  von  der  Kraft  her,  mit 
welcher  ein  Stofftheilchen  einer  Volumänderung  ohne  Formänderung, 
der  zweite  von  dei  Kraft,  mit  welcher  ein  physisches  Linienelenient 
einer  Langenanderung  widerstrebt. 

Es  ist  nun  kein  Grund  vorhanden,  anzunehmen,  dass  die  Wirkungen 
beider  Ursachen  nach  demselben  Gesetz  mit  der  Zeit  sicli  änderten; 
fassen  wir  also  die  Wirkungen  sämmtlicher  früheren  Formen  eines 
Stofftheilchens  auf  die  Aenderung  des  Linieiieleraeuts  ds  zur  Zeit  t  ku- 

samnien,  so  wird  der  Werth  von  --,- ,  welchen  sie  zu  bewirken  streben, 
'  dt  '  ' 
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Wie  müsseu  unn  die  Functionen  ^  und  q>  beachaffeu  sein,  damit  Gra- 
yitatiou,  Licht  und  strahlende  Wärme  durch  den  Kaumstoff  vermittelt 
werde? 

Die  Wirkungen  ponderabler  Materie  auf  ponderable  Materie  sind: 

1)  Anzieliungs-  und  Abstossungskräfte  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrat  der  Entfernung, 

2)  Licht  und  strahlende  Wärme. 

Beide  Classeu  von  Erscheinungen  lassen  sich  erklären,  wenn  man 
annimmt,  dass  den  ganzen  unendlichen  Raum  ein  gleichartiger  Stoff 
erfüllt,  und  jedes  Stofftheilehen  unmittelbar  nur  auf  seine  Umgebung 
einwirkt. 

Das  mathematische  Gesetz,  nach  welchem  dies  geschieht,  kann 
aer fällt  gedacht  werden 

1)  in  den  Widerstand,  mit  welchem  ein  Stofftheilehen  einer  Voluni- 
änderung,  und 

2)  in   den   Widerstand,    mit  welchem  ein  physisches   Linienelement 
einer  Längen  an  derung  widerstrebt. 

Auf  dem  ersten  Theil  beruht  die  Gravitation  und  die  electros tatische 
Anziehung  und  Ahstossung,  auf  dem  zweiten  die  Fortpflanzung  des 
Lichts  und  der  Warme  und  die  electro dynamische  oder  magnetische 
Anziehung  und  Ahstossung. 


3.    Gravitation  und  Licht. 

Die  Newton'sche  Erklärung  der  Fallbcwegungen  und  der  Be- 
wegungen der  Himmelskörper  besteht  in  der  Annahme  folgender  Ur- 
sachen: 

1.  Es  existitt  ein  unendlicher  Raum  mit  den  Eigenschaften,  welche 
die  Geometrie  ihm  beilegt,  und  ponderable  Körper,  welche  in  ihm 
ihren  Ort  nur  stetig  verändern, 

2.  In  jedem  ponderabien  Punkte  existirt  in  jedem  Augenblicke 
eine  nach  Grösse  und  Richtung  bestimmte  Ursache,  vermöge  der  er 
eine  bestimmte  Bewegung  hat  (Materie  in  bestimmtem  Bewegungs- 
zustande).    Das  Maass  dieser  Ursache  ist  die  Geschwindigkeit*). 

*)  Jeder  materielle  Körper  würde,  wenn  er  sich  im  Kaum  allein  befUnde, 
entweder  Beinen  Ort  in  demaelben  nicht  verändern  oder  mit  anveränderlicher  Ge- 
a  eil  windigkeit  in  gerader  Linie  durch  denselben  aich  bewegen. 

Dieses  Bewegungsgesetz  kann  niclit  aus  dem  Princip  dea  zureichenden  Grun- 
des erklärt  werden.  Dass  der  Körper  seine  Bewegung  fortsetzt,  raaes  eine  Ursache 
haben,  welche  nur  in  dem  inneren  Zustand  der  Materie  gesucht  werden  kann. 
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Dio  hier  zu  erklärenden  Erscheinungen  führen  noch  uicht  auf  die 
Annahme  verschiedener  Massen  der  ponderablen  Körper. 

3.  In  jedem  Punlit  des  Raumes  existirt  in  jedem  Augenblicke 
eine  nach  Grösse  und  Richtung  besbimmte  Ursache  (beschleunigende 
Kraft),  welche  jedem  dort  befindliehen  ponderablen  Puukte  eine  be- 
stimmte, und  zwar  allen  dieselbe  Bewegung  mittheilt,  die  sich  mit  der 
Bewegung,  die  er  schon  hat,  geometrisch  zusammensetzt. 

4.  In  jedem  ponderablen  Punkt  esistirt  eine  der  Grösse  nach 
bestimmte  Ursache  (absolute  Schwerkraft),  vermöge  welcher  in  jedem 
Punkte  des  Raumes  eine  dem  Quadrat  der  Entfernung  von  diesem 
ponderablen  Punkte  umgekehrt  und  seiner  Schwerkraft  direct  propor- 
tionale beschleunigende  Kraft  stattfindet,  die  sieh  mit  allen  andern  dort 
stattfindenden  beschleunigenden  Kräften  geometrisch  zusammensetzt*)- 

Die  nach  Grösse  und  Richtung  bestimmte  Ursache  (beschleunigende 
Schwerkraft),  welche  nach  3.  in  jedem  Punkte  des  Raumes  stattfindet, 
suche  ich  in  der  Bewegungsform  eines  durch  den  ganzen  unendlichen 
Raum  stetig  verbreiteten  Stoffes,  und  zwar  nehme  ich  an,  dass  die 
Richtung  der  Bewegung  der  Richtung  der  aus  ihr  zu  erklärenden  Kraft 
gleich,  und  ihre  Geschwindigkeit  der  Grösse  der  Kraft  proportional  sei. 
Dieser  Stoff  kann  also  vorgestellt  werden  als  ein  physischer  Raum, 
dessen  Punkte  sich  in  dem  geometrischen  bewegen. 

Nach  dieser  Ajinahme  müssen  alle  von  ponderablen  Körpern  durch 
den  leereu  Raum  auf  ponderahle  Körper  ausgeübte  Wirkungen  durch 
diesen  Stoff  fortgepflanzt  werden.  Es  müssen  also  auch  die  Bewegunga- 
formen,  in  denen  das  Licht  und  die  Wärme  besteht,  welche  die 
Himmelskörper  einander  zusenden,  Bewegungsformen  dieses  Stoffes  sein. 
Diese  beiden  Erscheinungen,  Gravitation  und  Lichtbewegung  durch  den 
leeren  Raum,  aber  sind  die  einzigen,  welche  bloss  aus  Bewegungen 
dieses  Stoffes  erklärt  werden  mussten. 

Ich  nehme  nun  an,  dass  die  wirkliche  Bewegung  des  Stoffes  im 
leeren  Raum  zusammengesetzt  ist  aus  der  Bewegung,  welche  zur  Er- 
klärung der  Gravitation,  und  aus  der,  welche  zur  Erklärung  des  Lichtes 
angenommen  werden  musa. 

Die  weitere  Entwicklung  dieser  Hypothese  zerfällt  in  zwei  Theile, 
insofern  aufzusuchen  sind 

■■)  Derselbe  pondeiable  Punkt  wurde  ac  zwei  Teisi-hied^nen  Orten  Beweguntj^ 
änderungen  erleiden,  deren  Bichtung  Hut  der  Biclitung  der  Kräfte  BU-arnrnenfallt, 
und  deren  Grössen  Riet  verhalten  wie  die  Kräfte 

Die  Eraft,  dividnt  dmi-h  die  Benegimg-driderunff,  giebt  dihei  bei  demselben 
ponderablen  Punkt  stets  denselben  Quotienten  Dieser  Quotient  ist  bei  veisi.hii, 
denen  ponderablen  Punkten  verm-hieden  und  heisst  ihie  Masse 
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1.  Die  Gesetze  der  Stoffbewegungen,  welche  zur  Erklärung  der 
Erscheinungen  angenommen  werden  müssen. 

2.  Die  Ursachen,  aus  welchen  diese  Bewegungen  erklärt  werden 
können. 

Das  erste  Geschäft  ist  ein  mathematisches,  das  zweite  ein  meta- 
physisches. In  Bezug  auf  letzteres  bemerke  ich  im  Voraus,  dasa  als 
Ziel  desselben  nicht  die  Erklärung  aus  Ursachen,  welche  die  Entfernung 
zweier  Stoffpunkte  zu  verändern  streben,  zu  betrachten  sein  wird. 
Diese  Erklärungsmethode  durch  Änziehungs-  und  Abstossungskräfte 
verdankt  ihre  allgemeine  Anwendung  in  der  Physik  nicht  einer  un- 
mittelbaren Evidenz  (besonderen  Vernunftgemäsaheit),  noch,  von  Eleetri- 
cität  und  Schwere  abgesehen,  ihrer  besonderen  Leichtigkeit,  sondern 
vielmehr  dem  Umstände,  dass  das  Newton'sche  Anziehungsgesetz  gegen 
die  Meinung  des  Entdeckers  so  lange  für  ein  nicht  weiter  zu  erklären- 
des gegolten  hat*). 

I.  Gesetze  der  Stoffbewegung,  welche  nach  unserer  Annahme 
die  Grsivitations-  und  Lichterscheinungen  verursacht. 
Indem  ich  die  Lage  eines  ßaumpunktes  durch  rechtwinklige  Co- 
ordinaten  a;,,  x^,  x^  ausdrücke,  bezeichne  ich  die  dort  parallel  den- 
selben zur  Zeit  t  stattfindenden  Geschwindigkeitscomponenten  der  Be- 
wegung, welche  die  Gravitationserscheinungen  verursacht,  durch  «1,%,!*^, 
der  Bewegung,  welche  die  Lichterscheinungen  verursacht,  durch  Wj,W2,M'3 
der  wirklichen  Bewegung  durch  u,,  v^,  v.^,  so  dass  v  ^  u -\- w.  Wie 
sich  aus  den  Beweg ungsge setzen  selbst  ergeben  wird,  behält  der  Stoff, 
wenn  er  in  Einem  Zeitpunkte  überall  gleich  dicht  ist,  stets  allenthalben 
dieselbe  Dichtigkeit,  ich  werde  diese  daher  zur  Zeit  t  überall  =  1 
annehmen. 

a.   Bewegung,  welche  nur  Gravitatiouserscheiuungeu  verursacht. 

Die  Schwerkraft  ist  in  jedem  Punkte  durch  die  Potentialfunction 
V  bestimmt,  deren  partielle  Differentialquotienten  s— ,  ^ — ,c—  die  Com- 
ponenten  der  Schwerkraft  sind,  und  dlese'^  P  ist  wieder  br  stimmt  durch 
folgende  Bedingungen  (ibgeuehen  von  einer  hinzufu,;baien  Constanten') 

*)  Newton  says:  Tl  at  grayity  shonld  be  iimite  mhereot  änd  eBeential 
tu  mattet,  so  that  one  lodv  naaj  act  upon  another  it  a  diiitance  through  a  va- 
cuum,  without  the  mediatioo  of  anythmg  eise  ly  and  throigh  which  their  action 
and  force  may  be  coavevpi  frum  one  to  anithei  iE  to  me  fu  gicat  an  ibsurdity 
that  I  believe  no  man  who  has  in  philo^ophical  matters  a  i-Ompetent  facult\  ( f 
thinkiog  can  ever  fall  into  it       See  the  third  letter  to  Bentlej, 
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1.  dXidx.jäX'it — „-  -\-         -J „  )  ist  ausserlialb  der  anziehenden 

Körper  =  0  und  hat  für  jedes  ponderable  Körperelement  einen  un- 
veränderlichen Werth.  Dieser  ist  das  Prodnct  aus  —  4x  in  die  ab- 
solute Grösse  der  Anziehungskraft,  welche  nach  der  Attractionstheorie 
demselben  beigelegt  werden  muss,  und  durch  dm  bezeichnet  werden  soll. 

2.  Wenn  alle  anziehenden  Körper  sich  innerhalb  eines  endlichen 
Raumes  befinden,  sind  in  unendlicher  Entfernung  *■  von  einem  Punkt 
dieses  Raumes  r^ — ,  r  -—  ,  r- —  unendlich  klein. 

Nach  unserer  Hypothese  ist  nun  -s—  ^  M  und  folglich 
f?  F  =  «1  dx-^  +  «ä  dxg  -f-  %  dx^ . 
Dieses  sdiliesst  die  Bedingungen  ein: 

^^1  ?:x,       Sx,       ^'     dx,       dx,       '^'     8x,       dx,       "' 

(2)  (?"■  +  1?^  +  ?^)  dx,  äx.  dx,  =  -  ^Jtdm, 
^  -'  \rlXi    '    die,    '    cx^l       !      s;      3  ' 

(3)  r«,  «=  0,  rwj  =  0,  ni^  =  0,  für  r  =  oo. 
Umgekehrt  sind  auch  die  Grössen  m,  wenn  sie  diesen  Bedingungen  ge- 
nügen, den  Componenten  der  Schwerkraft  gleich.  Denn  die  Bedingungen  (1) 
enthalten  die  Möglichkeit  einer  Function  XI,  von  welcher  das  Differen- 
tial dU=  u^äx-y  +  u^dx.^  -\-  ii^dxg  und  also  die  Differentialquotienten 
^-  ^M,  und  die  übrigen  ergeben  dann   f/'=  F+  const.*). 

*)  D  e^e  Fanotion  ?'  ist  ilto  duich  die  Eifatning  aus  den  itlativen  Be 
wegungen)  mittelst  der  allgemeinpu  Bewegungage setze  ftegebfn,  aber  nur  ihge 
sehen  voa  einer  Imeaien  Fuactio»  der  Cooidmaten  weil  wii  aur  rplitive  Be 
weg  im  gen  beobachten  können 

Die  Bestimmung  dieser  Function  KTunlet  sich  auf  folgenden  mathematischen 
Satz  Jme  FiinUion  F  dea  Üites  ist  mntrhalb  eines  endheben  IiauDie=  bestimmt 
(abgesehen  von   einer  Constantenl,    wenn    sie  nicht  längs  einer  Fliehe    i 

dein  soll  und  fQr  alle  Elemente  desselben 


der  Grenze  entweder  V  oder  deren  Difterentialquotient  für  eine  Ortaanderung  nath 
Innen  senkrecht  auf  die  Begrenzung  gegeben  ist      Wobei  zu  bemerken 

1     Wird   dieser  Diflerentalquotient  im   Begrenanngselement   /}■•    durt,h  — - 

>^  =— ^  rfiCi  du^  dx^  dnrch  den  ganzen 

durch    dessen  Begrenzung    sein;    übrigens  aber   können  in 

beiden   Fällen    Bämmtliche   Bestimmnnga stücke    wiilliörlicli    angenommen    werden 
und  sind  daher  zur  Bestimmung  nothwendig. 


-/f "' ' 
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b.  BetTegiin^,  welche  nur  LictaterscbeinungeD  rcnirsiicht. 

Die  Bewegung,  welche  im  leeren  Raum  zur  Erklärung  der  Lieht- 
ersdieinungeu  augeBommcn  werden  muas,  kann  betrachtet  werden 
(zufolge  eines  Theorems)  als  zusammengesetzt  aus  ebenen  Wellen,  d.  h. 
aus  solchen  Bewegungen,  wo  längs  jeder  Ebene  einer  Schaar  paralleler 
Ebenen  (Wellenebenen)  die  Bewegungsform  constant  ist.  Jedes  dieser 
Wellen  Systeme  besteht  dann  (der  Erfahrung  nach)  aus  Bewegungen 
parallel  der  Wellenebene,  die  sich  mit  einer  für  alle  Bewegungsformeu 
(Arten  des  Lichts)  gleichen  constanten  Geschwindigkeit  c  senkrecht 
zur  Wellen  ebene  fortpflanzen. 

Sind  für  ein  solches  Wellensystem  §i,  ^^t  ^3  rechtwinklige  Co- 
ordinaten  eines  Raumpunktes,  die  erste  senkrecht,  die  andern  parallel 
zur  Wellenebene,  (o,,  cj^,  Og  die  ihnen  parallelen  Geschwindigkeits- 
coraponenten  in  diesem  Punkte  zur  Zeit  t,  so  hat  man: 

Der  Erfahrung  nach  ist  erstlich: 

«1  =  0, 
zweitens  ist  die  Bewegung  zusammengesetzt  aus  einer  nach  der  posi- 
tiven und  einer  nach  der  negativen  Seite  der  Wellenebene  mit  der  Ge- 
schwindigkeit c  fortschreitenden  Bewegung.  Sind  co  die  Gesehwindigkeits- 
componenten  der  ersteren,  m"  die  der  letzteren,  so  bleiben  die  ro'  unge- 
ändert,  wenn  (  um  dt  und  |j  um  cdt  wächst,  die  m",  wenn  t  um  dt 
und  1^  um  —  cdt  wachst,  und  man  bat  0^0'+  a".    Hieraus  folgt; 

(^  +  c^)di  =  0,       {^-^  —  c~) dt -^  0 , 
\  et    '      c^J  '       \  St  Pi,  /  ' 


d%\ 


beider  durch 


ia  Eaumoieuient,  wo     >   ^r— i  unendlich  grosa  wird,  ist  das  I'roduct 

-    (    F.—  äs  in  Bezug  anf  die  Begrenzung  dieses  Elements  zu  ersetzen. 
J    op 


3    Wenn  nur  innerhalh  eines  endlichen  Eaumeh    ^  —^  einen  von  0 

acliiedenen  Werth  hat,  so  kann  die  Grien zhedmgung  dadurch  ersetzt  werden,  ■ 

bV 
in  nnendlicber   Bntfeitiung  ij  von   einem   Punkte   dieBei.  Eaunic-  B  _      unend 

klein  aein  soll. 
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Diese  (ileiehungen  geben  folgende  symmetrische: 

elf "'' 317  + ei;^^' 

welche,  ausgedrückt  durch  das  ursprüngliche  Coordiuatensyslem,  in 
(.lleicliungen  von  derselben  Form  übergehen,  d.  h,  in 

«  ft  +  S  +  lf-». 

«  äp-'Hsf  +  ä^  +  Sl)- 

Diese  Gleichungen  gelten  für  jede  den  Punkt  {x^,  x^,  Xg)  zur  Zeit  t 
durchschreitende  ebene  Welle  und  folglich  auch  für  die  aus  allen  zu- 
sammengesetzte Bewegung, 

c.   Bewegung,  nelche  heiäcrlei  Ei-scheinungen  vcrursäcbt. 

Aus  den  gefundenen  Bedingungen  für  u  und  w  fliessen  folgende 
Bedingungen  für  v  oder  Gesetze  der  Stoffbewegung  im  leeren  Räume: 

(')  k  +  k  +  H^"' 

(U)  (a;  -  c» (ei  +  si,  +  si,))  (g  -  ^|;)  -  o 

wie  sich  leicht  ergiebt,  wenn  man  die  Operationen  ausführt. 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Bewegung  eines  Stoffpunktes 
nur  abhängt  von  den  Bewegungen  in  den  angrenzenden  Raum-  und 
Zeittheilen,  und  ihre  (vollständigen)  Ursachen  in  den  Einwirkungen 
der  Umgebung  gesucht  werden  können. 

Die  Gleichung  (I)  beweist  unsere  frühere  Behauptung,  dass  bei 
der  Stoffbewegung  die  Dichtigkeit  ungeändert  bleibe;  denn 

1 J^  +  ^  +  ^ )  äx,  äx^  dx^  dt , 

welches  zufolge  dieser  Gleichung  ■=  0  ist,  drückt  die  in  das  Rauni- 
element  dx^dx^dx^  im  Zeitelement  dt  einströmende  Stoffmenge  aus, 
und  die  in  ihm  enthaltene  Stoffmenge  bleibt  daher  constant. 

Die  Bedingungen  (11)  sind  identisch  mit  der  Bedingung,  dass 
(Si  —  cc{dX  +  öj,  +  Sjj]  {v^dx^  4-  Vc^^'Xi  +  H^^z) 


y  Google 


538  Fragmente  philoaophischea  Inhalts. 

gleich  einem  vollständigen  Differential  dW  sei.     Nun  ist: 

[dl  ■ —  cc{dl,  +  dl,  +  ej,))  {Wiäx,  +  tv^dx^  +  w^dx^)  =  0 
und  folglich 

dW=  {c?  —  cc(di,  +  di,  +  dl))  (ti^dx,  +  ifgi^^e  +  "a'^^a) 

=  (??  —  cc(di  +  04  +  a4))rfr 

oder,  da  (r^  +  g^  +  ^^)(7F=  0, 


1I.    Gemeinschaftlicher  Ausdruck  für  die  Gesetze  äer  Stolfbewegnng  und  der 
Eiuwirknng  der  Schwerkraft  anf  die  Bewegnng  der  pondernblen  Körper. 


Die  Gesetze  dieser  Erscheinungen  lassen  sich  zusammenfassen  iu 
der  Bedingung,  dass  die  Variation  des  Integrals 

i  jT^fö)"-  4(3  ~  &y + (g  -ö'+te  -  m^^f-"-"' 

+  j'Yfy^-^~^^dx,dx^dXs-i-i7tdm\dt+2n  /'<^™2'0'^' 

uuter  geeigneten  Grenzhedingungen  0  werde. 

In  diesem  Ausdrucke  sind  die  beiden  ersten  Integrale  über  den 
ganzen  geometrischen  Raum,  die  letzteren  über  alle  ponderablen  Korper- 
elemente auszudehnen,  die  Coordinaten  jedes  ponderablen  Körperelements 
aber  als  Functionen  der  Zeit,  und  »/i,i3a,')3,  Fals  Functionen  von  3:1,3:2,3:3 
und  t  so  zu  bestimmen,  dass  eine  den  Grenzbedingungen  genügende 
Variation  derselben  nur  eiue  Variation  zweiter  Ordnung  des  Integrals 
hervorbringt 

Älsdaun  sind  die  Grossen  Vj  (=  v)  gleich  den  Gesehwindigkeits- 
componenten  der  Stoffbewegung,  und  V  gleich  dem  Potential  zur  Zeit 
i  im  Punkte  (x^,  x^,  x^). 


y  Google 


Bernhard  Kiemaim's  Lebenslauf, 


y  Google 


y  Google 


Die  nachfolgende  Darstellung  von  Riemann's  Lebenslauf  bezweclii 
keineswegs,  die  Bedeutung  seiner  wissenscliaftliclien  Leistungen  und 
deren  VerhäJtniss  zu  dem  früheren  und  gegenwärtigen  Zustande  der 
Mathematik  in's  Licht  zu  stellen,  sie  ist  vielmehr  nur  für  solche  Leser 
bestimmt,  weiche  einige  Nachrichten  über  den  Bildungsgang,  den  Cha- 
rakter und  die  äusserlichen  Schicksale  des  grossen  Mathematikers  zu 
erhalten  wünschen,  dessen  Werke  jetzt  zum  ersten  Male  vollständig 
gesammelt  erscheinen. 

Georg  Friedrich  Bernhard  Eiemann  ist  am  17.  September  1826 
in  Breselenz,  eiuem  Dorfe  im  Eönigreich  Hannover  bei  Danneuberg 
nahe  der  Elbe,  geboren.  Sein  Vater  Friedrich  Bernhard  Riemann,  ge- 
boren in  Boitzenburg  an  der  Elbe  in  Mecklenburg,  der  als  Lieutenant 
unter  Wailmoden  an  den  Befreiungskriegen  Theil  genommen,  war  dort 
Prediger  und  mit  Charlotte,  der  Tochter  des  Hofrath  Ebell  aus  Han- 
nover verheirathet;  er  siedelte  später  mit  seiner  Familie  nach  der  etwa 
drei  Stunden  entfernten  Pfarre  Quickborn  über.  Bernhard  war  das 
zweite  von  sechs  Kindern,  Schon  früh  wurde  seine  Lembegierde  durch 
den  Vater  geweckt,  der  ihn  bis  zum  Abgange  auf  das  Gymnasium  fast 
allein  unterrichtete.  Als  Knabe  von  fünf  Jahren  interessirte  er  sieh 
sehr  für  Geschichte,  für  Züge  aus  dem  Alterthum,  und  ganz  besonders 
für  das  unglückliche  Schicksal  Polens,  welches  sein  Vater  ihm  immer 
von  Neuem  erzählen  musste.  Sehr  bald  aber  trat  dies  in  den  Hinter- 
grund, und  sein  entschiedenes  Talent  für  das  Rechnen  brach  sich  Bahn; 
er  kannte  kein  grösseres  Vergnügen,  als  selbst  schwierige  Exempel  zu 
erfinden  und  dann  seinen  Geschwistern  aufgeben.  Später,  vom  zehn- 
ten Jahre  Bernhard's  an,  liess  sieh  der  Vater  bei  dem  Unterrichte  der 
Kinder  von  dem  Lehrer  Schulz  unterstützen;  dieser  gab  guten  Unter- 
richt im  Rechnen  und  in  der  Geometrie,  musste  sich  jedoch  bald  sehr 
anstrengen,  seines  Schülers  rascher,  oft  besserer  Lösung  einer  Auf- 
gabe zu  folgen. 

Im  Älter  von  dreizehn  und  einem  halben  Jahr  wurde  Bernhard 
von  dem  Vater  contirmirt  und  verliess  darauf  das  elterliche  Haus,   in 
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welchem  ein  ernster,  frommer  Sinn  und  häuslich  angeregtes  Leben 
herrschte.  Die  Eltern  sahen  ihre  Hauptaufgabe  in  der  Erziehung  ihrer 
Kinder;  die  innigste  Liebe  verband  Riemann  mit  seiner  Familie  und 
hat  sich  durch  sein  ganzes  ferneres  Leben  erhalten;  sie  spricht  sich 
in  seinen  Briefen  aus,  die  er  an  die  entfernten  Lieben  richtet,  wo  er 
an  Allem,  was  das  Elternhaus  betrifft,  auch  an  den  kleinsten  Vor- 
gängen das  lebhafteste  Interesse  zeigt,  und  auch  sie  treulich  alle  seiue 
Freudeo  und  Leiden  theifen  las  st. 

Zu  Ostern  1840  kam  Riemann  nach  Hannover,  wo  seine  Gross- 
mutter lebte,  und  wo  er  zwei  Jahre  —  bis  zum  Tode  derselben  — 
die  Tertia  des  Lyceums  besuchte.  Aofangs  hatte  er,  wie  es  nach 
seiner  bisherigen  Erziehung  zu  erwarten  war,  mancherlei  Schwierig- 
keiten zu  überwinden,  doch  werden  bald  seine  Fortschritte  in  den  ein- 
zelnen Unterrichts  gegen  ständen  gelobt,  und  immer  ist  er  ein  fleissiger 
und  folgsamer  Schüler.  Namentlich  aus  dieser  Zeit  sind  zahlreiche 
Briefe  ßiemann's  an  die  geliebten  Eltern  und  Geschwister  erhalten,  in 
welchen  er,  oft  mit  glücklichem  Humor,  von  den  Schulereignissen  be- 
richtet, Voi"wiegend  ist  aber  die  Sehnsucht  nach  dem  Eltemhaiise; 
wenn  die  Ferien  herannahen,  so  bittet  er  inständig  um  die  Erlaubniss, 
dieselben  in  Quickborn  zubringen  zu  dürfen,  und  lange  vorher  sinnt 
er  auf  Mittel,  die  Keise  mit  mögliehst  wenigen  Kosten  bewerkstelligen 
zu  können;  zu  den  Geburtstagen  der  Eltern  und  Geschwister  macht 
er  kleine  Einkäufe  und  ist  eifrig  darauf  bedacht,  sie  damit  wirklich 
zu  überraschen.  Er  lebt  in  Gedanken  noch  ganz  in  dem  häuslichen 
Kreise.  Bisweilen  klingt  aber  auch  eine  wehmüthige  Klage  durch,  wie 
schwer  es  ihm  werde,  mit  fremden  Menschen  zu  verkehren,  und  die 
Schüchternheit,  welche,  eine  natürliche  Folge  seines  früheren  abge- 
schlossenen Lebens,  ihn  zu  seinem  Kummer  auch  den  Lehrern  bis- 
weilen in  falschem  Lichte  erscheinen  lässt,  hat  ihn  auch  später  nie 
gänzlich  verlassen  und  oft  angetrieben,  sich  der  Einsamkeit  und  seiner 
Gedankenwelt  zu  überlassen,  in  welcher  er  die  grösste  Kühnheit  und 
Vorurtbeilslosigkeit  entfaltet  hat. 

Nach  dem  Tode  der  Grossmutter  wurde  Biemann,  wie  es  scheint 
auf  seinen  eignen  Wunsch,  Ostern  1842  von  dem  Vater  auf  das 
Johauneum  zu  Lüneburg  gebracht,  wo  er  zwei  Jahre  in  Secunda  und 
zwei  Jahre  in  Prima  bis  zu  seinem  Abgange  nach  der  Universität 
blieb.  Gleich  in  die  erste  Zeit  seines  dortigen  Aufenthaltes  fiel  der 
grosse  Brand  von  Hamburg,  der  tiefen  Eindruck  auf  ihn  machte,  und 
über  den  er  ausführlich  au  seine  Eltern  berichtete.  Die  grössere  Nähe 
bei  seiner  Heimath  und  die  MögHchkeifc,  die  Ferien  in  Quickborn  in 
seiner  Familie  zu  verleben,  trug  dazu  bei,  die  fernere  Schulzeit  zu  einer 
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glücklichen  für  ihn  zu  machen.  Freilich  war  die  Hin-  und  Herreise, 
tJie  zum  grössten  Theil  zu  Fuss  gemacht  wurde,  mit  AnstreDguHgeii 
verbunden,  denen  sein  Körper  nicht  immer  gewachsen  war;  schon  io 
dieser  Zeit  spricht  sich  in  den  schönen  Briefen  seiner  Mutter  ,  die  er 
leider  bald  verlieren  sollte,  ängstliche  Sorge  um  seine  Gesundheit  aus, 
und  oft  wiederholen  sich  ihre  herzlichen  Ermahnungen,  zu  grosse 
körperliche  Anstrengungen  zu  vermeiden.  Er  wohnte  später  bei  dem 
Gymnasiallehrer  Seffer,  der  sich  lebhaft  für  ihn  interessirte,  und  an 
dem  er,  wie  aus  seinen  Briefen  hervorgeht,  einen  väterlicheu  Freund 
und  Beschützer  gefunden  hat.  Er  bekam  gute  Zeugnisse  auch  in  an- 
deren Fächern,  in  Mathematik  aber  immer  glänzende,  beim  Abgänge 
die  Eins.  Seine  grosse  Begabung  für  diese  Wisaeuschaft  wurde  von 
dem  trefflichen  Director  Sehraalfuss  erkannt;  dieser  lieh  ihm  mathe- 
matische Werke  zum  Privatstudium  und  wurde  oft  überrascht  und  in 
Erstauuen  gesetzt,  wenn  ßiemann  dieselben  schon  nach  wenigen  Tagen 
zurückbrachte  und  dann  in  der  Unterhaltung  zeigte,  dass  er  sie  durch- 
gearbeitet und  vollständig  aufgefasst  hatte.  Diese  neben  seinen  Schul- 
arbeiten betriebenen  Studien  müssen  ihn  weit  über  die  Grenzen  des 
Gymnasial- Unterrichtes  hinaus  in  das  Gebiet  der  höheren  Mathematik 
geführt  haben;  die  Bekanntschaft  mit  der  höheren  Änalysis  hat  er, 
soviel  bekannt  ist,  durch  das  Studium  der  Euler'schen  Werke  erworben; 
auch  Legendre's  Theorie  des  Nombres  soll  er  in  dieser  Zeit  gelesen  haben. 
Im  Alter  von  neunzehn  und  einem  halben  Jahr  bezog  Eiemann 
Ostern  1846  die  Universität  Göttingen.  Der  seinem  geistlichen  Berufe 
von  Herzen  ergebene  Vater  hegte  den  natürlichen  Wunsch,  er  möge 
sich  der  Theologie  widmen,  und  wirklich  liess  Kiemann  sich  am 
25.  April  als  Studiosus  der  Philologie  und  Theologie  immatriculiren; 
zu  diesem  mit  seiner  deutlieh  hervorgetretenen  Neigung  und  Begabung 
für  die  Mathematik  nicht  im  Einklauge  stehenden  Entschlüsse  wird 
vor  Allem  die  Rücksicht  auf  die  Mittellosigkeit  der  kinderreichen  Familie 
und  die  Hoffnung  beigetragen  haben,  früher  eine  Anstellung  zu  finden 
und  dadurch  seinem  Vater  eine  Erleichterung  zu  gewähren.  Neben 
den  philologischen  und  theologischen  Vorlesungen  hörte  er  aber  auch 
mathematische,  und  zwar  gleich  im  Sommersemester  über  die  nume- 
rische Auflösung  der  Gleichungen  hei  Stern,  und  über  Erdmagnetismus 
bei  Gold  ach  midt,  sodann  im  Wintersemester  1846—1847  über  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  bei  Gauss,  und  über  bestimmte  Inte- 
grale bei  Stern,  Er  sah  bei  dieser  fortgesetzten  Beschäftigung  mit 
der  Mathematik  bald  ein,  dass  die  Neigung  zu  derselben  zu  mächtig 
in  ihm  war,  und  erwirkte  von  seinem  Vater  die  Erlaubniss,  sich  ganz 
seinem  Lieblingsstudium  widmen  zu  dürfen. 
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Obgleicli  nun  Gauss  seit  fast  einem  halben  Jahrhundert  unbestritten 
den  Bang  des  grössten  lebenden  Mathematikers  einnahm,  so  beschränkte 
sich  seine  zwar  sehr  anregende  Lehrthätigkeit  doch  nur  auf  ein 
kleines  Feld,  welches  mehr  der  angewandten  Mathematik  angehörte, 
und  für  Riemann  war  bei  dem  vorgeschrittenen  Standpunkte  seines 
Wissens  eine  wesentliche  Bereicherung  desselben  und  eine  Befruchtung 
mit  neuen  Ideen  damals  in  Göttingen  nicht  mehr  zu  erwarten.  Er 
bezog  daher  Ostern  1847  die  Universität  Berlin,  wo  Jacobi,  Lejeune 
Dirichiet  und  Steiner  durch  den  Glanz  ihrer  Entdeckungen,  welche  sie 
zum  Gegenstande  ihrer  Vorlesungen  machten,  zahlreiche  Schüler  um 
sieh  versammelten.  Er  blieb  dort  zwei  Jahre,  bis  Ostern  1849,  und 
hörte  unter  Anderem  bei  Dirichiet  Zahlentheorie,  Theorie  der  bestimm- 
ten Integrale  und  der  partiellen  Differentialgleichungen,  bei  Jacobi 
analytische  Mechanik  und  höhere  Algebra.  Leider  sind  nur  sehr  wenige 
Briefe  aus  dieser  Zeit  erhalten;  in  einem  derselben  (vom  29.  Nov.  1847} 
spricht  er  seine  grosse  Freude  darüber  aus,  dass  Jacobi  sich  gegen 
seine  anfängliche  Absicht  noch  entschlossen  habe,  Mechanik  vorzutragen. 
In  einen  näheren  Verkehr  mit  ihm  trat  Eisenstein,  bei  dem  er  in  dem 
ersten  Jahre  Theorie  der  elliptischen  Functionen  hörte.  Riemann  hat 
später  erzählt,  dass  sie  auch  über  die  Einführung  der  complexen  Grössen 
in  die  Theorie  der  Functionen  mit  einander  verhandelt  haben,  aber 
gänzlich  verschiedener  Meinung  über  die  hierbei  zu  Grunde  zu  legenden 
Principien  gewesen  seien;  Eisenstein  sei  bei  der  formellen  Rechnung 
stehen  gebUebeu,  während  er  selbst  iu  der  partiellen  Differential- 
gleichung die  wesentliche  Definition  einer  Function  von  einer  com- 
plexen Veränderlichen  erkannt  habe.  Wahrscheinlich  sind  diese,  für 
seine  ganze  spätere  Laufbahn  maassgeb enden  Ideen  zuerst  in  den 
Herbstferien  1847  gründlich  von  ihm  verarbeitet. 

Von  dem  übrigen  Leben  Riemann's  während  seines  zweijährigen 
Aufenthaltes  in  Berlin  ist  nur  wenig  aus  den  Briefen  zu  ersehen.  Die 
grossen  politischen  Ereignisse  des  Jahres  1848  ergriffen  auch  ihn 
mächtig;  er  war  Augenzeuge  der  März-Revolution  und  hatte  als  Mit- 
glied des  von  den  Studenten  gebildeten  Corps  die  Wache  im  könig- 
liehen Schlosse  vom  24.  März  Morgens  9  Uhr  bis  zum  folgenden  Tage 
Mittags  1  Uhr. 

Ostern  1849  kehrte  Riemann,  nachdem  er  noch  die  Ankunft  der  Frank- 
furter Kaiser-Deputation  in  Berlin  erlebt  hatte,  nach  Göttingen  zurück. 
Er  besuchte  in  den  drei  folgenden  Semestern  noch  einige  naturwissen- 
schaftliche und  philosophische  Vorlesungen,  unter  anderen  mit  grösa- 
tem  Interesse  die  genialen  Vorlesungen  über  Experi  mental -Physik  von 
Wilhelm  Weber,  an  welchen  er  sich  später  eng  anschloss,  und  der  ihm 


y  Google 


B.  Riemann'a  Lebenslauf.  545 

bis  zu  seinem  Tode  ein  treuer  Freund  und  Rathgeber  gewesen  ist.  In 
dieser  Zeit  müssei}  bei  gleichzeitiger  Beschäftigung  mit  philosophischen 
Studien,  welche  sich  namentlich  auf  Herbart  richteten,  die  ersten 
Keime  seiner  naturphilosophischen  Ideen  sich  entwickelt  haben;  dies 
seheint  wenigstens,  soweit  es  sich  nur  um  das  Streben  nach  einer  ein- 
heitlichen Natnrauffassung  handelt,  aus  einer  Stelle  eines  Aufsatzes 
„Ueber  Umfang,  Anordnung  und  Methode  des  naturwissenschaftlichen 
Unterrichts  auf  Gymnasien"  hervorzugehen,  den  er  im  November  1850 
als  Mitglied  des  pädagogischen  Seminars  verfaaate,  und  in  welchem  er 
sagt:  „So  z.  B.  lässt  sich  eine  volliiommen  in  sich  abgeschlossene 
mathematische  Theorie  zusammenstellen,  welche  von  den  für  die  ein- 
zelnen Punkte  geltenden  Elementargesetzen  bis  zu  den  Vorgängen  in 
dem  uns  wirklich  gegebenen  continuirlich  erfüllten  Räume  fortschreitet, 
ohne  zu  scheiden,  ob  es  sich  um  die  Schwerkraft,  oder  die  Electricität, 
oder  den  Magnetismus,  oder  das  Gleichgewicht  der  Wärme  handelt." 
Im  Herbst  1850  trat  er  auch  in  das  kurz  vorher  gegründete  mathe- 
matisch-physikalische Seminar  ein,  weiches  von  den  Professoren  Weber, 
Ulrich,  Stern  und  Listing  geleitet  wurde,  und  betheiligte  sich  nament- 
lich an  den  physikalischen  experimentellen  Uebungen,  obgleich  er  da- 
durch von  seiner  Hauptaufgabe,  der  Ausarbeitung  der  Doctordissertation, 
oft  abgezogen  wurde.  Theils  diesem  Umstände,  theils  aber  auch  der 
fast  ängstlichen  Sorgfalt,  welche  Riemann  auf  die  Ausarbeitung  seiner 
für  den  Druck  bestimmten  Schriften  verwendete,  und  die  ihn  auch 
später  bei  der  Veröffentlichung  seiner  Arbeiten  wesentlich  gehemmt 
hat,  wird  es  zuzuschreiben  sein,  dass  er  seine  Abhandlung  „Grundlagen 
für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  veränderlichen  com- 
plesen  Grösse"  erst  im  November  des  folgenden  Jahres  1851  der  philo- 
sophischen Facultät  einreichen  konnte.  Dieselbe  fand  eine  sehr  an- 
erkennende Beurtheilung  von  Gauss,  welcher  Riemann  bei  dessen  Besuch 
mittheilte,  dass  er  seit  Jahren  eine  Schrift  vorbereite,  welche  denselben 
Gegenstand  behandele,  sich  aber  freilich  nicht  darauf  beschränke.  Das 
Examen  war  am  Mittwoch  den  3.  Deeember,  die  öffentliche  Disputation 
und  Doctor- Promotion  am  Dienstag  den  16.  Deeember.  An  seinen 
Vater  schreibt  er:  „Durch  meine  jetzt  vollendete  Dissertation  glaube 
ich  meine  Aussichten  bedeutend  verbessert  zu  haben;  auch  hoffe 
ich,  dass  ich  mit  der  Zeit  fliessender  und  rascher  sehreiben  lerne, 
namentlich  wenn  ich  mehr  Umgang  suche  und  auch  erst  Gelegen- 
heit habe,  Vorträge  zu  halten;  ich  habe  daher  jetzt  guten  Mnth." 
Zugleich  entschuldigt  er  sich  in  Rücksicht  auf  die  Kosten,  die  er 
dem  Vater  verursacht,  dass  er  sich  nicht  eifriger  um  die  durch  Gold- 
schmidL's  Tod    erledigte   Observatorstelle   an   der  Sternwarte   bemüht 
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habe*),  und  theilt  mit,  dass  seiner  Habilitation  als  Pnvatdocent  nichts 
im  Wege  stebe,  sobald  er  die  Habilitationsschrift  fertig  habe.  Es 
seheint  schon  früb  seine  Absicht  gewesen  zu  sein,  zum  Gegenstände 
derselben  die  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen  zu  wählen,  allein 
es  vergehen  bis  zu  seiner  Habilitation  doch  wieder  zwei  und  ein 
halbes  Jahr. 

In  den  Herbstferien  1852  hielt  sich  Lejeune  Dirichlet,  dem  er 
noch  von  Berlin  her  wohl  bekannt  war,  eine  Zeit  lang  in  Göttingen 
auf,  und  Riemaun,  der  eben  von  Quickborn  dorthin  zurückgekehrt  war, 
hatte  das  Glück,  ihn  fast  täglich  zu  sehen.  Gleich  bei  seinem  ersten 
Besuche  in  der  Krone,  wo  Dirichlet  wohnte,  und  am  folgenden  Tage 
in  einer  Mittagsgesellschaft  bei  Sartorius  von  Waltershausen,  in  wel- 
cher auch  die  Professoren  Dove  aus  Berlin  und  Listing  gegenwärtig 
waren,  fragte  er  Dirichlet,  den  er  nächst  Gauss  als  den  grössten  da- 
mals lebenden  Mathematiker  anerkannte,  um  Rath  wegen  seiner  Arbeit. 
„Am  andern  Morgen  —  schreibt  Riemann  an  seinen  Vater  —  war 
Dirichlet  etwa  zwei  Stunden  bei  mir;  er  gab  mir  die  Notizen,  die  ich 
zu  meiner  Habilitationschrift  bedurfte,  so  vollständig,  dass  mir  die 
Arbeit  dadurch  wesentlich  erleichtert  ist;  ich  hätte  sonst  auf  der 
Bibliotbek  nach  manchen  Sachen  lange  suchen  können.  Auch  meine 
Dissertation  ging  er  mit  mir  durch  und  war  überhaupt  äusserst  freund- 
lich gegen  mich,  wie  ich  es  bei  dem  grossen  Abstände  zwischen  mir 
und  ihm  kaum  erwarten  durfte.  Ich  hoffe,  er  wird  mich  auch  später 
nicht  vergessen."  Einige  Tage  darauf  traf  auch  Wilhelm  Weber  von 
der  Wiesbadener  Naturforscher -Versammlung  wieder  in  Gottingen  ein; 
es  wurde  in  grösserer  Gesellschaft  ein  sehr  lohnender  Ausflug  nach 
dem  einige  Stunden  entfernten  Hohen  Hagen  gemaclit,  und  am  folgen- 
den Tage  trafen  Dirichlet  und  Riemann  abermals  im  Web  er' sehen 
Hause  zusammen.  Solche  persönliche  Anregung  war  im  höchsten  Grade 
wohlthuend  für  Riemann,  und  er  sehreibt  selbst  hierüber  an  seinen 
Vater:  „Du  siehst,  dass  ich  hier  im  Ganzen  noch  nicht  sehr  häuslich 
gelebt  habe;  aber  ich  bin  dafür  des  Morgens  desto  üeissiger  bei  der 
Arbeit  gewesen,  und  finde,  dass  ich  so  weiter  gekommen  bin,  als 
wenn  ich  den  ganzen  Tag  hinter  meinen  Büchern  sitze." 


*)  Eiaer  Mitthüiliing  von  W.  Weber  aufolge  -wünBchte  Gauss  selbst  uielit, 
dass  Riemann  diese  Stellung  überüähme;  er  zweifelte  zwar  nicht  an  seiner  theo- 
retJachen  und  praktischen  Beföhigung  für  dieselbe,  aber  er  hatte  schon  damals 
eine  so  hohe  Meinung  von  Riemann'a  wisaenscbaftlieher  Bedeutung,  dass  er  be- 
fürchtete, derselbe  möchte  durch  die  mit  dieser  Stellmig  verbundenen  zeitrauben- 
den und  zum  Theil  untergeordnete»  Dienstgeachäfte  von  seinem  eigentlichen  Arbeita- 
felde  gar  zu  sehr  abgelenkt  werden. 
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In  jenen  Tagen  schreibt  er  auch  von  seiner  Habilitation  nnd  von 
dem  Anfange  seiner  Vorlesungen,  wie  von  unmittelbar  bevorstehenden 
Dingen,  und  er  würde  gewiss  auch  viel  rascher  in  seiner  äusserlichen 
Laufbahn  fortgeschritten  sein,  wenn  ihm  Öfter  eine  solche  treibende 
Anregung  zu  Theil  geworden  wäre.  Offenbar  fällt  in  den  Anfang  des 
Jahres  1853  eine  fast  ausschliessliche  Beschäftigung  mit  Naturphilo- 
sophie; seine  neuen  Gedanken  gewinnen  eine  feste  Gestalt,  auf  die  er 
nach  allen  Unterbrechungen  stets  wieder  zurückgekommen  ist.  End- 
lich ist  auch  die  Habilitationsschrift  fertig,  und  er  schreibt  an  seinen 
jüngeren  Bruder  Wilhelm  am  28.  December  1853:  „Mit  meinen  Ar- 
beiten steht  es  jetzt  so  ziemlich;  ich  habe  Anfangs  December  meine 
Habilitationsschrift*)  abgeliefert  und  mnsste  dabei  drei  Themata  zur 
Probevorlesung  vorschlagen,  von  denen  dann  die  Facultät  eines  wählt. 
Die  beiden  ersten  hatte  ich  fertig  und  hoffte,  dass  man  eins  davon 
nehmen  würde;  Gauss  aber  hatte  das  dritte**)  gewählt,  und  so  bin  ich 
nun  wieder  etwas  in  der  Klemme,  da  ich  dies  noch  ausarbeiten  muss. 
Meine  andere  Untersuchung  über  den  Zusammenhang  zwischen  Electri- 
cität,  Galvanismus,  Licht  und  Schwere  hatte  ich  gleich  nach  Beendigung 
meiner  Habilitationsschrift  wieder  aufgenommen  und  bin  mit  ihr  so 
weit  gekommen,  dass  ich  sie  in  dieser  Form  unbedenklich  veröffent- 
lichen kann.  Es  ist  mir  dabei  aber  zugleich  immer  gewisser  geworden, 
dass  Gauss  seit  mehreren  Jahren  auch  daran  arbeitet,  und  einigen 
Freunden,  u.  A.  W^er,  die  Sache  unter  dem  Siegel  der  Verschwiegen- 
heit mitgetheilt  hat,  —  Dir  kann  ich  dies  wohl  schreiben,  ohne  dass 
es  mir  als  Anmaassung  ausgelegt  wird  —  ich  hoffe,  dass  es  nun  für 
mich  noch  nicht  zu  spät  ist  und  es  anerkannt  werden  wird,  dass  ich 
die  Sachen  vollkommen  selbständig  gefunden  habe." 

Um  diese  Zeit  wurde  Biemann  im  mathematisch -physikalischen 
Seminar  Assistent  von  W.  Weber  und  hatte  als  solcher  die  Uebungen 
der  Neu  ein  tretenden  zu  leiten,  auch  einige  Vorträge  zu  halten,  Ueber 
den  weiteren  Fortgang  seiner  Arbeiten  schreibt  er  am  26.  Juni  1854 
aus  Quickborn  seinem  Bruder:  „Um  Weihnachten  habe  ich  Dir  von 
Göttingen  aus,  wie  ich  glaube,  geschrieben,  dass  ich  meine  Habilitations- 
schrift Anfang  December  vollendet  und  an  den  Decan  abgegeben  hätte, 
sowie  auch,  dass  ich  bald  darauf  mich  wieder  mit  meiner  Untersuchung 
über  den  Zusammenhang  der  physikalischen  Grundgesetze  beschäftigte 
und  mich  so  darin  vertiefte,  dass  ich,  als  mir  das  Thema  zur  Probe- 
vorlesung beim   OoUoquium   gestellt  war,  nicht  gleich  vrieder  davon 

*)  Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eiae  trigonometrisclie  Eeihe. 
**)  Ueber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen. 
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loskommen  komitfe.  Icli  ward  nun  bald  darauf  krank,  fcheils  wohl  in 
Folge  zu  vielen  Grübelns,  tbeils  in  Folge  des  vielen  Stubensitzens  bei 
dorn  scblechten  Wetter;  es  stellte  sich  mein  altes  Uebel  wieder  mit 
grosser  Hartnäckigkeit  ein  und  ich  kam  dabei  mit  meinen  Arbeiten 
nicht  vom  Fleck.  Erst  nach  mehreren  Wochen,  als  das  Wetter  besser 
wurde  und  ich  wieder  mehr  Umgang  suchte,  ging  es  mit  meiner  Ge- 
sundheit besser.  Für  den  Sommer  habe  ich  nun  eine  Gartenwohnung 
gemiethet  und  habe  seitdem  gottlob  über  meine  Gesundheit  nicht  zu 
klagen  gehabt.  Nachdem  ich  etwa  vierzehn  Tage  nach  Ostern  mit 
einer  andern  Arbeit,  die  ich  nicht  gut  vermeiden  konnte,  fertig  ge- 
worden war,  ging  ich  nun  eifrig  an  die  Ausarbeitung  meiner  Probe- 
vorlesung und  wurde  um  Pfingsten  damit  fertig.  Ich  erreichte  es  in- 
dess  nur  mit  vieler  Mühe,  daas  ich  mein  CoJloquium  gleich  machen 
konnte  und  nicht  noch  wieder  uu  verrieb  teter  Sache  nach  Quickborn 
^bl  eisen  musste  Gauss  s  Ge=!undheitszustand  ist  nämlich  in  der  letzten 
Zeit  so  schlimm  „eworden,  riass  man  noch  in  diesem  Jahre  seinen 
lod  fuichtet  und  ei  sich  l\i  schwach  fühlte,  mich  zu  examiniren.  Er 
wGnschte  nun,  dass  ich,  weil  ich  doch  erst  im  nächsten  Semester  lesen 
konnte,  wenigstens  noch  bis  7um  August  auf  seine  Besserung  warten 
mochte.  Ich  hatte  mich  athon  m  das  Unvermeidliche  gefügt.  Da  ent- 
schloss  er  sich  plÖtzliUi  luf  mein  wiederholtes  Bitten,  „um  die  Sache 
vom  Halse  los  zu  werden",  im  Ireitag  nach  Pfingsten  Mittag  das 
CoUoquium  auf  den  andern  Tag  um  halb  elf  anjjusetzen  und  so  war 
ich  am  Sonnabend  um  eins  glücklich  damit  fertig,  —  Lass  Dir  nun 
noch  in  aller  Eile  erzählen,  was  es  mit  der  andern  Arbeit,  die  mich 
um  Ostern  beschäftigte,  für  eine  Bewandtniss  hat.  In  den  Osterferien 
war  Kohlrausch  —  ein  Sohn  vom  Oberschulrath  und  Vetter  und  Schwager 
von  Schmalfuss  —  der  jetzt  Professor  in  Marburg  ist,  auf  vierzehn 
Tage  bei  Weber  zum  Besuch,  um  mit  ihm  gemeinschaftlich  eine  ex- 
perimentelle Untersuchung  über  Blectricität  zu  machen,  da  Weber  zu 
dem  einen  Theil  dieser  Untersuchung,  Kohlrausch  zu  dem  anderen 
Theil  derselben  die  Vorarbeiteu  gemacht  und  die  Apparate  erdacht  und 
construirt  hatte.  Ich  nahm  an  ihren  Experimenten  Theii  und  lernte 
bei  dieser  Gelegenheit  Kohlrausch  kennen.  Kohlrausch  hatte  nun  einige 
Zeit  vorher  sehr  genaue  Messungen  über  eine  bis  dahin  unerforschte 
Erscheinung  (den  electrischen  Eückstand  in  der  Leidener  Flasche)  ge- 
macht und  veröffentlicht  und  ich  hatte  durch  meine  allgemeinen  Unter- 
suchungen über  den  Zusammenhang  zvrischen  Electricität,  Licht  und 
Magnetismus  die  Erklärung  davon  gefunden.  Ich  sprach  nun  mit  K, 
darüber  und  dies  war  die  Veranlassung,  dass  ich  die  Theorie  dieser 
ErscheuiUDg  für  ihn  ausarbeitete  und  ihm  zuschickte.    Kohlrausch  hat 
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mir  nun  jetzt  sehr  freundlich  geantwortet,  mir  angeboten,  meine  Arbeit 
an  Poggendorff,  den  Heransgeber  der  Annaleu  der  Physik  und  Chemie, 
in  ßerhn  zum  Druck  zu  schicken,  und  mich  eingeladen,  ihn  in  diesen 
Herbstferien  zu  besuchen,  um  die  Sache  weiter  zu  verfolgen.  Mir  ist 
diese  Sache  deshalb  wichtig,  weil  es  das  erste  Mal  ist,  wo  ich  meine 
Arbeiten  auf  eine  vorher  noch  nicht  bekannte  Eracheinung'anwenden 
konnte,  und  ich  hoffe,  dass  die  Veröffentlichung  dieser  Arbeit  dazu 
beitragen  wird,  meiner  grösseren  Arbeit  eine  günstige  Aufnahme  zu 
verschaffen.  Hier  in  Quickhorn  werde  ich  mich  nun  wohl  theils  mit 
dem  Druck  dieser  Arbeit,  da  mir  die  Correcturbogen  wahrscheinlich 
zugeschickt  werden,  theils  mit  der  Ausarbeitung  einer  Vorlesung  für 
nächstes  Semester  beschäftigen  müssen." 

Zu  dem  ersten  Theile  des  Briefes  ist  noch  zu  bemerken,  dass 
Riemann  die  Ausarbeitung  seiner  Probevorlesung  über  die  Hypothesen 
der  Geometrie  sich  durch  sein  Streben,  allen,  auch  den  nicht  mathe- 
matisch gebildeten  Mitgliedern  der  Facultät  mögliehst  verständlich  zu 
bleiben,  wesentlich  erschwert  hat;  die  Abhandlung  ist  aber  hierdurch 
in  der  That  zu  einem  bewunderungswürdigen  Meisterstück  auch  in  der 
Darstellung  geworden,  indem  sie  ohne  Mittheilung  der  analytischen 
Untersuchung  den  Gang  derselben  so  genau  angiebt,  dass  sie  nach 
diesen  Vorschriften  vollständig  hergestellt  werden  kann.  Gauss  hatte 
gegen  das  übliche  Herkommen  von  den  drei  vorgeschlagenen  Thematen 
nicht  das  erste,  sondern  das  dritte  gewählt,  weil  er  begierig  war  zu 
hören,  wie  ein  so  schwieriger  Gegenstand  von  einem  so  jungen  Manne 
behandelt  werden  würde;  nun  setzte  ihn  die  Vorlesung,  welche,  alle 
seine  Erwartungen  übertraf,  in  das  grösste  Erstaunen,  und  auf  dem 
Kückwege  aus  der  Facultäts-Sitzung  sprach  er  sich  gegen  Wilhelm 
Weber  mit  höchster  Anerkennung  und  mit  einer  hei  ihm  seltenen  Er- 
regung über  die  Tiefe  der  von  Riemann  vorgetragenen  Gedanken  aus. 

Nach  einem  längeren  Aufenthalte  in  Quickhorn  kehrte  Riemann 
im  September  nach  GÖttingen  zurück,  um  an  der  Natur  forsch  er -Ver- 
sammlung Theil  zu  nehmen;  auf  Weber's  und  Stem's  Aufforderung 
entschloss  er  sieh,  in  der  mathematisch-physikalisch-astronomischen 
Section  einen  Vortrag  über  die  Verbreitung  der  Electricität  in  Nicht- 
leitern zu  halten.  Er  schreibt  darüber  an  seinen  Vater:  „Mein  Vor- 
trag kam  am  Donnerstag  an  die  Reihe,  und  da  für  diese  Sitzung 
unserer  Section  kein  anderer  angekündigt  war,  so  arbeitete  ich  die 
Sache  noch  den  Abend  vorher  etwas  weiter  aus,  um  die  gewöhnliche 
Zeit  der  Sitzungen  einigermaassen  auszufüllen.  Ich  hatte  anfangs  nur 
das  Gesetz,  welches  ich  mittheilen  wollte,  kurz  angeben  wollen,  wandte 
es  aber  nun  noch  auf  mehrere  Erscheinungen  an  und  zeigte  die  Ueber- 
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eiustimmimg  mit  der  Erfahrung.  Mein  Vortrag  war  niin  freilich  in 
diesem  letzten  Theile  weniger  fliessend,  aber  ich  glaube  doch,  daas  der 
Eindruck  des  Ganzen  durch  Hinzufügung  desselben  gewoimeu  hat;  ich 
sprach  ungefähr  %  Standen.  —  Dass  ich  bei  der  Versammlung  einmal 
öffentlich  gesprochen  habe,  hat  mir  wieder  etwas  mehr  Muth  zu  meiner 
Vorlesung  gemacht;  doch  habe  ich  zugleich  gesehen,  wie  gross  der 
Unterschied  ist,  ob  man  schon  längere  Zeit  vorher  mit  seinen  Ge- 
danken ins  Reine  gekommen  ist,  oder  noch  unmittelbar  vorher  daran 
gearbeitet  hat.  Ich  hoffe  in  einem  halben  Jabre  schon  mit  mehr  Ruhe 
an  meine  Vorlesungen  zu  denken,  und  mir  nicht  wieder  meinen  Auf- 
enthalt in  Quiekborn  und  mein  Zusammensein  mit  Euch  so  dadurch 
verleiden  zu  lassen,  wie  das  letzte  Mal."  Auch  mit  Kohlrausch  war 
er  m  Gottmgen  wieder  zusammengetroffen;  nach  einem  weiteren  Brief- 
wechsel entschloss  sich  aber  Riemann,  auf  die  Veröffentlichung  seines 
Aufsatzes  über  den  Rückstand  in  der  Leidener  Flasche  zu  verzichten, 
vermuthlich  weil  ei  nicht  gern  auf  eine  ihm  angerathene  Abänderung 
desselben  eingehen  wollte.  Statt  dessen  erschien  in  PoggendorfPs  An- 
nalen  der  Aufsatz  über  die  Theorie  der  Nobili'schen  Farbenringe,  über 
welchen  er  an  seme  ältere  Schwester  Ida  schreibt:  „Es  ist  dieser 
Gegenstand  deshalb  wichtig,  weil  sieh  hiemach  sehr  genaue  Messungen 
anstellen  und  die  Gesetze,  nach  denen  die  Electricität  sich  bewegt,  sehr 
genau  daran  piufen  lassen." 

In  demselben  Briefe  vom  9.  October  1854  schreibt  er  mit  grosser 
Fieude  von  dem  Zustandekommen  seiner  ersten  Vorlesung,  zu  welcher 
über  sein  Erwarten  viele  Zuhörer,  etwa  acht,  sich  gemeldet  hatten. 
Der  Gegenstand  derselben  war  die  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen mit  Anwendung  auf  physikalische  Probleme;  als  Vorbild 
dienten  ihm  der  Hauptsache  nach  die  Vorlesungen,  welche  Dirichlet 
unter  gleichem  Titel  in  Berlin  gehalten  hatte,  üeber  seinen  Vortrag 
schreibt  er  am  18.  November  1854  seinem  Vater;  „Main  Leben  hat 
hier  jetzt  nach  und  nach  eine  ziemlich  regelmässige  und  einförmige 
Gestalt  angenommen.  Meine  Collegia  habe  ich  bis  jetzt  regelmässig 
halten  können,  meine  anfängliche  Befangenheit  hat  sich  schon  ziem- 
lich gelegt  und  ich  gewöhne  mich  daran,  mehr  an  die  Zuhörer,  als 
an  mich  dabei  zu  denken,  und  in  ihren  Mienen  zu  lesen,  ob  ich  vor- 
wärts gehen  oder  die  Sache  noch  weiter  auseinander  setzen  muss," 
Es  ist  indessen  keinem  Zweifel  unterworfen,  dass  der  mündliche  Vor- 
trag ihm  in  den  ersten  Jahren  seiner  akademischen  Lehrthätigkeit 
grosse  Schwierigkeiten  verursachte.  Seine  glänzende  Denkkraft  und 
vorahnende  Phantasie  liess  ihn  meist,  was  besonders  bei  zufälligen 
mündlichen  Unterhaltungen    üb er^  wissenschaftliche   Gegenstände    zum 
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Vorscliein  kam,  sehr  grosse  Schritte  nehmen,  denen  man  nicht  so  leicht 
folgen  konnte,  und  wenn  man  ihn  zu  einer  näheren  Erörterung  einiger 
Zwischenglieder  seiner  Schlüsse  aufforderte,  so  konnte  er  stutzig  wer- 
den und  es  verursachte  ihm  einige  Mühe,  sich  in  den  laugsameren 
Gedankengang  des  Änderen  zu  fügen  und  dessen  Zweifel  rasch  zu  be- 
seitige!]. So  hat  ihn  auch  bei  seinen  Vorlesungen  die  Beobachtung 
der  Mienen  seiner  Zuhörer,  von  der  er  oben  schreibt,  oft  empfindlich 
gestört,  wenn  er,  bisweilen  ganz  gegen  sein  Erwarten,  sich  genöthigt 
glaubte,  einen  für  ihn  fast  selbstverständlichen  Funkt  noch  besonders 
zu  beweisen.  Dies  hat  sieh  aber  nach  längerer  üebung  verloren,  und 
die  verhältnissmässig  grosse  Zahl  seiner  Schüler  ist  nicht  blos  der  An- 
ziehungskraft seines  durch  die  tiefsinnigsten  Werke  berühmt  gewordeneu 
Namens,  sondern  auch  seinem  Vortrage  zuzuschreiben,  auf  den  er  sich 
stets  sehr  sorgfältig  vorbereitete,  und  durch  welchen  es  ihm  gelaug, 
seine  Zuhörer  über  die  grossen  Schwierigkeiten  hinwegzuführen,  die 
sieh  dem  Eindringen  in  die  von  ihm  geschaffenen  neuen  Principien 
entgegenstellen. 

Am  23.  Februar  1855  starb  Gauss,  und  bald  darauf  wurde  Lejeune 
Dirichlet  von  Berlin  nach  Göttingen  berufen.  Bei  dieser  Gelegenheit 
wurde  von  mehreren  Seiten,  aber  vergeblieh  dahin  gewirkt,  dass 
Biemann  zum  ausserordentlichen  Professor  ernannt  werden  möchte; 
erreicht  wurde  nur,  dass  ihm  eine  Remuneration  von  jährlich  200  Tha- 
ler von  der  Regierung  ausgesetzt  wurde;  so  gering  diese  Summe  war, 
eine  so  wichtige  Erleichterung  gewährte  sie  Eiemann,  der  in  dieser 
und  der  nächsten  Zeit  wohl  oft  mit  düsterem  Blick  in  die  Zukunft 
schaute.  Es  begann  eine  Reihe  vou  traurigen  Jahren,  in  denen  ihn 
ein  schmerzlicher  Schlag  nach  dem  anderen  traf.  Noch  im  Jahre  1855 
verlor  er  seinen  Vater  und  eine  Schwester,  Clara;  die  alte,  so  innig 
geliebte  Heimafch  in  Quiekborn  wurde  verlassen,  seine  drei  Schwestern 
zogen  zu  dem  Bruder  Wilhelm  nach  Bremen,  der  dort  Postsecretair 
war  und  von  jetzt  an  die  Sorge  für  die  Erhaltung  der  Familie  über- 
nahm. 

Riemann  wandte  sich  jetzt  mit  erneutem  Eifer  wieder  seinen  schon 
in  den  Jahren  1851  und  1852  begonnenen  Untersuchungen  über  die 
Theorie  der  Abel'schen  Functionen  zu  und  machte  dieselbe  zum  ersten 
Male  von  Michaelis  1855  bis  Michaelis  1856  zum  Gegenstande  seiner 
Vorlesungen,  au  denen  drei  Zuhörer,  Schering,  Bjerknes  und  sein 
College  Dedekind  Theil  nahmen.  Im  Sommer  1856  wurde  er  zum 
Assessor  der  mathematischen  Classe  der  Göttinger  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  ernannt;  als  solcfler  überreichte  er  am  2.  November 
seine  Abhandlung  über  die  Gauss'sche  Reihe  und  schrieb  an  demselben 
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Tage  seinem  Bruder:  „Auch  hoffe  ich,  dass  meine  Arbeiten  mir  Früchte 
tragen  solleu.  Meine  Abhandlung  ist,  wie  ich  Dir  schon  schrieb,  jetzt 
zum  Drueb  fertig,  und  vielleicht  wird  sie  die  Societät  in  ihren  Schriften 
drucken  lassen,  allerdiogs  eine  grosse  Ehre,  da  diese  in  den  letzten 
50  Jahren  nur  mathematische  Abhandlungen  von  Gauss  enthalten  haben. 
Die  mathematische  Section  der  Societät,  bestehend  aus  Weber,  Ulrich 
und  Dirichlet  wird  wenigstens  nach  Weber's  Aeusserungen  wohl  auf 
den  Druck  meiner  Abhandlung  antragen.  —  Mit  meinen  Vorlesungen, 
d.  h.  mit  dem  Besuch  derselben,  bin  ich  ziemlieh  zufrieden,  besonders 
bei  der  geringen  Zahl  der  neu  angekommenen  Studenten,  Es  sind  gar 
keine  Mathematiker  unter  diesen  und  das  ist  auch  wohl  der  Grund, 
dass  Dedekind  und  Westphal  ihre  Privatvorlesungen  nicht  zu  Stande 
bekommen  haben.  Die  Anzahl  meiner  Zuh&rer  betrug  nun  an  den  vier 
Tagen,  an  denen  ich  gelesen  habe,  erst  drei,  dann  vier  und  die  letzten 
beiden  Male  fünf;  doch  war  hierunter  wohl  ein  Hospitant,  Sehr  lieb 
ist  es  mir,  dass  ich  diesmal  auch  einige  Zuhörer  aus  den  ersten 
Semestern  habe,  nicht  wie  sonst  bloss  aus  dem  sechsten  und  späteren 
Semestern,  weil  ich  dies  als  ein  Zeichen  betrachte,  dass  meine  Vor- 
lesungen leichter  verständHch  werden.  Bei  alledem  kann  ich  noch 
nicht  behaupten,  dass  meine  Vorlesungen  zu  Stande  gekommen  sind; 
denn  es  hat  sich  noch  Niemand  bei  mir  gemeldet  und  ist  also  immer 
noch  möglich,  dass  meine  Herren  Zuhörer  mich  im  Stiche  lassen.  — - 
Meine  freie  Zeit  werde  ich  von  jetzt  an  ganz  auf  die  Arbeit  über  die 
Abel'schen  Functionen,  von  der  ich  Dir  erzählt  habe,  verwenden.  Kurz 
vor  meiner  Wiederankunft  hier  in  Gottingen  ist  auch  der  Haupt- 
redacteur  des  mathematischen  Journals,  der  Dr.  Borchardt  aus  Berlin, 
liier  gewesen  und  hat  mir  durch  Dirichlet  und  Dedekind  die  Auf- 
forderung zugehen  lassen,  ihm  doch  so  bald  wie  möglich  eine  Dar- 
stellung meiner  Untersuchungen  über  die  Abel'schen  Functionen,  sie 
sei  so  roh  wie  sie  wolle,  zu  schicken.  Weierstrass  ist  jetzt  stark  im 
Pubheiren,  doch  enthält  das  jetzt  veröffentlichte  Heft,  von  dem  Soherk 
mir  erzählte,  nur  die  ersten  Vorbereitungen  zu  seiner  Theorie." 

In  der  That  widmete  er  sich  nun  mit  allen  Kräften  der  Aus- 
arbeitung dieses  Werkes,  so  dass  er  die  ersten  drei  kleineren  Abhand- 
lungen am  18.  Mai,  die  vierte  grössere  am  2.  Juli  1857  im  Manuacript 
nach  Berlin  abschicken  konnte;  allein  durch  die  übermässige  An- 
strengung hatte  seine  Gesundheit  sehr  gelitten,  und  er  befand  sich  am 
Ende  des  Sommer  Semesters  in  einem  Zustande  geistiger  Abspannung, 
der  seine  Stimmung  im  höchsten  Grade  verdüsterte.  Zur  Erfrischung 
und  Stärkung  seiner  Gesundheit  nahm  er  für  einige  Wochen  seinen 
Aufenthalt  in  Harzburg,  wohin  ihn  sein  Freund  Kitter  (damals  Lehrer 
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an  dem  Polyteclinieum  zu  Hannover,  jetzt  Professor  in  Aachen)  auf 
L-inige  Tage  begleitete,  und  wohin  ihm  später  sein  College  Dedekind 
folgte,  mit  dem  er  viele  Spaziergänge  und  auch  grössere  Ausflüge  in 
den  Harz  machte.  Auf  solchen  Spaziergängen  erheiterte  sich  seine 
Stimmung,  sein  Zutrauen  zu  Anderen  und  zu  sieh  selbst  wuchs;  sein 
harmloser  Scherz  und  seine  rückhaltlose  Unterhaltung  über  wissen- 
schaftliche Gegenstände  machten  ihn  zu  dem  liebenswürdigsten  und 
anregendsten  Gesellschafter.  In  dieser  Zeit  wandten  sich  seine  Ge- 
danken wieder  der  Naturphilosophie  zu,  und  eines  Abends  nach  der 
Rückkehr  von  einer  anstrengenden  Wanderung  griff  er  zu  Brewster's 
Life  of  Newton,  und  sprach  lange  mit  Bewunderung  über  den  Brief 
an  Bentley,  in  welchem  Newton  selbst  die  Unmöglichkeit  unmittelbarer 
Pernwirkung  behauptet. 

Bald  nach  seiner  Rückkehr  nach  Göttiugen  wurde  er  am  9.  No- 
vember 1857  zum  ausserordentlichen  Professor  in  der  philosophischen 
Facultät  ernannt,  und  seine  Remuneration  von  200  Thaler  auf  300 
Thaler  erhöht.  Aber  fast  gleichzeitig  erschütterte  ihn  auf  das  Tiefste 
der  Tod  seines  innig  geliebten  Bruders  Wilhelm;  er  übernimmt  nun 
ganz  die  Sorge  für  seine  drei  noch  lebenden  Schwestern  und  dringt 
inständig  daraiif,  dass  sie  noch  im  Laufe  des  Winters  zu  ihm  nach 
Göttingen  Übersiedeln;  dies  geschah  auch  im  Anfang  März  1858,  aber 
erst  nachdem  ihnen  die  jüngste  Schwester,  Marie,  noch  durch  den  Tod 
enti-issen  war.  Nach  so  vielen  Schicksalsschlägen  trug  das  Zusammen- 
leben mit  den  Schwestern  wesentlich  zur  Besserung  seiner  tief  nieder- 
gedrückten Gemüthsstimmung  bei,  und  die  Anerkennung,  welche  von 
nun  an,  wenn  auch  langsam,  seinen  Werken  auch  in  weiteren  Kreisen 
zu  Theil  wurde,  hob  allmählich  sein  gesunkenes  Selbstvertrauen  und 
Hess  ihn  frischen  Muth  zu  neuen  Arbeiten  finden.  Schon  vorher  hatte 
er  den  später  viel  besprochenen  Aufsatz  „Ein  Beitrag  zur  Electro- 
dynamik"  verfasst,  über  welchen  er  seiner  Schwester  Ida  schreibt: 
„Meine  Entdeckung  über  den  Zusammenhang  zwischen  Eleetricität  und 
Licht  habe  ich  hier  der  Königl.  Soeietät  übergeben.  Nach  manchen 
Aeusserungeu,  die  ich  darüber  vernommen,  muss  ich  schliessen,  dass 
Gauss  eine  andere  von  der  meinigen  verschiedene  Theorie  dieses  Zu- 
sammenhangs aufgestellt  und  seinen  nächsten  Bekannten  niitgetheilt 
hat.  Ich  bin  aber  völlig  überzeugt,  dass  die  meinige  die  richtige  ist 
und  in  ein  paar  Jahren  allgemein  als  solche  anerkannt  werden  wird," 
Er  hat  bekanntlich  diese  Arbeit  bald  wieder  zurückgezogen  und  auch 
später  nicht  veröffentlicht,  wahrscheinlich  weil  er  selbst  mit  der  in  ihr 
enthaltenen  Ableitung  nicht  mehr  zufrieden  war. 

In  den  Herbstferien  1858  machte  er  die  Bekanntschaft  der  italieni- 
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gesichte  Gottes   war,  nach   aeinem  eigenen  Aussprache,   fiii-  ihn  eine 
Hauptsache  in  der  Religion. 

Er   ruht   auf  dem   Kirchhofe    zu   Bigaueolo,    wohin   Selasca   eiii- 
gepfarrt  ist.     Sein  Grabstein  trägt  die  Inschrift: 

Hier  ruhet  in  Gott 

GEORG   FRIEDRICH   BERNHARD   RIEMANN,  Prof.  zu  Gottiugen, 

geh.  in  Breselenz  17.  Sept.  1826,  gest.  in  Selasca  20.  Juli  186G. 

Denen  die  Gott  lieben  müssen  .alle  Dinge  kuiu  Besten  ilieneii. ') 

*)  Der  Grabstein,  der  ihm  TOn  italienischen  Freunden  und  Facligonoaaen  ge- 
widmet wftr,  ist  bei  einer  Vei'leguns  des  Priedliofes  1iefi<'itit;t  woid«ii. 
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